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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü è ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ

Äàííàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèÿì ïî ñîâðåìåííîìó àê-
òèâíî ðàçðàáàòûâàåìîìó â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ íàïðàâëåíèþ â ãàðìîíè÷åñêîì è
ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå è òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ: òåîðèè îïåðàòîðîâ â
îáùèõ ïðîñòðàíñòâàõ òèïà Ìîððè.

Îíà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ óñëîâèé íà ôóíêöèîíàëüíûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçó-
þùèå îáùèå ëîêàëüíûå ïðîñòðàíñòâà òèïà Ìîððè, îáåñïå÷èâàþùèå îãðàíè÷åííîñòü
îáîáùåííûõ ïîòåíöèàëîâ Ðèññà èç îäíîãî îáùåãî ëîêàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà òèïà Ìîð-
ðè â äðóãîå, à òàêæå èçó÷åíèþ óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ îãðàíè÷åííîñòü îáîáùåííûõ
ìíîãîìåðíûõ îïåðàòîðîâ Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà òèïà Ìîððè íà
ïàðàëëåëåïèïåäå â äðóãîå è ïîëó÷åíèþ òî÷íûõ îöåíîê íîðì ýòèõ îïåðàòîðîâ â çàâèñè-
ìîñòè îò ðàçìåðîâ ïàðàëëåëåïèïåäà.

Òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ òèïà Ìîððè è òåîðèÿ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ òèïà Ìîððè
àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ. Ýòîé òåìàòèêå ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû ìàòåìàòèêîâ
èç ìíîãèõ ñòðàí ìèðà.

Öåëè è çàäà÷è ðàáîòû. Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè
îãðàíè÷åííîñòè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ïðî-
ñòðàíñòâàõ òèïà Ìîððè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè íåîáõîäèìî áûëî ðåøèòü
ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1) ñâåñòè çàäà÷ó îá îãðàíè÷åííîñòè îáîáùåííûõ ïîòåíöèàëîâ Ðèññà èç îäíîãî îá-
ùåãî ëîêàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà òèïà Ìîððè â äðóãîå ê çàäà÷å îá îãðàíè÷åííîñòè îïåðà-
òîðà Õàðäè èç îäíîãî âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà â äðóãîå íà êîíóñå íåîòðèöàòåëü-
íûõ íåâîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé;

2) äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ íà ôóíêöèîíàëüíûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå îáùèå ëîêàëüíûå ïðîñòðàí-
ñòâà òèïà Ìîððè, ïðè êîòîðûõ îáîáùåííûå ïîòåíöèàëû Ðèññà îãðàíè÷åííî äåéñòâóþò
èç îäíîãî ëîêàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà òèïà Ìîððè â äðóãîå, êîòîðûå äëÿ íåêîòîðîãî äèà-
ïàçîíà ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ ñîâïàäàþò ñ íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè;

3) äëÿ ìíîãîìåðíîãî îïåðàòîðà Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ è ìíîãîìåðíîãî îáîáùåííîãî
îïåðàòîðà Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ ïîëó÷èòü òî÷íûå îöåíêè óñëîâèÿ èõ îãðàíè÷åííîñòè èç
îäíîãî èçîòðîïíîãî èëè àíèçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà òèïà Ìîððè íà êîíå÷íîì ïàðàë-
ëåëåïèïåäå â äðóãîå.

4) ïîëó÷èòü òî÷íûå îöåíêè íîðì ýòèõ îïåðàòîðîâ â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðîâ ïà-
ðàëëåëåïèïåäà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äàííîé ðàáîòå
1) ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû îá îãðàíè÷åííîñòè îáîáùåííîãî ïîòåíöèàëà Ðèññà

èç îäíîãî îáùåãî ëîêàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà òèïà Ìîððè â äðóãîå, îáîáùàþùèå èçâåñò-
íûå ðàíåå ðåçóëüòàòû â îãðàíè÷åííîñòè êëàññè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Ðèññà èç îäíîãî îá-
ùåãî ëîêàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà òèïà Ìîððè â äðóãîå, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû Â. È.
Áóðåíêîâûì, À. Ãîãàòèøâèëè, Â. Ãóëèåâûì è Ð. Ìóñòàôàåâûì 1

1Burenkov V.I., Gogatishvili A., Guliyev V.S., Mustafayev R.Ch. Boundedness of the Riesz potential in
local Morrey-type spaces // Potential Analysis, 35 (2011), no. 1, 67-87.
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2) ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû îá îãðàíè÷åííîñòè îáîáùåííîãî ìíîãîìåðíîãî îïåðàòî-
ðà Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà Ìîððè íà êîíå÷íîì ïàðàëëåëåïèïåäå â
äðóãîå, à òàêæå ïîëó÷åíû íîâûå òî÷íûå îöåíêè íîðì òàêèõ îïåðàòîðîâ â çàâèñèìîñòè
îò ðàçìåðîâ ïàðàëëåëåïèïåäà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò
íàéòè ïðèìåíåíèå â òåîðèè êëàññè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ òåîðèè ôóíêöèé â ïðîñòðàíâòàõ
òèïà Ìîðpè, à òàêæå â çàäà÷àõ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðî-
èçâîäíûìè.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Èññëåäîâàíèÿ îñíîâûâàþòñÿ íà îáùèõ ìåòîäàõ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è íà ìå-
òîäàõ, èñïîëüçóåìûõ â òåîðèè îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ òèïà Ìîððè. Ýòè ìåòîäû
íàäëåæàùèì îáðàçîì ìîäèôèöèðóþòñÿ è ðàçâèâàþòñÿ òàê, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî ïðè-
ìåíèòü ê ðàññìàòðèâàåìûì â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðàì è ðàç-
ëè÷íûì âàðèàíòàì ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàáîòå ïðîñòðàíñòâ òèïà Ìîððè.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Òåîðåìà î ñâÿçè îãðàíè÷åííîñòè îáîáùåííîãî ïîòåíöèàëà Ðèññà èç îäíîãî îáùå-
ãî ëîêàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà òèïà Ìîððè â äðóãîå ñ îãðàíè÷åííîñòüþ îïåðàòîðà Õàðäè
èç îäíîãî âåñîâîãî ëåáåãîâà ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíê-
öèé.

2. Òåîðåìà î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ, à äëÿ íåêîòîðîãî äèàïàçîíà ÷èñëîâûõ ïàðà-
ìåòðîâ, íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîñòè îáîáùåííîãî ïîòåíöèàëà
Ðèññà èç îäíîãî îáùåãî ëîêàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà òèïà Ìîððè â äðóãîå.

3. Òåîðåìû îá îãðàíè÷åííîñòè îáîáùåííîãî ìíîãîìåðíîãî îïåðàòîðà Ðèìàíà-
Ëèóâèëëÿ èç îäíîãî èçîòðîïíîãî èëè àíèçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà òèïà Ìîððè íà êî-
íå÷íîì ïàðàëëåëåïèïåäå â äðóãîå.

4. Òî÷íûå îöåíêè çàâèñèìîñòè íîðì ýòèõ îïåðàòîðîâ îò äèàìåòðà èëè äëèí ðåáåð
ïàðàëëåëåïèïåäà.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ îáóñëîâëåíà ñòðî-
ãîñòüþ äîêàçàòåëüñòâ, ïðèìåíåíèåì èçâåñòíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ. Ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:
Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ¾Ëî-
ìîíîñîâ-2020¿, Ìîñêâà. Íîÿáðü 2020. Ìàòåðèàëû XXVII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí-
ôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2020¿ è ¾Ëîìîíîñîâ-
2022¿ Ìîñêâà. Íà Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå Ìåæäóíàðîäíîé êîíôå-
ðåíöèè "Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà"2021. Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ
êîíôåðåíöèÿ ICRAMCS 2021 International Conference on Research in Applied Mathematics
and Computer Science, 2021, Casablanca, Morocco. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Òåî-
ðèÿ ôóíêöèé, òåîðèÿ îïåðàòîðîâ è êâàíòîâàÿ òåîðèÿ èíôîðìàöèè"2021, ÓÔÀ.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé, íåîäíîêðàòíî èçëà-
ãàëèñü íà íàó÷íîì ñåìèíàðå Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà ÐÓÄÍ ïî ôóíêöèîíàëüíîìó
àíàëèçó è åãî ïðèëîæåíèÿì ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðîâ Â.È. Áóðåíêîâà è Ì.Ë.
Ãîëüäìàía, íà íàó÷íîì ñåìèíàðå Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà ÐÓÄÍ ïî äèôôåðåíöè-
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àëüíûì è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåñ-
ñîðà À.Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî, íà íàó÷íîì cåìèíàðe ïî òåîðèè ôóíêöèé ìíîãèõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ïåðåìåííûõ è åå ïðèëîæåíèÿì ê çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ñåìèíàð
Íèêîëüñêîãî, ðóêîâîäèòåëü ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò ÐÀÍ ïðîôåññîð Î.Â. Áåñîâ), íà íàó÷-
íîì ñåìèíàðe ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó è åãî ïðèëîæåíèÿì â ßðîñëàâñêîì ãîñóäàð-
ñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ï. Äåìèäîâà è íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ïî ôóíêöèîíàëüíî-
ìó àíàëèçó â Åâðàçèéñêîì íàöèîíàëüíîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ë.Í. Ãóìèëåâà (Àñòàíà,
Êàçàõñòàí).

Ïóáëèêàöèè è ëè÷íûé âêëàä àâòîðà.

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî äåâÿòü ðàáîò [1]-[9]:
4 íàó÷íûõ ñòàòüè ([1], [2], [3], [4]) ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ,

èíäåêñèðóåìûõ â áàçàõ äàííûõ Ñêîïóñ è ÐÈÍÖ.
5 òåçèñîâ äîêëàäîâ ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé [5]-[9].
Èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò â äèññåðòàöèþ âîøëè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àâòîðîì ñàìî-

ñòîÿòåëüíî. Ñòàòüè [1], [4] îïóáëèêîâàíû åäèíîëè÷íî. Ñòàòüè [2] è [3] îïóáëèêîâàíû â
ñîàâòîðñòâå c Â. È. Áóðåíêîâûì.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 2-õ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû, çàêëþ÷åíèÿ è
ñïèñêà öèòèðîâàííîé ëèòåðàòóðû. Îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 100 ñòðàíèö, áèáëèîãðà-
ôèÿ - 46 èñòî÷íèêîâ.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, ïðåäñòàâëåíà èñòîðèÿ
âîïðîñà, ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð íàèáîëåå âàæíûõ ïóáëèêàöèé, ñâÿçàííûõ ñ òåìîé
èññëåäîâàíèÿ, è àíàëèç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.

Ãëàâà 1

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.1.1 Ïóñòü Ω ⊂ Rn èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî, 0 < p ≤ ∞.
Ãîâîðÿò, ÷òî èçìåðèìàÿ íà Ω ôóíêöèÿ f ∈ Lp(Ω), åñëè ∥f∥Lp(Ω) <∞, ãäå

∥f∥Lp(Ω) =

∫
Ω

|f(x)|pdx

 1
p

,

åñëè p <∞, è, åñëè p =∞, òî

∥f∥L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω
|f(x)|.

Cëàáoå ëåáåãîâo ïðîñòðàíñòâo WLp(Ω) (èëè ïðîñòðàíñòâî Ìàðöèíêåâè÷à) - ýòî
ïðîñòðàíòâî âñåõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé f : Ω→ C, äëÿ êîòîðûõ ïðè p <∞

∥f∥WLp(Ω) = sup
t>0

t |{y ∈ Ω : |f(y)| > t}|
1
p <∞.
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Ïðè p =∞ WL∞(Ω) = L∞(Ω).
Îïðåäåëåíèå 1.2.1 Îáîáùåííûé ïîòåíöèàë Ðèññà Iρ(·) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(
Iρ(·)f

)
(x) =

∫
Rn

ρ(|x− y|)f(y)dy, x ∈ Rn,

ãäå ρ - íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ íà (0,∞), ÿäðo oáîáùåííoãî
ïîòåíöèàëa Ðèññà.

Eñëè 0 < α < n, t > 0, ρ(t) = tα−n, òî ïîëó÷èì êëàññè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ðèññà,
êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Iα.

Ïóñòü A ⊂ Rn, B ⊂ Rm, F,G : A × B −→ [0,∞]. Âñþäó â ýòîé ðàáîòå áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî G äîìèíèðóåò F ía B ðàâíîìåðíî ïî x ∈ A è ïècaòü

F ≲ G ðàâíîìåðíî ïî x ∈ A,

åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ B ñóùåñòâóåò c(y) > 0 òàêoe, ÷òî

F (x, y) ≤ c(y)G(x, y) äëÿ ëþáûõ x ∈ A.

Òàêæe, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F ýêâèâàëåíòíî G ía B ðàâíîìåðíî ïî x ∈ A è ïècaòü

F ≈ G ðàâíîìåðíî ïî x ∈ A,

eñëè F äîìèíèðóåò G íà B ðàâíîìåðíî ïî x ∈ A è G äîìèíèðóåò F íà B ðàâíîìåðíî
ïî x ∈ A.

Ïóñòü Ω ⊂ Rn èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(Ω) ìíîæåñòâî
âñåõ ôóíêöèé, èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó íà Ω, à ÷åðåç M+(Ω) åãî ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå
èç âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé.
Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Ïóñòü 0 < p, θ ≤ ∞ è ïóñòü ôóíêöèÿ w ∈ M+

(
(0,∞)

)
íå ýêâè-

âàëåíòía 0. ×åðåç LMpθ,w(·) îáîçíà÷èì ëîêàëüíîå ïðîñòðàíñòâî òèïà Ìîððè, a èìåííî,
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé f ∈M(Rn) ñ êîíå÷íîé êâàçè-íîðìîé

∥f∥LMpθ,w(·) ≡ ∥f∥LMpθ,w(·)(Rn) = ∥w(r)∥f∥Lp(B(0,r))∥Lθ(0,∞).

Åñëè w(r) = 0 è ∥f∥Lp(B(0,r)) = ∞, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî w(r)∥f∥Lp(B(0,r)) = 0.
Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Ïóñòü 0 < θ ≤ ∞, Ωθ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé w ∈
M+(0,∞), òàêèõ, ÷òî

∥w∥Lθ(t,∞) <∞,

äëÿ íåêîòîðîãî t > 0.
Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ïóñòü n ∈ N.Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ρ ∈ Sn, åñëè ρ ∈M+((0,∞))
è

1)
∫ r

0
ρ(t)tn−1dt <∞ äëÿ âñåõ r > 0,

2) äëÿ íåêîòîðûõ c1, c2 > 0,

c1ρ(t) ≤ ρ(s) ≤ c2ρ(t)
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äëÿ âñåõ s, t > 0, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó t
2
≤ s ≤ 2t.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü ρ(t) = tα−n, t > 0, 0 < α < n. Tîãäà ρ ∈ Sn.
Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Äëÿ ρ ∈ Sn è f ∈M(Rn)

Iρ(·),rf(x) =

∫
cB(x,r)

ρ(|x− y|)f(y)dy

è

Iρ(·),rf(x) =

∫
B(x,r)

ρ(|x− y|)f(y)dy.

Îïðåäåëåíèå 1.4.2. Ïóñòü 1 ≤ p1 < ∞, 0 < p2 ≤ ∞. Òîãäà ρ ∈ Sn,p1,p2 , åñëè ρ ∈
M+((0,∞)) è ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüío íåâîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìàÿ ôóíêöèÿ ρ̃ : (0,∞)→ (0,∞) òàêàÿ, ÷òî

1) ρ̃(t) ≈ ρ(t) ðàâíîìåðíî ïî t > 0,
2) lim

t→∞
ρ̃(t) = 0,

3) ρ̃ ∈ Sn,

4)
1∫
0

ρ̃(t)t
n

p
′
1

−1
dt =∞,

∞∫
1

ρ̃(t)t
n

p
′
1

−1
dt <∞,

5) |ρ̃′
(t)|t ≳ ρ̃(t) ðàâíîìåðíî ïî t > 0,

6) eñëè 0 < p2 ≤ p1 è 1 ≤ p1 <∞, òî∫ r

0

ρ̃(t)tn−1dt ≲ ρ̃(r)rn

ðàâíîìåðíî ïî r > 0,

7) eñëè 1 ≤ p1 < p2 < ∞, òî ôóíêöèÿ ϕn,ρ̃,p1,p2(t) = ρ̃(t)t
n
(

1
p′1

+ 1
p2

)
ïî÷òè íå óáûâàåò

íà (0,∞).
Áîëåå òîãî, åñëè p1 = 1 è 1 < p2 <∞, òî ρ ∈ S̃n,1,p2 , åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ

íåâîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ρ̃ : (0,∞) → (0,∞) òàêàÿ,
÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1) - 3) è 5), 4), óñëîâèe 6) âûïîëíÿeòñÿ äëÿ p1 = 1 è âìåñòî
óñëîâèÿ 7) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

8) ∥∥ρ̃(t)tn−1
p2

∥∥
Lp2 (0,r)

≲ ρ̃(r)r
n
p2

ðàâíîìåðíî ïî r > 0.
Ïóñòü Ω èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî Ω ⊂ Rn, òîãäà M(Ω) îáîçíà÷àåò ïðî-

ñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé f : Ω −→ C èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó íà Ω è M+(Ω) îáîçíà÷àåò
ïîäìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé èç M(Ω).

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ïåðâîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäå-

íèÿ.

Ëåììà 1.4.2 Ïóñòü ρ ∈ Sn, 0 < p ≤ ∞, x ∈ Rn, r > 0, f ∈M(Rn). Tîãäà

∥Iρ(·)|f |∥Lp(B(x,r)) ≈ ∥Iρ(·)(|f |χB(x,2r)
∥Lp(B(x,r)) + r

n
p
(
Iρ(·),2r|f |

)
(x) (1)

è
∥Iρ(·)|f |∥WLp(B(x,r)) ≈ ∥Iρ(·)(|f |χB(x,2r)

∥WLp(B(x,r)) + r
n
p
(
Iρ(·),2r|f |

)
(x) (2)
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ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Rn, r > 0 è f ∈M(Rn).
Ëåììà 1.4.3 Ïóñòü ρ ∈ Sn, 1 ≤ p1 < p2 <∞, è

φn,ρ,p1,p2(t) = ρ(t)t
n

(
1

p
′
1

+ 1
p2

)
, t > 0, (3)

ãäå p
′
1 ñîïðÿæåííîå ÷èñëî ê p1

(
p
′
1 =

p1
p1−1

)
.

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ρ òàêaÿ, ÷òî ôóíêöèÿ φn,ρ,p1,p2 ïî÷òè íå óáûâàåò
íà (0,∞), ò.e. äëÿ íåêîòîðoão c > 0

φn,ρ,p1,p2(t1) ≤ cφn,ρ,p1,p2(t2) äëÿ âñåõ 0 < t1 < t2 <∞. (4)

Eñëè 1 < p1 < p2 <∞, òo

∥Iρ(·)
(
|f |χ

B(x,2r)

)
∥Lp2 (B(x,r)) ≲ φn,ρ,p1,p2(r)∥f∥Lp1 (B(x,2r)) (5)

ðàâíîìåðíî ïo x ∈ Rn, r > 0 è f ∈ Lp1(B(x, 2r)).
Òàêæå, åñëè p1 = 1, 1 < p2 <∞, òî

∥Iρ(·)
(
|f |χ

B(x,2r)

)
∥WLp2 (B(x,r)) ≲ φn,ρ,p1,p2(r)∥f∥Lp1 (B(x,2r)) (6)

ðàâíîìåðíî ïo x ∈ Rn, r > 0 è f ∈ L1(B(x, 2r)).
2. Íåðàâåíñòâî (??) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ p1 = 1 è 1 ≤ p2 ≤ ∞, eñëè ïðåäïî-

ëîæåíèå (??) çàìåíåíî íà ïðåäïîëîæåíèå

∥ρ(t)t
n−1
p2 ∥Lp2 (0,r)

≲ ρ(r)r
n
p2 (7)

ðàâíîìåðíî ïo r > 0.
3. Íåðàâåíñòâî (??) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ 1 ≤ p1 < ∞ è 0 < p2 ≤ p1, eñëè

ïðåäïîëîæåíèå (??) çàìåíåíî íà ïðåäïîëîæåíèå

∥ρ(t)tn−1∥L1(0,r) ≲ ρ(r)rn (8)

ðàâíîìåðíî ïo r > 0.
4. Óñëîâèå (??) íåîáõîäèìî äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ (??) è (??) äëÿ âñåõ 0 <

p1, p2 ≤ ∞.
5. Óñëîâèå (??) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ (??) è (??)

äëÿ âñåõ 1 ≤ p1 <∞ è 0 < p2 ≤ p1.
Òeoðåìa 1.4.1 Ïóñòü n ∈ N, 1 ≤ p1 <∞, 0 < p2 ≤ ∞.

1. 1 < p1 < p2 <∞ è 1 ≤ p1 <∞ è 0 < p2 ≤ p1, è ρ ∈ Sn,p1.p2 , òî

∥ Iρ(.)(|f |) ∥Lp2 (B(x,r))≲ r
n
p2

∫ ∞
r

ρ(t)t
n

p
′
1

−1
∥ f ∥Lp1 (B(x,t)) dt (9)

ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Rn, r > 0 è f ∈ Lloc

p1
(Rn).

2. Åñëè p1 = 1 è 0 < p2 <∞, è ρ ∈ S̃n,1,p2 , òî

∥ Iρ(.)|f | ∥WLp2 (B(x,r))≈∥ Iρ(.)|f | ∥Lp2 (B(x,r))≈ r
n
p2

∫ ∞
r

ρ(t)t−1 ∥ f ∥L1(B(x,t)) dt (10)
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ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Rn, r > 0 è f ∈ Lloc

1 (Rn).
3. Åñëè p1 = 1 è 1 < p2 <∞, è ρ ∈ Sn,1,p2 , òî

∥ Iρ(.)|f | ∥WLp2 (B(x,r))≈ r
n
p2

∫ ∞
r

ρ(t)t−1 ∥ f ∥L1(B(x,t)) dt (11)

ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Rn, r > 0 f ∈ Lloc

1 (Rn).
Ïóñòü H - îïåðàòîð Õàðäè

(Hg) (t) :=

∫ t

0

g(r)dr, 0 < t <∞

è ïóñòü äëÿ 0 < p ≤ ∞ è èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèè v : (0,∞)→ [0,∞), Lp1v(·)(0,∞)
îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé f : (0,∞) → C, äëÿ
êîòîðûõ

∥f∥Lp,v(·)(0,∞) = ∥fv∥Lp(0,∞) <∞.

Òeoðåìa 1.6.1 Ïóñòü 1 ≤ p1 < ∞, 0 < p2 ≤ ∞, 0 < θ2 ≤ ∞, w2 ∈ Ωθ2, ρ - ïîëîæè-
òåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà (0,∞) è

µn,ρ,p1(r) =

∫∞
r

ρ(t)t
n

p
′
1

−1
dt∫∞

1
ρ(t)t

n

p
′
1

−1
dt
, r > 0, (12)

v2(r) = w2

(
µ(−1)
n,ρ,p1

(r)
) (

µ(−1)
n,ρ,p1

(r)
) n

p2 |(µ(−1)
n,ρ,p1

(r))
′|

1
θ2 , r > 0, (13)

gn,ρ,p1(t) = ∥f∥Lp1

(
B(0,µ

(−1)
n,ρ,p1

(t))
), t > 0. (14)

1. Åñëè 1 < p1 < p2 <∞ èëè 1 ≤ p1 <∞ è 0 < p2 ≤ p1, è ρ ∈ Sn,p1.p2, òî

∥Iρ(·)f∥LMp2θ2,w2(·)
≲ ∥Hgn,ρ,p1∥Lθ2,v2(·)(0,∞) (15)

ðàâíîìåðíî ïî f ∈M(Rn).
2. Åñëè p1 = 1 è 0 < p2 <∞, è ρ ∈ S̃n,1,p2, òî

∥Iρ(·)f∥LMp2θ2,w2(·)
≈ ∥Hgn,ρ,1∥Lθ2,v2(·)(0,∞) (16)

ðàâíîìåðíî ïî âñåì ôóíêöèÿì f ∈M+(Rn).
Oáîçíà÷èì ÷åðåç M+((0,∞); ↓) êîíóñ âñåõ ôóíêöèé èç M+((0,∞)) êîòîðûå íå âîç-

ðàñòàþò íà (0,∞), è ïîëîæèì

A =
{
φ ∈M+((0,∞); ↓) : lim

t→∞
φ(t) = 0

}
.

Òeoðåìa 1.6.2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 1 ≤ p1 <∞, 0 < p2 ≤ ∞, 0 < θ1, θ2 ≤ ∞, w1 ∈ Ωθ1,
w2 ∈ Ωθ2, µn,ρ,p1 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (12),

v1(r) = w1

(
µ(−1)
n,ρ,p1

(r)
) ∣∣ (µ(−1)

n,ρ,p1
(r)
)′ ∣∣ 1

θ1 , r > 0, (17)

è v2 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (13).
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1. Ïóñòü 1 < p1 < p2 < ∞ èëè 1 ≤ p1 < ∞ è 0 < p2 ≤ p1, è ρ ∈ Sn,p1,p2. Åñëè
îïåðàòîð H îãðàíè÷åí èç Lθ1,v1(·)(0,∞) â Lθ2,v2(·)(0,∞) íà êîíóñå A, òî åñòü

∥Hg∥Lθ2,v2(·)(0,∞) ≲ ∥g∥Lθ1,v1(·)(0,∞) (18)

ðàâíîìåðíî ïî g ∈ A, òî îïåðàòîð Iρ(·) îãðàíè÷åí èç LMp1θ1,w1(·) â LMp2θ2,w2(·).

2. Ïóñòü p1 = 1, 0 < p2 < ∞ è ρ ∈ S̃n,1,p2. Tîãäà îïåðàòîð Iρ(·) îãðàíè÷åí
èç LM1θ1,w1(·) â LMp2θ2,w2(·) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð H îãðàíè÷åí èç
Lθ1,v1(·)(0,∞) â Lθ2,v2(·)(0,∞) íà êîíóñå A.
Òeoðåìa 1.7.1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 < θ1, θ2 ≤ ∞, w1 ∈ Ωθ1 , w2 ∈ Ωθ2.

1. Ïóñòü 1 < p1 < p2 < ∞ èëè 1 ≤ p1 < ∞ è 0 < p2 ≤ ∞, è ρ ∈ Sn,p1,p2 . Òîãäà
îïåðàòîð Iρ(.) îãðàíè÷åí èç LMp1,θ1,w1(·) â LMp2,θ2,w2(·), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

(a) eñëè 1 < θ1 ≤ θ2 <∞, òî

B11 := sup
t>0

(∫ ∞
t

wθ2
2,n,p2

(x)µθ2
n,ρ,p1

(x)dx

) 1
θ2

(∫ ∞
t

wθ1
1 (x)dx

)− 1
θ1

<∞,

ãäå w2,n,p2(x) = w2(x)x
n
p2 . è

B12 := sup
t>0

(∫ t

0

wθ2
2,n,p2

(x)dx

) 1
θ2

∫ ∞
t

wθ1
1 (x)µ

θ
′
1
n,ρ,p1(x)

(
∫∞
x

wθ1
1 (s)ds)θ

′
1

dx

 1
θ′1

<∞,

(b) eñëè 0 < θ1 ≤ 1, θ1 ≤ θ2 <∞, òî

B2 :=

sup
t>0

(∫ ∞
t

wθ1
1 (x)dx

)− 1
θ1

(∫ ∞
0

wθ2
2,n,p2

(x)min{µn,ρ,p1(t), µn,ρ,p1(x)}θ2dx
) 1

θ2

<∞,

(c) eñëè 1 < θ1 <∞, 0 < θ2 < θ1 <∞, òî

B31 :=

∫ ∞
0

(∫∞
t

wθ2
2,n,p2

(x)µθ2
n,ρ,p1

(x)dx∫∞
t

wθ1
1 (x)dx

) r
θ1

wθ2
2,n,p2

(t)µθ2
n,ρ,p1

(t)dt

 1
r

<∞

è
B32 :=( ∞∫

0

( ∞∫
z

wθ2
2,n,p2

(x)dx

) r
θ1

( ∞∫
z

µ
θ′1
n,ρ,p1(τ)w

θ1
1 (τ)( ∞∫

τ

wθ1
1 (u)du

)θ′1 dτ
) r

θ′1

wθ2
2,n,p2

(z)dz

) 1
r

<∞,

ãäå 1
r
= 1

θ2
− 1

θ1
,

(d) eñëè 0 < θ2 < θ1 ≤ 1, òî B41 := B31 <∞ è

B42 :=
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( ∞∫
0

sup
y<z<∞

µn,ρ,p1(z)
r

( ∞∫
z

wθ1
1 (s)ds

)− r
θ1

( y∫
0

wθ2
2,n,p2

(x)dx

) r
θ1

wθ2
2,n,p2

(y)dy

) 1
r

<∞,

(e) eñëè 0 < θ1 ≤ 1, θ2 =∞, òî

B5 := sup
t>0

( ∞∫
t

wθ1
1 (x)dx

)− 1
θ1

ess sup
x>0

w2,n,p2(x)min{µn,ρ,p1
(t), µn,ρ,p1

(x)} <∞,

(f) eñëè 1 < θ1 <∞, θ2 =∞, òî

B6 :=

ess sup
z>0

w2,n,p2(z)

( ∞∫
z

( z∫
x

( ∞∫
u

wθ1
1 (s)ds

)−1
ρ(u)u

n
p′1
−1
du

)θ′1

wθ1
1 (x)dx

) 1
θ′1

<∞,

(g) eñëè θ1 =∞, 0 < θ2 <∞, òî

B7 :=

(∫ ∞
0

(
w2,n,p2(τ)

∫ ∞
τ

ρ(z)z
n
p′1
−1
dz

ess sup
z<s<∞

w1(s)

)θ2

dτ

) 1
θ2

<∞.

(h) eñëè θ1 = θ2 =∞, òo

B8 := ess sup
τ>0

(∫ ∞
τ

ρ(z)z
n
p′1
−1
dz

ess sup
z<s<∞

w1(s)

)
w2,n,p2(τ) <∞.

2. Ïóñòü p1 = 1, 0 < p2 < ∞ è ρ ∈ S̃n,1,p2 . Tîãäà îïåðàòîð Iρ(.) îãðàíè÷åí èç
LM1,θ1,w1(.) â LMp2,θ2,w2(.) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (a) - (h) c
p1 = 1.
Ëåììà 1.8.1 Ïóñòü n ∈ N, β < 0, 1 ≤ p1 < ∞, 0 < α < n

p1
, 0 < p2 ≤ ∞, ïðè÷¼ì ïðè

p2 > p1 n
(

n
p1
− n

p2

)
< α < n

p1
, è

ρ(t) = tα−n(1 + | ln t|)β.

Òîãäà ρ ∈ Sn,p1,p2 è ïðè p1 = 1 ρ ∈ S̃n,1,p2.
Ëåììà 1.8.2 Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ëåììû 1.8.1

µn,ρ,p1(r) ≈ r
α− n

p1 (1 + | ln t|)β = r
n
p′1 ρ(r)

ðàâíîìåðíî ïî r > 0.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [2] è [3] èç ñïèñêà

ïóáëèêàöèé àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè.
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Ãëàâà 2

Âòîðàÿ ãëàâa äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ
îãðàíè÷åííîñòü îáîáùåííûõ ìíîãîìåðíûõ îïåðàòîðîâ Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ èç îäíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà òèïà Ìîððè íà ïàðàëëåëåïèïåäå â äðóãîå è ïîëó÷åíèþ òî÷íûõ îöåíîê íîðì
ýòèõ îïåðàòîðîâ â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðîâ ïàðàëëåëåïèïåäà. Ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû
îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1] è [4] èç ñïèñêà ïóáëèêàöèé àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè.
Îïðåäåëåíèå 2.1.1 Ïóñòü 0 < p, θ ≤ ∞, λ > 0, eñëè θ < ∞, eñëè θ = ∞, òî λ ≥ 0,
x0 ∈ Rn, Ω ⊂ Rn èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò
ëîêàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó Ìîððè LMλ

pθ,x0
(Ω), åñëè f èçìåðèìà ïî Ëåáåãó íà Ω è

∥f∥LMλ
pθ,x0

(Ω) = ∥r−λ∥f∥Lp(Ω
⋂

B(x0,r))∥Lθ(0,∞) <∞.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2 Ëåâîñòîðîííèé ìíîãîìåðíûé äðîáíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð
Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ Iαa+ ïîðÿäêà α = (α1, ..., αn), 0 < αi < 1, i = 1, ..., n, a = (a1,
a2, ..., an) ∈ Rn, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(
Iαa+f

)
(x) =

1∏n
i=1 Γ(αi)

∫ xn

an

...

∫ x1

a1

(
n∏

i=1

(xi − ti)
αi−1

)
f(t1, ..., tn)dt1...dtn (19)

äëÿ âñåõ x = (x1, ..., xn) Rn òàêèõ, ÷òî xi > ai, i = 1, .., n, ãäå Γ - ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâîñòîðîííèé ìíîãîìåðíûé äðîáíûé èíòåãðàëüíûé

îïåðàòîð Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α = (α1, ..., αn), αi > 0,:

(
Iαb−f

)
(x) =

1∏n
i=1 Γ(αi)

∫ bn

xn

...

∫ b1

x1

n∏
i=1

(ti − xi)
αi−1f(t1...tn)dt1...dtn

äëÿ âñåõ x ∈ Rn òàêèõ, ÷òî xi < bi, i = 1, ..., n.
Îïðåäåëåíèå 2.1.3 Ïóñòü f ∈ Lp(Ω), ãäå 0 < p ≤ ∞, k = (k1, ..., kn), ki ≥ 0, i =

1, ..., n. Îáîáùåííûé äðîáíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ Iα,kf ïîðÿäêà
α = (α1, ..., αn), 0 < αi < 1, i = 1, ..., n, n ∈ N, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì(

Iα,ka+
f
)
(x)

=
n∏

i=1

(ki + 1)1−αi

Γ(αi)

∫ xn

an

...

∫ x1

a1

n∏
i=1

[
(xki+1

i − tki+1
i )αi−1tkii

]
f(t1, ..., tn)dt1...dtn (20)

Çàìå÷àíèå 2.2.1. Åñëè ki = 0, i = 1, ..., n, k = 0 â oïðåäåëåíèè 2.1.1; ìû ïîëó÷àåì
îáû÷íûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (??).
Îïðåäåëåíèå 2.1.4 Ïóñòü p = (p1, ..., pn), θ = (θ1, ..., θn), λ = (λ1, ..., λn), a = (a1, ..., an),
b = (b1, ..., bn), 0 < pi ≤ ∞, 0 < θi ≤ ∞, 0 < λi < ∞, i = 1, ..., n, Q(a, b) = {x ∈ Rn, ai <
xi < bi, i = 1, ..., n}.

−−→
LM λ̄

pθ,a
(Q(a, b)),

←−−
LM λ̄

pθ,a
(Q(a, b)) - ýòî ïðîñòðàíñòâà âñåõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ôóíê-

öèé íà Q(a, b), äëÿ êîòîðûõ

∥f∥−−→
LM

λ
pθ,a

Q(a,b)
=

∥∥∥∥...∥f(x1, ..., xn)∥LMλ1
p1θ1,a1,x1

((a1,b1))
...

∥∥∥∥
LMλn

pnθn,an,xn
((an,bn))

<∞,
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è
∥f∥←−−

LM λ̄
p̄θ̄,a

Q(a,b)
=
∥∥∥... ∥f(x1, ..., xn)∥LMλn

pnθn,an,xn
((an,bn))

...
∥∥∥
LM

λ1
p1θ1,a1,x1

((a1,b1))
<∞

ñîîòâåòñòâåííî.
Òeoðåìa 2.1.2 Ïóñòü 1 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, 0 ≤ λ ≤ n

p
, 0 ≤ µ ≤ n

q
, 1

p
< αi < 1,

i = 1, ..., n. Òîãäà ñóùåñòâóåò C1 > 0 òàêîå, ÷òî

∥ Iαa+f ∥Mµ
q (Q(a,b))≤ C1 | b− a |ν∥ f ∥Mλ

p (Q(a,b)), (21)

ãäå

ν = λ+ α1 + ...+ αn −
n

p
+

n

q
− µ, (22)

äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ Q(a, b) è äëÿ âñåõ f ∈Mλ
p (Q(a, b)).

Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ν íå ìîæeò áûòü çàìåíåí íèêàêèì äðóãèì.
Çàìå÷àíèå 2.1.1 Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû äëÿ ïðàâocòoðoí-
íeãî ìíîãîìåðíîãî äðîáíî-èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α =
(α1, ..., αn), i = 1, ..., n, 1

p
< αi < 1.

Òeoðåìa 2.1.3 Ïóñòü 1 ≤ p ≤ s ≤ ∞, 0 < q ≤ s, 1
p
− 1

s
< αi < 1, i = 1, ..., n, 0 ≤ λ ≤ n

p
,

0 ≤ µ ≤ n

q
− p(n− α1...− αn)

p+ s(p− 1)
, (23)

òîãäà ñóùåñòâóåò C2 > 0 òàêîe, ÷òî∥∥Iαa+f∥∥Mµ
q (Q(a,b))

≤ C2 | b− a |ν∥ f ∥Mλ
p (Q(a,b)), (24)

ãäå ν > 0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (22), äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ Q(a, b) è
äëÿ âñåõ f Mλ

p (Q(a, b)).
Ïîêàçàòåëü ν íå ìîæåò áûòü çàìåíåí íèêàêèì äðóãèì.

Ëåììà 2.3.1 Ïóñòü 0 < y <∞, 0 < p <∞, λ > 0, 0 < θ ≤ ∞. Tîãäà

∥f∥Lp(0,y) ≤ (λθ)
1
θ yλ∥f∥LMλ

pθ,0
(0,y) (25)

(åñëè θ =∞, òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî (λθ)
1
θ = 1).

Ëåììà 2.3.2 Ïóñòü 1 < p <∞, 0 < q ≤ ∞, 1
p
< α < 1, k ≥ 0, 0 < θ ≤ ∞, 0 < σ ≤ ∞,

0 < λ, µ <∞. Tîãäà ñóùåñòâóåò C3 > 0 òàêoe, ÷òî

∥Iαk0+f∥LMµ
qσ,a(a,b) ≤ C3(b− a)ν∥f∥LMλ

pθ,a(a,b)
(26)

äëÿ âceõ êîíå÷íûõ èíòåðâàëîâ (a, b), è äëÿ âceõ f ∈ LMλ
pθ,a(a, b), ãäå

ν = λ+
1

q
− 1

p
+ (k + 1)α− µ. (27)

Òeoðåìa 2.3.1 Ïóñòü α̃ = (α1, ..., αn), k̃ = (k1, ..., kn), p = (p1, ..., pn), q = (q1, ..., qn),
λ = (λ1, ..., λn), µ = (µ1, ..., µn), θ = (θ1, ..., θn), σ = (σ1, ..., σn), 1 < pi < ∞, 0 < qi ≤ ∞,
λi > 0, åcëè θi <∞ è λi ≥ 0, max{pi, θi} ≤ min{σjqj}, åcëè θi =∞, µi > 0, åcëè σi >∞

13



è µi ≥ 0, åcëè σi = ∞, ki ≥ 0, 1
p
< αi < 1. i = 1, ..., n − 1 è j = i + 1, ..., n. Tîãäà

ñóùåñòâóåò C4 > 0, òàêoe, ÷òî

∥∥∥Iα,k0+
f
∥∥∥−−→
LM

µ

q̄ σ̄,a(Q(a,b))
≤ C4

n−1∏
i=1

(bi − ai)
νi∥f∥←−−

LM
λ

q̄ σ̄,a(Q(a,b))

ãäå

νi = λi +
1

qi
+ αi(ki + 1)− 1

pi
− µi, i = 1, ..., n

äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ïàðàëëåëåïèïïåäîâ Q(a, b) è âñåõ f ∈
←−−
LMλ

p̄ θ̄,a
((Q(a, b)).

Kàæäîå νi, i = 1, ...;n, íå ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà íèêàêîå äðóãîå.

Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèè äèññåðòàöèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû, êîòîðûå ñîñòîÿò â
ñëåäóþùåì.

1. Çàäà÷à îá îãðàíè÷åííîñòè îáîáùåííîãî ïîòåíöèàëà Ðèññà êàê îïåðàòîðà, äåé-
ñòâóþùåãî èç îäíîãî îáùåãî ëîêàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà òèïà Ìîððè íà Rn â äðóãîå,
ñâåäåíà ê çàäà÷å îá îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà Õàðäè, êàê îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî
èç îäíîãî îáùåãî âåñîâîãî ëåáåãîâà ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ
íåâîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.

2. Äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ ïîëó÷åíû, áëèçêèå ê
íåîáõîäèìûì, äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ôóíêöèîíàëüíûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå
îáùèå ëîêàëüíûå ïðîñòðàíñòâà òèïà Ìîððè, îáåñïå÷èâàþùèå îãðàíè÷åííîñòü îáîáùåí-
íîãî ïîòåíöèàëà Ðèññà êàê îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç îäíîãî îáùåãî ëîêàëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà òèïà Ìîððè â äðóãîå.

3. Äëÿ íåêîòîðîé îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ ïîëó÷åíû
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ôóíêöèîíàëüíûå ïàðàìåòðû, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ íåîáõîäè-
ìûìè.

Ðåçóëüòàòû, ïåðå÷èñëåííûå â ïóíêòàõ 1-3 ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè1,
ïîëó÷åííûõ äëÿ êëàññè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ Ðèññà, íà ñëó÷àé øèðîêîãî êëàññà îáîáùåí-
íûõ ïîòåíöèàëîâ Ðèññà.

4. Ïðè íàäëåæàùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ äîêàçàíà
îãðàíè÷åííîñòü ìíîãîìåðíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ êàê îïåðà-
òîðà, äåéñòâóþùåãî èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà Ìîððè íà êîíå÷íîì ïàðàëëåëåïèïåäå â
äðóãîå, ïðè÷åì ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè çàâèñèìîñòè íîðìû òàêîãî îïåðàòîðà îò äèà-
ìåòðà ïàðàëëåëåïèïåäà.

5. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ îáîáùåííîãî ìíîãîìåðíîãî èíòåãðàëü-
íîãî îïåðàòîðà Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ, äåéñòâóþùåãî èç îäíîãî ëîêàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
Ìîððè íà êîíå÷íîì ïàðàëëåëåïèïåäå â äðóãîå.

6. Äîêàçàíà îãðàíè÷åííîñòü îáîáùåííîãî ìíîãîìåðíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà
Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ, äåéñòâóþùåãî èç îäíîãî àíèçîòðîïíîãî ëîêàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
òèïà Ìîððè íà êîíå÷íîì ïàðàëëåëåïèïåäå â íàäëåæàùåì îáðàçîì âèäîèçìåíåííîå àíè-
çîòðîïíîå ëîêàëüíîå ïðîñòðàíñòâà òèïà Ìîððè, ïðè÷åì ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè çàâè-
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ñèìîñòè íîðìû òàêîãî îïåðàòîðà îò äëèí ðåáåð ïàðàëëåëåïèïåäà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
îãðàíè÷åííîñòè èñïîëüçîâàëñÿ ïîëó÷åííûé â ðàáîòå àíàëîã îáîáùåííîãî íåðàâåíñòâà
Ìèíêîâñêîãî äëÿ ëîêàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ òèïà Ìîððè.

Ðåçóëüòàòû, ïåðå÷èñëåííûå â ïóíêòàõ 4-6, ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ ñòà-
òüè2 , îòíîñÿùèõñÿ ê îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ. Ðàñøèðåí äèàïàçîí ïàðàìåòðîâ, äëÿ êî-
òîðûõ óñòàíîâëåíà îãðàíè÷åííîñòü. Êðîìå òîãî, â îòëè÷èå îò âûøåóêàçàííîé ñòàòüè,
ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè íîðì îïåðàòîðà Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ, êàê â èçîòðîïíîì òàê è
àíèçoòðîïíîì ñëó÷àå, â èçîòðîïíîì ñëó÷àå â çàâèñèìîñòè îò äèàìåòðà ïàðàëëåëåïèïå-
äà, è â àíèçîòðîïíîì ñëó÷àå â çàâèñèìîñòè îò äëèí ðåáåð ïàðàëëåëåïèïåäà.

Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ä. ô.-ì .í., ïðîô. Â.
È. Áóðåíêîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ðóêîâîäñòâî â ïîäãîòîâêå è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê
ðàáîòå.
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Ñåíóñè Ìàðüÿì Àáäåëüêàäåðîâíà

ÎÁ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÑÒÈÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Â ÎÁÙÈÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÒÈÏÀ ÌÎÐÐÈ

Àííîòàöèÿ.

Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû îá îãðàíè÷åííîñòè êëàññè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà

Ðèññà â îáùèõ ëîêàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ òèïà Ìîððè îáîáùàþòñÿ íà ñëó-

÷àé èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ òèïà Ðèññà, â êîòîðûõ ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ

çàìåíÿåòñÿ îáùåé ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì.

Äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ

îáùèå ëîêàëüíûå ïðîñòðàíñòâà òèïà Ìîððè, ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ íà ôóíêöèîíàëüíûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ýòè ïðîñòðàíñòâà,

îáåñïå÷èâàþùèå îãðàíè÷åííîñòü òàêèõ îïåðàòîðîâ èç îäíîãî îáùåãî ëî-

êàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà òèïà Ìîððè â äðóãîå, ïðè÷åì äëÿ íåêîòîðîé îáëà-

ñòè çíà÷åíèé ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ, ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ òàêæå íåîáõî-

äèìûìè.

Äëÿ îïåðàòîðà Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ è îáîáùåííîãî îïåðàòîðà Ðèìàíà-

Ëèóâèëëÿ ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè íîðì ýòèõ îïåðàòîðîâ, êàê îïåðàòî-

ðîâ, äåéñòâóþùèõ èç îäíîãî ëîêàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Ìîððè íà ïàðàëëå-

ëåïèïåäå â äðóãîå, â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðîâ ïàðàëëåëåïèïåäà. Ïîäîáíûå

òî÷íûå îöåíêè ïîëó÷åíû òàêæå äëÿ àíèçîòðîïíûõ ëîêàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

Ìîððè.

Senouci Mariam Abdelkaderovna

ON THE BOUNDEDNESS OF INTEGRAL OPERATORS IN

GENERAL MORREY-TYPE SPACES

Abstract.

The known results on the boundedness of the classical Riesz potential

in general local Morrey-type spaces are generalized to the case of integral

operators of the Riesz type, in which the power function is replaced by a

general function satisfying certain conditions. For all admissible values of the

numerical parameters characterizing general local Morrey-type spaces, su�cient

conditions have been obtained on the functional parameters characterizing

these spaces, ensuring the boundedness of such operators from one general
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local Morrey-type space to another one. Moreover, for a certain range of the

numerical parameters, these conditions are also necessary.

For the Riemann-Liouville operator and the generalized Riemann-Liouville

operator, sharp estimates are obtained for the norms of these operators, as

operators acting from one local Morrey-type space on a parallelepiped to another

one, depending on the parallelepiped dimensions. Similar sharp estimates are

also obtained for anisotropic local Morrey spaces.
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