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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü åå ðàçðàáîòàííîñòè. Äàííàÿ äèñ-
ñåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿí-
íûìè è ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè çàïàçäûâàþùåãî è íåéòðàëüíîãî òèïîâ, ñâÿçàííûõ
ñ çàäà÷åé Í.Í. Êðàñîâñêîãî îá óñïîêîåíèè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì.

Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà÷àëàñü ñ ðàáîò
À.Ä. Ìûøêèñà 1, â äàëüíåéøåì ðàçâèâàëàñü ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè, òàêèìè êàê Ë.Ý.
Ýëüñãîëüö 2, Í.Í. Êðàñîâñêèé 3, Þ.Ñ. Îñèïîâ 4, Ã.À. Êàìåíñêèé 5, Ð. Áåëëìàí è Ê.Êóê
6, Äæ.Õåéë 7, è äð. Òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ìåòîäû êîòîðîé ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè, ïîñâÿùåí öå-
ëûé ðÿä ðàáîò, ñðåäè êîòîðûõ øèðîêî èçâåñòíû ðàáîòû Ô.Õàðòìàíà è Ã.Ñòàìïàêüÿ 8,
À. Á. Àíòîíåâè÷à 9, Â. Ñ. Ðàáèíîâè÷à 10 è äð. Èíòåðåñ ê ýòèì óðàâíåíèÿì ñâÿçàí ïðåæäå
âñåãî ñ ìíîãèìè âàæíûìè ïðèëîæåíèÿìè: ê òåîðèè óïðóãîñòè 11,12,13, ê òåîðèè ìíîãî-
ìåðíûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ 14, â ñîâðåìåííîé íåëèíåéíîé îïòèêå ïðè ïîñòðîåíèè
îïòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ âðàùåíèåì ïîëÿ â êîíòóðå îáðàòíîé ñâÿçè 15,16, à òàêæå â ñâÿçè ñ
íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè çàäà÷àìè 17.

Îáùàÿ òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðà-
âíåíèé ïîñòðîåíà â ðàáîòàõ À.Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî. Â åãî ðàáîòàõ âïåðâûå èçó÷àëèñü ýëëèï-
òè÷åñêèå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñî ñäâèãàìè ïî ïðîñòðàíñòâåí-

1Ìûøêèñ À.Ä. Îáùàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì, ÓÌÍ, 1949. � 4, � 5 (33).

� C.99�141.
2Ýëüñãîëüö Ë.Ý. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ÓÌÍ, 1954.� 9, � 4 (62). � Ñ.95�112.
3Êðàñîâñêèé Í.Í. Î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì âðåìåíè, Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ,

1957.� 114, � 2. � Ñ.252�255.
4Îñèïîâ Þ.Ñ. Î ñòàáèëèçàöèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì, Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 1965. � 1, � 5. �

C.605�618.
5Êàìåíñêèé Ã.À., Ìûøêèñ À.Ä. Ê ïîñòàíîâêå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îòêëîíÿþùèìñÿ

àðãóìåíòîì, Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ, 1974. � 10, � 3. � Ñ.409�418.
6Áåëëìàí Ð., Êóê Ê. Äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, Ìèð, Ì., 1967.
7Õåéë Äæ. Òåîðèÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ìèð, Ì., 1984.
8Hartman F., Stampacchia G. On some nonlinear elliptic di�erential-functional equations, Acta Math., 1966.� 115. �P.271�310.
9Àíòîíåâè÷ À.Á. Îá èíäåêñå è íîðìàëüíîé ðàçðåøèìîñòè îáùåé ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è ñ êîíå÷íîé ãðóïïîé

ñäâèãîâ íà ãðàíèöå, Äèôôåðåíö. óðàâí., 1972. � 8, � 2. � Ñ.309�317.
10Ðàáèíîâè÷ Â.Ñ. Î ðàçðåøèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íà Rn è â ïîëóïðîñòðàíñòâå, Äîêë. ÀÍ

ÑÑÑÐ, 1978.� 243, � 5. � Ñ.1134�1137.
11Onanov G.G., Tsvetkov E. L. On the minimum of the energy functional with respect to functions with deviating argument in

a stationary problem of elasticity theory, Russian J. Math. Phys., 1995. � 3, � 4. �P.491�500.
12Skubachevskii A. L. Elliptic functional di�erential equations and applications, Birkhauser, Basel�Boston�Berlin, 1997.
13Onanov G.G., Skubachevskii A. L. Nonlocal Problems in the Mechanics of Three-Layer Shells, Math. Model. Nat. Phenom.,

2017.� 12. � P.192�207.
14Ñêóáà÷åâñêèé À.Ë. Î íåêîòîðûõ çàäà÷àõ äëÿ ìíîãîìåðíûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ, Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1989. � 307, �

2. � Ñ.287�292.
15Skubachevskii A. L. Bifurcation of periodic solutions for nonlinear parabolic functional di�erential equations arising in

optoelectronics, Nonlinear Analysis-Theory Methods & Applications, 1998. � 32, � 2. � P.261�278.
16Âàðôîëîìååâ Å.Ì. Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-

ðàòîðîâ, âîçíèêàþùèõ â íåëèíåéíîé îïòèêå, Ñîâðåì. ìàò. Ôóíäàì. íàïðàâë., 2007. � 21. � Ñ.5�36.
17Áèöàäçå À.Â., Ñàìàðñêèé À.À. Î íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ îáîáùåíèÿõ ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷, Äîêë.

ÀÍ ÑÑÑÐ, 1969. � 185, � 4. � Ñ.739�740.
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íûì ïåðåìåííûì â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ 18,19,20,21,22,23,24. Â äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèå
òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïðîäîëæàëîñü â ðàáî-
òàõ åãî ó÷åíèêîâ, íàïðèìåð, èçó÷àëàñü ñïåêòðàëüíàÿ àñèìïòîòèêà, îïåðàòîðû ñ âûðîæäå-
íèåì, âòîðàÿ è òðåòüÿ êðàåâûå çàäà÷è, êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñ íåñîèçìåðèìûìè
ñäâèãàìè, âîïðîñû ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé 25,26, 27, 28,29,30,31,32

Øèðîêî èçâåñòíî, ÷òî îáðàòíàÿ ñâÿçü â ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ ìîæåò ïðèâîäèòü ê çà-
äåðæêå ñèãíàëà [ñì. Ðèñ.1].
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êîåíèè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì áûëà îáîáùåíà íà ñëó÷àé, êîãäà óðàâíåíèå,
îïèñûâàþùåå óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó, ñîäåðæèò òàêæå ñòàðøèå ÷ëåíû ñ çàïàçäûâàíèåì, ò. å.
èìååò íåéòðàëüíûé òèï. Ìíîãîìåðíàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè ìàòðè÷íûìè
êîýôôèöèåíòàìè èññëåäîâàëàñü â 36. Ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì çàïàçäûâà-
þùåãî òèïà èçó÷àëèñü â 37. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå èññëåäîâàíèþ ñèñòåì
íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ìàëûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè ÷ëåíàõ ñ çàïàçäûâàíèåì 38, èññëåäî-
âàíèå äëÿ ñëó÷àÿ çàïàçäûâàíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîãî âðåìåíè (óðàâíåíèå ïàíòîãðàôà) �
Ë.Å. Ðîññîâñêèì 39, à òàêæå èññëåäîâàíèå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ
ãëîáàëüíûì ïîñëåäåéñòâèåì íà ãðàôå - Ñ.À. Áóòåðèíûì 40.
Öåëè è çàäà÷è ðàáîòû. Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: 1) äëÿ ñèñòåì äèô-

ôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî è çàïàçäûâàþùåãî òèïîâ óñòàíîâèòü
ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé çàäà÷åé, ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å îá óñïîêîåíèè ñèñòåìû ñ
ïîñëåäåéñòâèåì, è êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
âòîðîãî ïîðÿäêà; 2) èçó÷èòü ðàçðåøèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé; 3) èññëåäîâàòü ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé
ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è íà ïîäûíòåðâàëàõ è íà âñåì èíòåðâàëå

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû îá îáîáùåííûõ ðåøåíèÿõ
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî è çà-
ïàçäûâàþùåãî òèïîâ, ïîëó÷åííûõ èç âàðèàöèîííûõ çàäà÷.

Âïåðâûå áûëè äîêàçàíû îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü è èññëåäîâàíà ãëàäêîñòü îáîáùåí-
íûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðå-
ìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè íåéòðàëüíîãî è çàïàçäûâàþùåãî òèïîâ. Äîêàçàíî, ÷òî ãëàä-
êîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñîõðàíÿåòñÿ íà
ïîäûíòåðâàëàõ è ìîæåò íàðóøàòüñÿ íà âñåì èíòåðâàëå. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñîõðàíåíèÿ ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé íà âñåì èíòåðâàëå.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â îáùåé òåîðèè íåëîêàëüíûõ
êðàåâûõ çàäà÷ è â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì, à òàêæå äëÿ àíàëèçà ðå-
çóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåøåíèé ïîäîáíûõ çàäà÷.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû âêëþ÷åíû â èññëåäîâàíèÿ ïî ãðàíòó ÐÔÔÈ Àñïèðàíòû � 20-31-
90119 ¾Ìíîãîìåðíûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì¿.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Èçó÷åíèå âàðèàöèîííûõ è êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé îñíîâàíî íà êîìáèíàöèè ìåòîäîâ èññëåäî-
âàíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñâîéñòâàõ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ è
òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà. Â ÷àñòè ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ïðåæäå âñåãî ñ ðàçðåøèìî-
ñòüþ, èñïîëüçóåòñÿ âàðèàöèîííûé ïîäõîä, ñóòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè îöåíîê
êîýðöèòèâíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ áèëèíåéíûõ ôîðì.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

34Ñêóáà÷åâñêèé À.Ë. Ê çàäà÷å îá óñïîêîåíèè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì, Äîêëàäû ÐÀÍ., 1994. � 335, � 2. �

Ñ.157�160.
35Skubachevskii A. L. Elliptic functional di�erential equations and applications. � Basel�Boston�Berlin: Birkh�auser, 1997.
36Ëåîíîâ Ä.Ä. Ê çàäà÷å îá óñïîêîåíèè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì, Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà. Ôóíäàìåí-

òàëüíûå íàïðàâëåíèÿ, 2010. � 37. � C.28�37.
37Îñèïîâ Þ.Ñ. Î ñòàáèëèçàöèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì, Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 1965. � 1, � 5. �

C.605�618.
38Banks H.T., Kent G.A. Control of functional di�erential equations of retarded and neutral type to target sets in function

space, SIAM J. Control, 1972. � 10, � 4. � C.567�593.
39Ðîññîâñêèé Ë.Å. Çàäà÷à îá óñïîêîåíèè ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì, ëèíåéíî çàâèñÿùèì îò âðåìåíè,Ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé

ìàòåìàòèêè è ïðèëîæåíèÿ ê çàäà÷àì ôèçèêè è ìåõàíèêè. � Ì.: Èçä-âî ÌÔÒÈ, 1995. �Ñ.172�182.
40Áóòåðèí Ñ.À. Îá óñïîêîåíèè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ ãëîáàëüíûì ïîñëåäåéñòâèåì íà ãðàôå, Ìà-

òåì. çàìåòêè, 2024. � 115, � 6. � Ñ.825�848.
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1. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííûìè çàäà÷àìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè çàäà÷å Í.Í.
Êðàñîâñêîãî îá óñïîêîåíèè íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì â ñëó-
÷àÿõ íåéòðàëüíîãî è çàïàçäûâàþùåãî òèïîâ, è êðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ ñèñòåìû äèôôå-
ðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

2. Åäèíûì ìåòîäîì äîêàçàíû òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà
íåéòðàëüíîãî è çàïàçäûâàþùåãî òèïîâ. Ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé â ïðîñòðàí-
ñòâàõ Ñîáîëåâà.

3. Äîêàçàíà òåîðåìà î ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé íà ïîäûíòåðâàëàõ äëÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ãëàäêîñòè íà
âñåì èíòåðâàëå.

4. Äîêàçàíà òåîðåìà î ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé çàïàç-
äûâàþùåãî òèïà íà âñåì èíòåðâàëå.

5. Äëÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì âõîäîâ è âûõîäîâ
ïîñòðîåíî ôðèäðèõñîâî ðàñøèðåíèå îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñè-
ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè, îáåñïå÷èâàåòñÿ ñòðî-
ãîñòüþ ïðèâåäåííûõ äîêàçàòåëüñòâ, ìíîãî÷èñëåííûìè âûñòóïëåíèÿìè íà ñåìèíàðàõ, êîí-
ôåðåíöèÿõ è øêîëàõ, à òàêæå èìåþùèìèñÿ ïóáëèêàöèÿìè â ðåöåíçèðóåìûõ èçäàíèÿõ,
êîòîðûå èíäåêñèðóþòñÿ â ìåæäóíàðîäíûõ áàçàõ äàííûõ, à òàêæå âûñòóïëåíèÿìè íà ñå-
ìèíàðàõ, êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, èç-
ëàãàëèñü íà ñåìèíàðàõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà:
ïîä ðóêîâîäñòâîì Í.À. Ðàóòèàí; íà ñåìèíàðå ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è
êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì È.Ñ. Ëîìîâà; íà Êîëîìåíñêîì
íàó÷íîì ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì Â.Ï. Ëåêñèíà; â Ðîññèéñêîì óíèâåðñèòåòå äðóæáû
íàðîäîâ íà ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì À.Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî; íà 19-îé Ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè Distributed Computer and Communicational Networks: Control, Computation,
Communication (Ìîñêâà, 2016); íà 8-îé è 9-é Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ ïî äèôôå-
ðåíöèàëüíûì è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (Ìîñêâà, 2017, 2022); íà
Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ Ëîìî-
íîñîâ (Ìîñêâà, 2019); íà 30-é, 31-é è 32-é Êðûìñêèõ Îñåííèõ Ìàòåìàòè÷åñêèõ Øêîëàõ-
ñèìïîçèóìàõ ïî ñïåêòðàëüíûì è ýâîëþöèîííûì çàäà÷àì (Ñåâàñòîïîëü, 2019, 2020, 2021);
íà 5-é Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Äèôôåðåíöèàëü-
íûå îïåðàòîðû. Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ¿ (Ìîñêâà, 2018); íà Âîðîíåæ-
ñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå
ïðîáëåìû¿ (Âîðîíåæ, 2019); íà Âîðîíåæñêîé âåñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå ¾Ñîâðå-
ìåííûå ìåòîäû òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷¿ (Âîðîíåæ, 2020), íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-
öèè ¾Frontier in mathematics and computer science¿ (Òàøêåíò, 2020); íà Ìåæäóíàðîäíûõ
íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ ¾Óôèìñêàÿ îñåííÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà¿ (Óôà, 2022, 2023);
íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Nonlocal and Nonlinear Problems¿ (Ìîñêâà, 2023) è íà
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì ñèñòå-
ìàì (Ñóçäàëü, 2024).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 20 ïå÷àòíûõ
èçäàíèÿõ, 7 èç êîòîðûõ èçäàíû â íàó÷íûõ æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ â ìåæäóíàðîäíûõ
áàçàõ äàííûõ, 13 � â òåçèñàõ äîêëàäîâ ìåæäóíàðîäíûõ è âñåðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèé.
Èõ ñïèñîê ïðèâåä¼í â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, ñîäåðæàùèåñÿ â
ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ, ïðèíàäëåæàò ëè÷íî àâòîðó.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ
è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 100 ñòðàíèö ñ 1 ðèñóíêîì.

6



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 82 íàèìåíîâàíèÿ.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ â ðàìêàõ äàí-
íîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð íàèáîëåå âàæíûõ ïóáëèêàöèé,
ñìåæíûõ ñ òåìîé èññëåäîâàíèÿ, è àíàëèç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.
Ãëàâà 1 ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ è ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé

çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè ìàòðè÷íû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ïàðàãðàô 1.1 ñîäåðæèò ïîñòàíîâêó çàäà÷è. À èìåííî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñè-

ñòåìà óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

M∑
m=0

Amy
′(t−mτ) +

M∑
m=0

Bmy(t−mτ) = u(t), 0 < t, (1)

ãäå y(t) = (y1(t), . . . , yn(t))
T � íåèçâåñòíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå ñè-

ñòåìû, u(t) = (u1(t), . . . , un(t))
T � âåêòîð-ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, Am, Bm � ìàòðèöû ïîðÿäêà

n × n ñ ïîñòîÿííûìè ýëåìåíòàìè, A0 � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, çàïàçäûâàíèå τ > 0 �
êîíñòàíòà, M ∈ N.

Ïðåäûñòîðèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(t) = φ(t), t ∈ [−Mτ, 0], (2)

ãäå φ(t) = (φ1(t), . . . , φn(t))
T � çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðèâåäåíèè ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2) â ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ýòîãî áóäåì èñêàòü òàêîå óïðàâëåíèå u(t), 0 < t < T , ÷òî

y(t) = 0, t ∈ [T −Mτ, T ], (3)

ãäå T > (M + 1)τ, T −Mτ = (N + θ)τ, N ∈ N, 0 < θ ⩽ 1.
Óïðàâëåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå âûïîëíåíèå (1) - (3), íå åäèíñòâåííî. Ñðåäè âñåõ âîçìîæ-

íûõ óïðàâëåíèé, áóäåì èñêàòü óïðàâëåíèå, äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó∫ T

0

|u(t)|2dt→ min,

ãäå |.| � åâêëèäîâà íîðìà. Èñïîëüçóÿ (1), ïîëó÷èì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó î ìèíèìóìå ôóíê-
öèîíàëà

J(y) =

∫ T

0

∣∣∣∣∣
M∑

m=0

Amy
′(t−mτ) +

M∑
m=0

Bmy(t−mτ)

∣∣∣∣∣
2

dt→ min (4)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2) - (3).
Â ïàðàãðàôå 1.2 áûëè ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöè-

îíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Äîêàçàíà Òåîðåìà 1.1 î ñâÿçè ìåæäó âàðèàöèîííîé è ñîîòâåò-
ñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷àìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(R) ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ íà R ôóíêöèé ñ
íîðìîé:

||x(t)||C(R) = sup
t∈R

|x(t)|.

Ïóñòü Ck(R), k ∈ N,�ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ è k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìûõ ôóíêöèé íà R, îãðàíè÷åííûõ íà R âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè âïëîòü äî k-ãî
ïîðÿäêà, ñ íîðìîé

||x(t)||Ck(R) = max
0⩽i⩽k

sup
t∈R

|x(i)(t)|.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåçW k
2 (a, b) ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé, èìå-

þùèõ ïðîèçâîäíóþ k-ãî ïîðÿäêà èç L2(a, b) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(v, w)Wk
2 (a,b) =

k∑
i=0

b∫
a

v(i)(t)w(i)(t)dt.

Ïóñòü W̊ k
2 (a, b) = {w ∈ W k

2 (a, b) : w
(i)(a) = w(i)(b) = 0, i = 0, . . . , k − 1}.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ôóíêöèé

Ln
2 (a, b) =

n∏
i=1

L2(a, b),

W k,n
2 (a, b) =

n∏
i=1

W k
2 (a, b),

W̊ k,n
2 (a, b) =

n∏
i=1

W̊ k
2 (a, b)

ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

(v, w)Ln
2 (a,b)

=
n∑

i=1

(vi, wi)L2(a,b),

(v, w)Wk,n
2 (a,b) =

n∑
i=1

(vi, wi)Wk
2 (a,b),

ãäå v = (v1, . . . , vn)
T , w = (w1, . . . , wn)

T .
Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà

L̃ = {v ∈ Ln
2 (−Mτ, T ) : v(t) = 0, t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −Mτ, T )},

W̃ = {v ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) : v(t) = 0, t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −Mτ, T )}.

Ïîêàçàíî, ÷òî âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (4), (2), (3) ýêâèâàëåíòà êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñèñòå-
ìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà:

−(
M∑

l,m=0

AT
l Amy

′(t+ (l −m)τ))′+

+
M∑

l,m=0

[BT
l Amy

′(t+ (l −m)τ)− AT
l Bmy

′(t+ (l −m)τ)+ (5)

+BT
l Bmy(t+ (l −m)τ)] = 0, t ∈ (0, T −Mτ)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2) - (3) ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

M∑
l,m=0

AT
l Amy

′(t+ (l −m)τ) ∈ W 1,n
2 (0, T −Mτ). (6)

Îïðåäåëåíèå 1.1. Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøå-

íèåì çàäà÷è (5), (2), (3), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (6), è âåêòîð-ôóíêöèÿ y(t) óäîâëå-

òâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (5) ï.â. íà (0, T − Mτ), à òàêæå êðàåâûì óñëîâèÿì (2),

(3).
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Òåîðåìà 1.1. Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (4)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2), (3) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì

ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (5), (2), (3).

Ïàðàãðàô 1.3 ïîñâÿùåí ðàçðåøèìîñòè ïîëó÷åííîé êðàåâîé çàäà÷è. Ïîëó÷åíà àïðèîð-
íàÿ îöåíêà îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ è äîêàçàíà Òåîðåìà 1.2 îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè
êðàåâîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü detA0 ̸= 0. Òîãäà äëÿ êàæäîãî φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0) ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) êðàåâîé çàäà÷è (5), (2), (3), è

||y||W 1,n
2 (−Mτ,T ) ⩽ c||φ||W 1,n

2 (−Mτ,0), (7)

ãäå c > 0 íå çàâèñèò φ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [1] èç ñïèñêà ïóáëèêàöèé
àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Â Ãëàâå 2 èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îá óñïîêîåíèè íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, îïè-
ñûâàåìîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ãëàä-
êèìè ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè è íåñêîëüêèìè çàïàçäûâàíèÿìè. Ýòà çàäà÷à ýêâè-
âàëåíòíà êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî
ïîðÿäêà, êîòîðàÿ èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå. Äîêàçàíî, ÷òî ãëàäêîñòü ýòî-
ãî ðåøåíèÿ ìîæåò íàðóøàòüñÿ íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå è ñîõðàíÿåòñÿ ëèøü íà
íåêîòîðûõ ïîäûíòåðâàëàõ. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ, îáåñ-
ïå÷èâàþùèå ãëàäêîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íà âñåì èíòåðâàëå.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöè-
àëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

M∑
m=0

Am(t)y
′(t−mτ) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ) = u(t), 0 < t < T. (8)

Çäåñü y(t) = (y1(t), . . . , yn(t))
T �íåèçâåñòíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå ñè-

ñòåìû, u(t) = (u1(t), . . . , un(t))
T � âåêòîð-ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, Am(t) = {amij (t)}i,j=1,...,n,

Bm(t) = {bmij (t)}i,j=1,...,n �ìàòðèöû ïîðÿäêà n×n ñ ýëåìåíòàìè amij (t), bmij (t), êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ âåùåñòâåííûìè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè íà R, τ = const > 0�
çàïàçäûâàíèå.

Ïðåäûñòîðèÿ ñèñòåìû çàäàåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(t) = φ(t), t ∈ [−Mτ, 0]. (9)

Çäåñü φ(t) = (φ1(t), . . . , φn(t))
T �íåêîòîðàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.

Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó î ïðèâåäåíèè ñèñòåìû (8) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (9) â ïî-
ëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè t ⩾ T. Äëÿ ýòîãî ìû íàéäåì òàêîå óïðàâëåíèå u(t), 0 < t < T,
÷òî:

y(t) = 0, t ∈ [T −Mτ, T ], (10)

ãäå T > (M + 1)τ, M,N ∈ N, T −Mτ = (N + θ)τ.
Áóäåì èñêàòü óïðàâëåíèå, äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó ýíåðãèè

T∫
0

|u(t)|2dt→ min,
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ãäå |.|� åâêëèäîâà íîðìà â Rn. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó î ìè-
íèìóìå ôóíêöèîíàëà

J(y) :=

T∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

m=0

Am(t)y
′(t−mτ) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ)

∣∣∣∣∣
2

dt→ min. (11)

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (9)�(11) ýêâèâàëåíòà êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñè-
ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà:

− (
M∑

l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ))′ +

+
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ)−

− (
M∑

l,m=0

AT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))′ +

+
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ) = 0, t ∈ (0, T −Mτ) (12)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (9), (10) ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

M∑
l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ) ∈ W 1,n

2 (0, T −Mτ). (13)

Áûëî ñôîðìóëèðîâàíî îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé êðàåâîé çàäà÷è
è óñòàíîâëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé è êðàåâîé çàäà÷àìè.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíè-

åì çàäà÷è (12), (9), (10), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (13), y(t) ïî÷òè âñþäó íà (0, T −Mτ)

óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (12), à òàêæå êðàåâûì óñëîâèÿì (9), (10).

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0). Ôóíêöèîíàë (11) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (9), (10)

äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà íåêîòîðîé ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ

îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (12), (9), (10).

Äàëåå áûëà ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ è äîêàçàíà òåîðåìà îá
îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü detA0(t) ̸= 0, t ∈ R. Òîãäà äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0)

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) êðàåâîé çàäà÷è (12),

(9), (10), ïðè ýòîì

||y||W 1,n
2 (−Mτ,T ) ⩽ c||φ||W 1,n

2 (−Mτ,0), (14)

ãäå c > 0�ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò φ.

Ïàðàãðàô 2.2 ïîñâÿùåí ñâîéñòâàì ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå L2(a, b) è
â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà.
Ïàðàãðàô 2.3 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ãëàäêîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íà ïîäûíòåð-

âàëàõ. Äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è áûëî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà
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êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñòîëáöå ïðîèçâîäíûõ áåç çàïàçäûâàíèÿ áûëà íåâûðîæäåííîé â êàæ-
äîé òî÷êå. Íàêëàäûâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà ïîâåäåíèå îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ìàòðèö) íå íóæíî. Ýòîãî æå óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû
îáîáùåííîå ðåøåíèå îáëàäàëî ñîîòâåòñòâóþùåé ãëàäêîñòüþ íà ïîäûíòåðâàëàõ, ïîëó÷åí-
íûõ âûáðàñûâàíèåì îðáèò êîíöîâ èíòåðâàëà ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû ñäâèãîâ:

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü detA0(t) ̸= 0, t ∈ R, è ïóñòü φ ∈ W 2,n
2 (−Mτ, 0). Òîãäà îáîáùåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è (12), (9), (10) y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) îáëàäàåò ñëåäóþùåé ãëàäêîñòüþ íà

ïîäûíòåðâàëàõ èíòåðâàëà (0, d):

� y ∈ W 2,n
2 ((j − 1)τ, jτ) (j = 1, . . . , N + 1), åñëè θ = 1;

� y ∈ W 2,n
2 ((j−1)τ, (j−1+θ)τ) (j = 1, . . . , N+1) è y ∈ W 2,n

2 ((j−1+θ)τ, jτ) (j = 1, . . . , N),

åñëè θ < 1.

Áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé íà ìàòðèöû Al(t) è ïðåäïîëî-
æåíèÿ, ÷òî φ ∈ W 2,n

2 (−Mτ, 0), îáîáùåííîå ðåøåíèå y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) çàäà÷è (12), (9), (10)

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâóW 2,n
2 (0, T−Mτ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (φ, ψj)W 2,m

2 (−Mτ,0) =

0, j = 1, . . . , p, ãäå ψj ∈ W 2,m
2 (−Mτ, 0), j = 1, . . . , p, - ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ôóíêöèè, ãäå

p ⩽ 2m.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [2,3,5,6] èç ñïèñêà ïóáëè-

êàöèé àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Â Ãëàâå 3 èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé çàïàçäûâàþùåãî òèïà. Ïàðàãðàô 3.1 ñîäåðæèò ïîñòàíîâêó çàäà-
÷è.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöè-
àëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

A0(t)y
′(t) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ) = u(t), 0 < t < T, (15)

ãäå y(t) = (y1(t), ..., yn(t))
T - âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, u(t) =

(u1(t), ..., un(t))
T - âåêòîð-ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, A0(t) - íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà

n × n, Bm(t) = {bmij (t)}i,j=1...n � ìàòðèöà ïîðÿäêà n × n ñ ýëåìåíòàìè a0ij(t), b
m
ij (t), ñîîò-

âåòñòâåííî, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè íà R, τ =
const > 0 � çàïàçäûâàíèå, T > (M + 1)τ.

Ïðåäûñòîðèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(t) = φ(t) äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [−Mτ, 0], (16)

ãäå φ(t) = (φ1(t), ..., φn(t))
T � çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, φ ∈ Ln

2 (−Mτ, 0).
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ φ ∈ Ln

2 (−Mτ, 0) îïðåäåëåíà ï.â. íà îòðåçêå [−Mτ, 0], ìû çàäàäèì
äîïîëíèòåëüíî íà÷àëüíîå óñëîâèå

y(0 + 0) = φ0, (17)

ãäå φ0 ∈ Rn - íåêîòîðûé âåêòîð.
Ðàññìîòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïðèâåäåíèè ñèñòåìû (15) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (16), (17)

â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè t ⩾ T. Äëÿ ýòîãî ìû íàéäåì òàêîå óïðàâëåíèå u(t), 0 < t < T ,
÷òî

y(t) = 0, t ∈ [T −Mτ, T ], (18)

ãäå T > (M + 1)τ.
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Èç âñåâîçìîæíûõ óïðàâëåíèé ìû áóäåì èñêàòü óïðàâëåíèå, äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì
ôóíêöèîíàëó ýíåðãèè ∫ T

0

|u(t)|2dt→ min,

ãäå |.|� åâêëèäîâà íîðìà â Rn. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó î ìè-
íèìóìå ôóíêöèîíàëà

J(y) :=

∫ T

0

∣∣∣∣∣A0(t)y
′(t) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ)

∣∣∣∣∣
2

dt→ min (19)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (16) � (18).
Â ïàðàãðàôå 3.2 óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé çàäà÷åé, ñîîòâåòñòâóþùåé

çàäà÷å îá óñïîêîåíèè ñèñòåìû ñ ïîñëåäåéñòâèåì, è êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (16)�(19) ýêâèâàëåíòà êðàåâîé çàäà÷å äëÿ
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà:

−[AT
0 (t)A0(t)y

′(t) + AT
0 (t)

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ)]′+ (20)

+
M∑
l=0

BT
l (t+ lτ)A0(t+ lτ)y′(t+ lτ)+

+
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t− (m− l)τ) = 0, t ∈ (0, T −Mτ)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (16)�(18) ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

AT
0 (t)A0(t)y

′(t) +
M∑

m=0

AT
0 (t)Bm(t)y(t−mτ) ∈ W 1,n

2 (0, T −Mτ). (21)

Áûëî ñôîðìóëèðîâàíî ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (20), (16)�(18) è
äîêàçàíà òåîðåìà î ñâÿçè âàðèàöèîííîé è êðàåâîé çàäà÷.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (0, T ) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì

çàäà÷è (20), (16)-(18), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (21), y(t) ïî÷òè âñþäó íà (0, T −Mτ)

óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (20), à òàêæå êðàåâûì óñëîâèÿì (16) - (18).

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü φ ∈ Ln
2 (−Mτ, 0). Ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n

2 (0, T ) äîñòàâëÿåò ìèíèìóì

ôóíêöèîíàëó (19) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (16) - (18) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà

ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (20), (16) - (18).

Ïàðàãðàô 3.3 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðà-
åâîé çàäà÷è (20), (16)�(18).

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü detA0(t) ̸= 0, t ∈ R. Òîãäà äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè φ ∈ Ln
2 (−Mτ, 0)

è ëþáîãî φ0 ∈ Rn ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (20),

(16)-(18) y ∈ W 1,n
2 (0, T ), ïðè ýòîì

||y||W 1,n
2 (0,T ) ⩽ c(||φ||Ln

2 (−Mτ,0) + |φ0|). (22)

ãäå c > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò φ è φ0.
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Â ïàðàãðàôå 3.4 áûëà äîêàçàíà ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé íà âñåì èíòåðâàëå:

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0), è ïóñòü φ(0) = φ0. Òîãäà îáîáùåííîå ðåøåíèå

çàäà÷è (20), (16)-(18) y ∈ W 2,n
2 (0, T −Mτ).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [4] èç ñïèñêà ïóáëèêàöèé
àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Â Ãëàâå 4 èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà äëÿ ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè âåêòîð-ôóíêöèé
óïðàâëåíèÿ è ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Äîêàçàíà òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé
êðàåâîé çàäà÷è. Ïîñòðîåíî ôðèäðèõñîâî ðàñøèðåíèå. Ïàðàãðàô 4.1 ñîäåðæèò ïîñòàíîâ-
êó çàäà÷è.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöè-
àëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

M∑
m=0

Am(t)y
′(t−mτ) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ) = u(t), 0 < t < T. (23)

Çäåñü y(t) = (y1(t), . . . , yk(t))
T �íåèçâåñòíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå ñè-

ñòåìû, u(t) = (u1(t), . . . , un(t))
T � âåêòîð-ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, Am(t), Bm(t) = {akij(t)},

{bkij(t)}, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m�ìàòðèöû ïîðÿäêà n × k ñ ýëåìåíòàìè amij (t), b
m
ij (t) êî-

òîðûå ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè íà R, τ =
const > 0� çàïàçäûâàíèå.

Ïðåäûñòîðèÿ ñèñòåìû çàäàåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(t) = φ(t), t ∈ [−Mτ, 0]. (24)

Çäåñü φ(t) = (φ1(t), . . . , φk(t))
T �íåêîòîðàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïðèâåäåíèè ñèñòåìû (23) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (24) â ïî-
ëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè t ⩾ T. Äëÿ ýòîãî ìû íàéäåì òàêîå óïðàâëåíèå u(t), 0 < t < T,
÷òî

y(t) = 0, t ∈ [T −Mτ, T ], (25)

ãäå T > (M + 1)τ.
Áóäåì èñêàòü óïðàâëåíèå, äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó ýíåðãèè

T∫
0

|u(t)|2dt→ min,

ãäå |.|� åâêëèäîâà íîðìà â Rn. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (23) ìû ïîëó÷àåì âàðèàöèîííóþ
çàäà÷ó î ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà

J(y) :=

T∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

m=0

Am(t)y
′(t−mτ) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ)

∣∣∣∣∣
2

dt→ min . (26)

Â ïàðàãðàôå 4.2 èññëåäóåòñÿ ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé è êðàåâîé çàäà÷àìè.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé n > k.
Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (26), (24), (25) ýêâèâàëåíòà êðàåâîé çàäà÷å
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äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

−

(
M∑

l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ)

)′

+

+
M∑

l,m=0

{BT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ)− (27)

−

(
M∑

l,m=0

AT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ)

)′

+

+
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ)} = 0, t ∈ (0, T −Mτ)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (24), (25) ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

M∑
l,k=0

AT
l (t+ lτ)Ak(t+ lτ)y′(t+ (l − k)τ) ∈ W 1,n

2 (0, T −Mτ). (28)

Ñôîðìóëèðîâàíî ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (27), (24), (25).

Îïðåäåëåíèå 4.4. Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,m
2 (−Mτ, T ) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíè-

åì çàäà÷è (27), (24), (25), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (28), y(t) ïî÷òè âñþäó íà (0, T−Mτ)

óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (27), à òàêæå êðàåâûì óñëîâèÿì (24), (25).

Äîêàçàíà òåîðåìà î ñâÿçè âàðèàöèîííîé è êðàåâîé çàäà÷.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü φ ∈ W 1,m
2 (−Mτ, 0). Ôóíêöèîíàë (26) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (24),

(25) äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà íåêîòîðîé ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâ-

ëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

(27), (24), (25).

Ïàðàãðàô 4.3 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìèíîð k-îãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A0(t), êîòîðûé íå ðà-

âåí 0 ïðè t ∈ R. Òîãäà äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè φ ∈ W 1,k
2 (−Mτ, 0) ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (27), (24), (25) y ∈ W 1,k
2 (−Mτ, T ), ïðè ýòîì

||y||W 1,k
2 (−Mτ,T ) ⩽ c||φ||W 1,k

2 (−Mτ,0), (29)

ãäå c > 0�ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò φ.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.2 ñâîäèòñÿ ïî ñóùåñòâó ê ñâåäåíèþ îäíîðîäíîé ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (27) ñ íåîäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (24)
è îäíîðîäíûìè óñëîâèÿìè (25) ê íåîäíîðîäíîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò âîïðîñ î ïî-
ñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå L̃
è èçó÷åíèè åãî ñâîéñòâ.
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Ïóñòü AR : L̃ ⊃ D(AR) → L̃�íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, çàäàííûé ïî ôîðìóëå:

(ARy)(t) := −

(
M∑

l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ)

)′

+

+
M∑

l,m=0

{BT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ)− (30)

−

(
M∑

l,m=0

AT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ)

)′

+

+
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ)}, t ∈ (0, T −Mτ),

ïðè y ∈ D(AR), ãäå

D(AR) =
{
y ∈ W̃ :

M∑
l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)×

×y′(t+ (l −m)τ) ∈ W 1,k
2 (0, T −Mτ)

}
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç AR ñóæåíèå îïåðàòîðà AR íà Ċ∞,k(0, T −Mτ), ò. å. AR : L̃ ⊃ D(AR) →
L̃ åñòü íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, çàäàííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì: ARy = ARy ïðè y ∈
D(AR) := Ċ∞,k(0, T −Mτ).

Äîêàçàíà òåîðåìà î ñàìîñîïðÿæåííîì ôðèäðèõñîâîì ðàñøèðåíèè:

Òåîðåìà 4.3. Îïåðàòîð AR : L̃ ⊃ D(AR) → L̃ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì ôðèäðèõñî-

âûì ðàñøèðåíèåì îïåðàòîðà AR ñ íèæíåé ãðàíüþ cAR
> 0.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ÷åòâåðòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [7] èç ñïèñêà ïóáëèêàöèé
àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Â Çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû, êîòîðûå ñîñòîÿò â ñëåäóþ-
ùåì:

1. Èññëåäîâàíû êðàåâûå çàäà÷è, îïèñûâàåìûå ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé ñ íåîäíîðîíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, ðàññìàòðèâàåìûå íà çàäàííîì èíòåðâà-
ëå;

2. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà âñïîìîãàòåëüíûõ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ;
3. Ïîêàçàíà ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé çàäà÷åé, ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å îá óñïîêîåíèè

ñèñòåìû ñ ïîñëåäåéñòâèåì, è êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

4. Èçó÷åíà ðàçðåøèìîñòü è ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷ íà ïîäûíòåð-
âàëàõ è öåëîì èíòåðâàëå;

5. Äëÿ îïåðàòîðà, îïèñûâàþùåãî âûðîæäàþùèéñÿ òèï, áûëî ïîñòðîåíî ôðèäðèõñîâî
ðàñøèðåíèå.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü è áîëüøóþ ïðèçíàòåëüíîñòü
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À.Ø. Àäõàìîâà

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ

ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Àííîòàöèÿ

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî è çàïàçäûâàþùåãî òèïîâ. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîí-
íûìè çàäà÷àìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè çàäà÷å Í.Í. Êðàñîâñêîãî îá óñïîêîåíèè íåñòàöèîíàð-
íîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì â ñëó÷àÿõ íåéòðàëüíîãî è çàïàçäûâàþùåãî òè-
ïîâ, è êðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Áûëè äîêàçàíû îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü è
èññëåäîâàíà ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè íåéòðàëüíîãî è çàïàçäûâàþùåãî
òèïîâ. Äîêàçàíî, ÷òî ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé íåéòðàëüíî-
ãî òèïà ñîõðàíÿåòñÿ íà ïîäûíòåðâàëàõ è ìîæåò íàðóøàòüñÿ íà âñåì èíòåðâàëå. Ïîëó÷åíû
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé íà âñåì èíòåðâàëå.

A. Sh. Adkhamova

Boundary value problems for systems of di�erential-di�erence equations with

variable coe�cients

Abstract

We consider boundary value problems for systems of di�erential-di�erence equations of neutral
and retarded types. A connection between the variational problem corresponding to the Krasovskii
problem of calming a system with delay of neutral and retarded types and the boundary value
problem for a system of second-order di�erential equations with variable coe�cients has been
established. Unique solvability was proved and smoothness of generalized solutions of boundary
value problems for systems of di�erential-di�erence equations with variable coe�cients of
neutral and retarded types was investigated. Unique solvability was proved and smoothness of
generalized solutions of boundary value problems for systems of di�erential-di�erence equations
with variable coe�cients of neutral and retarded types was investigated. It was proved that
smoothness of generalized solutions for a system of equations of neutral type is preserved on
subintervals and can be violated on the entire interval. Su�cient conditions for preservation of
smoothness of generalized solutions on the entire interval were obtained.


