
Федеральное государственное автономное образовательное учреждение

высшего образования «Российский университет дружбы народов имени

Патриса Лумумбы «РУДН»

На правах рукописи

Болтачев Андрей Владимирович

ОБ ИНДЕКСЕ НЕЛОКАЛЬНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ, АССОЦИИРОВАННЫХ

С ДИФФЕОМОРФИЗМАМИ МНОГООБРАЗИЙ
С КРАЕМ

1.1.2. Дифференциальные уравнения и математическая физика

Диссертация на соискание учёной степени

кандидата физико-математических наук

Научный руководитель:

д-р физ.-мат. наук

Савин Антон Юрьевич

Москва — 2024



2

Оглавление

Стр.

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

Глава 1. Предварительные сведения . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.1 Алгебра операторов Буте де Монвеля . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.2 Скрещенные произведения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

Глава 2. Формула индекса в случае изометрического действия

группы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.1 Формула индекса . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.1.1 Γ-операторы Буте де Монвеля. Теорема о фредгольмовости 44

2.1.2 Когомологии де Рама многообразий с расслоенным краем 48

2.1.3 Характер Черна эллиптических символов . . . . . . . . . . 54

2.1.4 Теорема об индексе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

2.2 Приложение. Индекс скрученных краевых задач . . . . . . . . . . 73

2.2.1 Скрученные краевые задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

2.2.2 Формула индекса . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

2.2.3 Пример. Оператор Эйлера . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

Глава 3. Неизометрическое действие группы . . . . . . . . . . . . . 84

3.1 Фредгольмовость краевых задач . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

3.1.1 Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

3.1.2 Внутренний траекторный символ . . . . . . . . . . . . . . 85

3.1.3 Граничный траекторный символ . . . . . . . . . . . . . . . 86

3.1.4 Теорема о фредгольмовости . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3.2 Топологический индекс в циклических когомологиях . . . . . . . 90

3.2.1 Периодические циклические когомологии . . . . . . . . . . 90

3.2.2 Эквивариантные циклические коциклы . . . . . . . . . . . 92

3.3 Краевые задачи со скручиваниями конечного цилиндра . . . . . . 101

3.3.1 Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

3.3.2 Скручивания цилиндра . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

3.3.3 Внутренний символ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

3.3.4 Эллиптичность внутреннего символа . . . . . . . . . . . . 107

3.3.5 Граничный символ на левом основании цилиндра . . . . . 110



3

Стр.

3.3.6 Граничный символ на правом основании цилиндра . . . . 112

3.3.7 Пример . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

Литература . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120



4

Введение

Актуальность темы

Проблема индекса была сформулирована в статье Гельфанда [10], в

которой поставлена задача о гомотопической классификации эллиптических

операторов и задача о вычислении индекса в топологических терминах.

Последняя задача была полностью решена Атьей и Зингером [2], [3] для псев­

додифференциальных операторов на гладком многообразии без края. Отметим

некоторые важные обобщения теоремы Атьи–Зингера: теория индекса семейств

эллиптических операторов [4], теория индекса для вещественных эллиптиче­

ских операторов [5] и др. Теория индекса эллиптических операторов также

имеет применения в физике (см., напр., работы Альвареза-Гауме [26], Гецле­

ра [39], Шварца [23]). Так, важным приложением является формула индекса

оператора Дирака.

Исследованием псевдодифференциальных операторов на многообразии с

краем занимались Вишик и Эскин [9], Эскин [24]. Теорема об индексе на мно­

гообразии с краем была получена в работе Буте де Монвеля [37]. Алгебра

краевых задач Буте де Монвеля была введена в основном для нужд теории

индекса. Подробное изложение и развитие теории индекса краевых задач было

дано в монографии Ремпеля и Шульце [13]. Важную роль в этой теории играет

исчисление символов. Несмотря на то, что описание краевых условий часто тре­

бует использования сложного аналитического аппарата, основная идея состоит

в том, чтобы систематически использовать формальное соответствие между

символьным и операторным уровнями и адаптировать методы, используемые в

случае многообразий без края. Такой подход позволяет обобщить результаты,

касающиеся эллиптических псевдодифференциальных операторов на эллипти­

ческие краевые задачи. Одним из важных результатов работы [13] является

получение формул индекса эллиптических краевых задач.

Дальнейшее исследование теории краевых задач Буте де Монвеля было

проведено в работах Мело, Неста и Шроэ [45], а также Мело, Шика и Шроэ [46].

Впервые формула индекса псевдодифференциальных краевых задач была полу­

чена в статье Федосова [22]. Была дана формула индекса эллиптической краевой

задачи в терминах внутреннего и граничного символов. Однако топологический

(точнее, когомологический) смысл этой формулы не был прояснен.
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В теории нелокальных эллиптических задач рассматриваются операторы

со сдвигами аргументов:

𝐷 =
∑︁
γ∈Γ

𝐷γ𝑇γ : 𝐶
∞(𝑀) −→ 𝐶∞(𝑀),

где Γ — дискретная группа диффеоморфизмов гладкого компактного много­

образия 𝑀 с краем, (𝑇γ𝑢)(𝑥) = 𝑢(γ−1(𝑥)) — оператор сдвига, отвечающий

диффеоморфизму γ : 𝑀 → 𝑀, 𝐷γ — псевдодифференциальные операторы

порядка ⩽ 𝑚.

При изучении нелокальных эллиптических краевых задач выделяют за­

дачи двух типов: задачи, в которых область сохраняется при действии группы,

и задачи, в которых область не сохраняется. Задачи первого типа исследова­

лись в достаточно большой общности Антоневичем, Лебедевым и соавторами

(см. [27; 29]). Такие задачи возникают преимущественно в дифференциальной

геометрии и некоммутативной геометрии. Различными авторами были также

исследованы неинвариантные случаи, в которых не сохраняется край многооб­

разия [14; 20; 31; 57; 58].

В нелокальных эллиптических краевых задачах результаты общей теории

выглядят весьма громоздко и поэтому явные результаты получаются в конкрет­

ных примерах. Такими примерами служат некоммутативный тор [38], функци­

онально-дифференциальные уравнения с диффеоморфизмами: сдвига [57; 58],

сжатия и растяжения [14;16;17], ортотропного сжатия [20], диффеоморфизмом

Аносова [28], диффеоморфизмами Морса–Смейла [42].

В монографии Назайкинского, Савина, Стернина [47] с помощью мето­

дов из 𝐾-теории операторных алгебр и некоммутативной геометрии решена

проблема индекса нелокальных эллиптических операторов, ассоциированных

со счетной группой изометрических диффеоморфизмов на замкнутом мно­

гообразии. Также Савиным и Стерниным была получена гомотопическая

классификация эллиптических задач, ассоциированных с действиями дискрет­

ных групп на многообразиях с краем [18]. Проблема индекса нелокальных

краевых задач оставалась мало исследованной.

Цель

Целью работы является исследование краевых задач со сдвигами на глад­

ких многообразиях с краем и получение соответствующих формул индекса.

Рассмотрен случай действия группы, которое сохраняет край многообразия.



6

Предлагается исследовать условия эллиптичности нелокальных краевых задач,

связанных с диффеоморфизмом скручивания цилиндра.

Методы исследования

В работе используются методы теории псевдодифференциальных опе­

раторов и псевдодифференциальных краевых задач. Используются методы

дифференциальной геометрии, а именно, дифференциальные формы, связно­

сти, характеристические классы, а также методы некоммутативной геометрии.

В частности, для получения формулы индекса используется аппарат цикли­

ческих когомологий.

Основные результаты. Научная новизна

Результаты диссертации являются новыми и состоят в следующем:

1. Получена формула индекса краевых задач, ассоциированных с изо­

метрическим действием дискретной группы степенного роста. Эти

результаты являются новыми даже в случае конечной группы.

2. В качестве приложения получена формула индекса скрученных краевых

задач. В частности, вычислен индекс скрученного оператора Эйлера.

3. Определен топологический индекс краевых задач, ассоциированных с

неизометрическим действием дискретной группы на многообразии с кра­

ем. В определении используются циклические когомологии.

4. Для краевых задач со скручиваниями конечного цилиндра получены

условия эллиптичности в явном виде.

Теоретическая значимость

Работа носит теоретический характер. Полученные результаты могут

быть использованы в исследованиях по теории дифференциальных уравнений

с частными производными.

Апробация диссертационной работы

Результаты диссертации докладывались на следующих международных

конференциях:

� Международная конференция Крымская Осенняя Математиче­

ская Школа-симпозиум по спектральным и эволюционным задачам

(КРОМШ), Крым, 17-26 сентября 2021.

� Воронежская весенняя математическая школа “Понтрягинские чтения”,

Воронеж, 3-9 мая 2021, 3-9 мая, 2023.



7

� Международная конференция “Modern Methods, Problems and

Applications of Operator Theory and Harmonic Analysis” (OTHA), Ро­

стов-на-Дону, 22–27 августа 2021, 21–26 августа 2022.

� Международная конференция “The 9th International Conference on

Differential and Functional Differential Equations” (DFDE), Москва, 28

июня – 5 июля 2022.

� Международная научная конференции “Уфимская осенняя математиче­

ская школа”, Уфа, 28 сентября – 1 октября 2022.

� Воронежская зимняя математическая школа “Современные методы тео­

рии функций и смежные проблемы”, Воронеж, 27 января – 1 февраля,

2023.

� Студенческая конференция “Differential equations and mathematical

modeling”, Москва, 15-17 мая, 2024.

Результаты диссертации докладывались на следующих семинарах:

� Научный студенческий семинар по дифференциальным уравнениям,

рук. А.Ю. Савин, П.А. Сипайло, РУДН (неоднократно, 2019–2021).

� Общематематический семинар молодых ученых Математического ин­

ститута им. С.М. Никольского, рук. Ю.О. Беляева, РУДН, 30.11.2020.

� Научный семинар Математического института им. С.М. Никольского

РУДН по дифференциальным и функционально-дифференциальным

уравнениям, рук. А.Л. Скубачевский, РУДН, 16.11.2021.

� Научный семинар “Кинетические и нелинейные уравнения математиче­

ской физики”, рук. С.Б. Куксин, А.Л. Пятницкий, А.Л. Скубачевский,

РУДН, 23.05.2024.

� Научный семинар “Алгебры в анализе”, рук. А.Я. Хелемский, А.Ю. Пир­

ковский, МГУ, 18.10.2024.

Публикации

Результаты диссертации опубликованы в 11 работах, из них 5 статей в

научных журналах, индексируемых в международных базах данных (Scopus,

MathSciNet) и 6 — в тезисах докладов на международных конференциях. Спи­

сок публикаций приведен в конце введения. Результаты совместных работ,

включенные в диссертацию, получены автором самостоятельно.

Структура диссертации
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Диссертация состоит из введения, 3 глав, заключения. Полный объём

диссертации составляет 125 страниц. Список литературы содержит 61 наиме­

нование.

Краткое содержание работы

Глава 1 состоит из 2 параграфов, в которых напоминаются сведения об

алгебре Буте де Монвеля.

В §1.1 напоминается определение операторов Буте де Монвеля на глад­

ком компактном многообразии с краем и описывается алгебра символов Буте

де Монвеля. Пусть 𝑀 — гладкое компактное многообразие с краем 𝑋. Набор

(𝑥′,𝑥𝑛,ξ
′,ξ𝑛) определяет локальные координаты на кокасательном расслоении

𝑇 *𝑀 . Обозначим через 𝐻+ = ℱ(𝒮(R+)) пространство Фреше образов преобра­

зования Фурье ℱ𝑥𝑛→ξ𝑛 функций из пространства Шварца 𝒮(R+). Пространство

𝐻− определяется аналогично.

Определение 0.1. Классический символ 𝑎 = 𝑎(𝑥′,𝑥𝑛,ξ
′,ξ𝑛) ∈ 𝐶∞(𝑇 *𝑀) с

асимптотическим разложением

𝑎 ∼ 𝑎𝑚 + 𝑎𝑚−1 + ... (1)

с однородными компонентами 𝑎𝑙 удовлетворяет свойству трансмиссии, если

его порядок 𝑚 ∈ Z и для любых 𝑘 ∈ Z+ и произвольного мультииндекса α =

(α1,...,α𝑛−1) ∈ Z𝑛−1
+ справедливо следующее равенство:

𝐷𝑘
𝑥𝑛
𝐷α
ξ′𝑎𝑙(𝑥

′,0,0,ξ𝑛) = (−1)𝑙−|α|𝐷𝑘
𝑥𝑛
𝐷α
ξ′𝑎𝑙(𝑥

′,0,0,− ξ𝑛), ξ𝑛 ̸= 0, (2)

где

𝐷α
ξ′ =

(︂
−𝑖

𝜕

𝜕ξ1

)︂α1

· ... ·
(︂
−𝑖

𝜕

𝜕ξ𝑛−1

)︂α𝑛−1

.

Рассмотрим гладкие функции со значениями в пространствах Фреше

� 𝑏(𝑥′,ξ′,ξ𝑛) ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑋,𝐻−), 𝑐(𝑥

′,ξ′,ξ𝑛) ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑋,𝐻+);

� 𝑔(𝑥′,ξ′,ξ𝑛,η𝑛) ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑋,𝐻+ ⊗𝐻−), 𝑞(𝑥

′,ξ′) ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑋).

Набору функций выше сопоставим гладкое семейство операторов

𝑎𝑋(𝑥
′,ξ′) :

𝐻+

⊕
C

−→
𝐻+

⊕
C

, (3)

(︃
ℎ

𝑣

)︃
↦−→

(︃
Π+(𝑎(𝑥

′,0,ξ′,ξ𝑛)ℎ(ξ𝑛)) + Π′
η𝑛
(𝑔(𝑥′,ξ′,ξ𝑛,η𝑛)ℎ(η𝑛)) + 𝑐(𝑥′,ξ′,ξ𝑛)𝑣

Π′
ξ𝑛
(𝑏(𝑥′,ξ′,ξ𝑛)ℎ(ξ𝑛)) + 𝑞(𝑥′,ξ′)𝑣

)︃
,

(4)
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где Π+ : 𝐻+ ⊕ 𝐻− → 𝐻+ — проектор на первое слагаемое, а Π′ — непрерыв­

ный функционал

Π′ : 𝐻+ ⊕𝐻− −→ C,

𝑢(ξ𝑛) ↦−→ lim
𝑥𝑛→0+

ℱ−1
ξ𝑛→𝑥𝑛

(𝑢(ξ𝑛)).

Определение 0.2. Главным символом Буте де Монвеля порядка𝑚 называется

пара

σ = (σint,σ𝑋) ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑀)⊕ 𝐶∞(𝑇 *

0𝑋,ℬ(𝐿2(R+)⊕ C)),

в которой:

1) первая компонента называется внутренним символом и является однородной

функцией степени 𝑚

σint ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑀), (5)

удовлетворяющей свойству трансмиссии (2).

2) Вторая компонента называется граничным символом и является оператор­

функцией

σ𝑋 ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑋,ℬ(𝐻+ ⊕ C)) ≃ 𝐶∞(𝑇 *

0𝑋,ℬ(𝐻+ ⊕ C)) (6)

на кокасательном расслоении 𝑇 *
0𝑋 края, где через ℬ обозначена алгебра непре­

рывных операторов, действующих в пространстве Фреше.

3) Выполнено условие согласования: (σint(𝑥,ξ))|𝑋 = 𝑎(𝑥′,0,ξ′,ξ𝑛).

Гладкие семейства граничных символов (6) образуют алгебру, которую

мы обозначим через Σ𝑋 ⊂ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑋,ℬ(𝐻+ ⊕ C)). Символу Буте де Монвеля σ

порядка 𝑚 сопоставляется оператор

Op(σ) :

𝐶∞(𝑀)

⊕
𝐶∞(𝑋)

−→
𝐶∞(𝑀)

⊕
𝐶∞(𝑋)

. (7)

Оператор в формуле (7) называется оператором Буте де Монвеля.

Полученное линейное пространство операторов (7) порядка 𝑚 и типа 𝑑

для краткости будем обозначать через Ψ𝑚,𝑑
𝐵 (𝑀,𝑋). Обозначим линейное про­

странство операторов (7) нулевого порядка и типа через Ψ0,0
𝐵 (𝑀,𝑋) := Ψ𝐵(𝑀).

Известно, что линейное пространство Ψ𝐵(𝑀) образует алгебру, а символьное

отображение

Ψ𝐵(𝑀) −→ 𝐶∞(𝑆*𝑀)⊕ 𝐶∞(𝑆*𝑋,ℬ(𝐿2(R+)⊕ C))
𝒟 ↦−→ (σint(𝒟),σ𝑋(𝒟))

(8)
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корректно определено и справедлива формула композиции символов операто­

ров Буте де Монвеля 𝒟1,𝒟2

σint(𝒟1𝒟2) = σint(𝒟1)σint(𝒟2), σ𝑋(𝒟1𝒟2) = σ𝑋(𝒟1)σ𝑋(𝒟2).

Символьное отображение (8) непрерывно продолжается до мономорфизма

𝐶*-алгебр

Ψ𝐵(𝑀)/𝒦 −→ 𝐶(𝑆*𝑀)⊕ 𝐶(𝑆*𝑋,ℬ(𝐿2(R+)⊕ C)),

где 𝒦 ⊂ ℬ(𝐿2(𝑀) ⊕ 𝐿2(𝑋)) — идеал компактных операторов, а замыкание

Ψ𝐵(𝑀) рассматривается в ℬ(𝐿2(𝑀) ⊕ 𝐿2(𝑋)).

Пусть Γ — дискретная конечнопорожденная группа изометрий γ : 𝑀 →
𝑀 , сохраняющих край γ(𝑋) = 𝑋. Для элемента γ ∈ Γ определим оператор

сдвига

𝑇γ : 𝐿
2(𝑀)⊕𝐿2(𝑋) −→ 𝐿2(𝑀)⊕𝐿2(𝑋), (𝑢(𝑥),𝑣(𝑥′)) ↦−→ (𝑢(γ−1(𝑥)),𝑣(γ−1(𝑥′))).

В §1.2 напоминаются определения алгебраического и гладкого скрещен­

ных произведений.

Пусть Γ — дискретная конечнопорожденная группа, которая действует

на алгебре 𝒜 автоморфизмами.

Определение 0.3. Алгебраическим скрещенным произведением алгебры 𝒜 и

группы Γ, обозначаемым через 𝒜 ⋊alg Γ, называется векторное пространство

функций 𝑓 : Γ → 𝒜 с компактным носителем, в котором произведение элемен­

тов {𝑓1(γ)} · {𝑓2(γ)} ∈ 𝒜⋊alg Γ определяется формулой

{𝑓1(γ)} · {𝑓2(γ)} =

{︃ ∑︁
γ1γ2=γ

𝑓1(γ1)γ1(𝑓2(γ2))

}︃
. (9)

Пусть 𝒜 — алгебра Фреше с полунормами ‖ · ‖𝑚, 𝑚 ∈ N, а Γ — груп­

па степенного роста, действующая на алгебре 𝒜 автоморфизмами 𝑎 ↦→ γ(𝑎),

где 𝑎 ∈ 𝒜 и γ ∈ Γ.

Определение 0.4. Гладким скрещенным произведением, обозначаемым через

𝒜⋊Γ, называется векторное пространство функций 𝑓 : Γ → 𝒜, которые быстро
убывают на бесконечности в смысле следующих оценок:

‖𝑓(γ)‖𝑚 ⩽ 𝐶𝑚,𝑁(1 + |γ|)−𝑁

для любых 𝑁,𝑚 ∈ N и γ ∈ Γ, где константа 𝐶𝑚,𝑁 не зависит от элемента γ.
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Известно следующее утверждение. Пусть Γ — группа степенного роста и

для любого 𝑚 ∈ N существует число 𝑘 ∈ N и такой вещественный многочлен

𝑝(𝑧), что для любых 𝑎 ∈ 𝒜 и γ ∈ Γ выполнено неравенство:

‖γ(𝑎)‖𝑚 ⩽ 𝑝(|γ|)‖𝑎‖𝑘. (10)

Тогда гладкое скрещенное произведение𝒜⋊Γ является алгеброй с умножением,

определенным формулой (9) (см. [56, Corollary 7.16]).

На этом завершается первая глава.

Глава 2 состоит из 2 параграфов и 7 пунктов и посвящена построению

топологического индекса краевых задач, ассоциированных с изометрическим

действием группы.

В §2.1 приводятся основные построения и вычисляется топологический

индекс краевых задач, ассоциированных с изометрическим действием группы.

В п. 2.1.1 вводятся Γ-операторы Буте де Монвеля и доказывается их фредголь­

мовость. Пусть 𝑀 — гладкое компактное многообразие размерности 𝑛 с краем

𝑋, а Γ — дискретная конечнопорожденная группа изометрий γ : 𝑀 → 𝑀 ,

которые сохраняют край γ(𝑋) = 𝑋. Пусть группа Γ является группой сте­

пенного роста.

Определение 0.5. Элементы {𝒟γ}γ∈Γ в гладком скрещенном произведении

Ψ𝐵(𝑀)⋊ Γ определяют операторы

𝒟 =
∑︁
γ∈Γ

𝒟γ𝑇γ : 𝐿2(𝑀)⊕ 𝐿2(𝑋) → 𝐿2(𝑀)⊕ 𝐿2(𝑋), (11)

которые называются Γ-операторами Буте де Монвеля.

Определение 0.6. Символом оператора (11) называется пара

σ(𝒟) = (σint(𝒟),σ𝑋(𝒟)),

состоящая из внутреннего и граничного символов

σint(𝒟) = {σ(𝐴γ)}γ∈Γ ∈ 𝐶∞(𝑆*𝑀)⋊ Γ,

σ𝑋(𝒟) = {σ𝑋(𝒟γ)}γ∈Γ ∈ Σ𝑋 ⋊ Γ,
(12)

где 𝐴γ — оператор в левом верхнем углу матричного оператора 𝒟γ.

Предложение 0.7. Пусть даны операторы 𝒟1,𝒟2 ∈ Ψ𝐵(𝑀) ⋊ Γ. Тогда спра­

ведливы формулы

σint(𝒟1𝒟2) = σint(𝒟1)σint(𝒟2) и σ𝑋(𝒟1𝒟2) = σ𝑋(𝒟1)σ𝑋(𝒟2).
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Рассмотрим операторы Буте де Монвеля, действующие между образами

матричных проекторов.

Определение 0.8. Матричным Γ-оператором Буте де Монвеля называется

такая тройка (𝒟,𝒫1,𝒫2), что

� 𝒟 ∈ Mat𝑁(Ψ𝐵(𝑀) ⋊ Γ) — матрица с компонентами из скрещенного

произведения Ψ𝐵(𝑀)⋊ Γ;

� 𝒫𝑗 ∈ Mat𝑁((𝐶
∞(𝑀)⊕ 𝐶∞(𝑋))⋊ Γ), 𝑗 = 1,2, — матричные проекторы,

т.е., выполнено соотношение (𝒫𝑗)
2 = 𝒫𝑗, 𝑗 = 1,2;

� выполнено соотношение 𝒫2𝒟𝒫1 = 𝒟.

Теперь определим оператор

𝒟 : 𝒫1(𝐿
2(𝑀,C𝑁)⊕ 𝐿2(𝑋,C𝑁)) −→ 𝒫2(𝐿

2(𝑀,C𝑁)⊕ 𝐿2(𝑋,C𝑁)) (13)

действующий между образами проекторов в пространстве 𝐿2. Оператор (13)

будем обозначать через (𝒟,𝒫1,𝒫2).

Определение 0.9. Оператор (𝒟,𝒫1,𝒫2) называется эллиптическим, если су­

ществует такой матричный оператор (ℛ,𝒫2,𝒫1), что выполнены следующие

равенства

σ(𝒟)σ(ℛ) = σ(𝒫2), σ(ℛ)σ(𝒟) = σ(𝒫1). (14)

Теорема 0.10. Эллиптический оператор (13) фредгольмов.

В случае задач для дифференциальных операторов условия эллиптично­

сти могут быть сформулированы в виде, аналогичном условию Шапиро–Лопа­

тинского.

В п. 2.1.2 определяются комплексы де Рама многообразий с расслоенным

краем и их группы когомологий.

Определение 0.11. Пусть 𝑀 — гладкое многообразие с границей 𝜕𝑀 . Будем

считать, что граница является тотальным пространством локально тривиаль­

ного расслоения π : 𝜕𝑀 → 𝑋 со слоем 𝐹 . Тогда пара (𝑀,π) называется

многообразием с расслоенным краем.

Обозначим через Ω*(𝑀) алгебру дифференциальных форм на многооб­

разии 𝑀, а через Ω*
𝑐(𝜕𝑀) — алгебру дифференциальных форм на 𝜕𝑀 с
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компактным носителем. Вложение 𝑖 : 𝜕𝑀 →˓ 𝑀 индуцирует отображение

сужения

𝑖* : Ω*(𝑀) → Ω*(𝜕𝑀).

Проекция π определяет индуцированное вложение π* : Ω*(𝑋) → Ω*(𝜕𝑀) и

отображение прямого образа (интегрирование вдоль слоёв проекции π)

π* : Ω
*
𝑐(𝜕𝑀) −→ Ω*−ν

𝑐 (𝑋), ν = dim𝐹. (15)

Рассмотрим градуированный морфизм

(Ω*
𝑐(𝑀),𝑑)

π*𝑖
*

−→ (Ω*−ν
𝑐 (𝑋),𝑑), 𝑑π*𝑖

* = (−1)νπ*𝑖
*𝑑 (16)

комплексов де Рама на 𝑀 и 𝑋. Обозначим конус отображения π*𝑖
* через

(Ω*(𝑀,π),𝜕), где

Ω𝑗
𝑐(𝑀,π) = Ω𝑗

𝑐(𝑀)⊕ Ω𝑗−ν−1
𝑐 (𝑋), 𝜕 =

(︃
𝑑 0

π*𝑖
* (−1)ν+1𝑑

)︃
. (17)

Группы когомологий комплекса (Ω*
𝑐(𝑀,π),𝜕) будем обозначать через 𝐻*

𝑐 (𝑀,π).

Также рассмотрим комплекс (̃︀Ω*(𝑀,π),̃︀𝜕):
̃︀Ω𝑗(𝑀,π) = {(ω,ω𝑋) ∈ Ω𝑗(𝑀)⊕ Ω𝑗(𝑋) | 𝑖*ω = π*ω𝑋}, ̃︀𝜕 =

(︃
𝑑 0

0 𝑑

)︃
. (18)

Покомпонентное внешнее произведение дифференциальных форм дает

произведение

∧ : Ω𝑗
𝑐(𝑀,π)× ̃︀Ω𝑘(𝑀,π) −→ Ω𝑗+𝑘

𝑐 (𝑀,π). (19)

Определим линейный функционал

⟨·,[𝑀,π]⟩ : 𝐻*
𝑐 (𝑀,π) −→ C

(ω,ω𝑋) ↦−→
�

𝑀

ω− (−1)𝑛
�

𝑋

ω𝑋 .
(20)

Предложение 0.12. Функционал (20) корректно определен.

Граница 𝜕(𝑇 *𝑀) ≃ 𝑇 *𝑋 × R кокасательного расслоения 𝑇 *𝑀 рассло­

ена над 𝑇 *𝑋 со слоем R. Обозначим соответствующую проекцию через π :

𝜕(𝑇 *𝑀) → 𝑇 *𝑋, а вложение 𝜕(𝑇 *𝑀) ⊂ 𝑇 *𝑀 через 𝑖.

Рассмотрим комплекс (Ω*(𝑇 *𝑀,π),𝜕), а его когомологии обозначим через

𝐻*(𝑇 *𝑀,π).
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Также рассмотрим комплекс

Ω𝑘(𝑀,id) = {(ω,ω𝑋) ∈ Ω𝑘(𝑀)⊕ Ω𝑘−1(𝑋)}, 𝜕′ =

(︃
𝑑 0

𝑗* −𝑑

)︃
,

где отображение 𝑗 : 𝑋 →˓ 𝑀 означает естественное вложение края. Его когомо­

логии совпадают с относительными когомологиями 𝐻*(𝑀,𝑋) пары (𝑀,𝑋).

Определим отображение

Ω*(𝑇 *𝑀,π)
α−→ Ω*−𝑛(𝑀,id),

α(ω,ω𝑋) =
(︀
π𝑀* ω,−π𝑋* ω𝑋

)︀
,

𝑛 = dim𝑀, (21)

где интегрирование производится вдоль слоев проекций

π𝑀 : 𝑇 *𝑀 −→ 𝑀, π𝑋 : 𝑇 *𝑋 −→ 𝑋.

Предложение 0.13. Отображение

α : 𝐻*(𝑇 *𝑀,π) −→ 𝐻*−𝑛(𝑀,𝑋). (22)

является изоморфизмом Тома.

В п. 2.1.3 определяется характер Черна символов эллиптических опера­

торов (13). Его определение использует некоммутативные дифференциальные

формы на кокасательных расслоениях 𝑇 *𝑀 и 𝑇 *𝑋.

Пусть 𝐶∞
𝑡𝑟 (𝑇

*𝑀) ⊂ 𝐶∞(𝑇 *𝑀) — подалгебра классических символов по­

рядка ⩽ 0, которые удовлетворяют свойству трансмиссии (см. (2)). Пусть

Ω𝑇 *𝑀 ⊂ Ω(𝑇 *𝑀) — подалгебра дифференциальных форм на 𝑇 *𝑀 с коэффици­

ентами из 𝐶∞
𝑡𝑟 (𝑇

*𝑀). Обозначим через ̃︀Σ𝑋 ⊂ 𝐶∞(𝑇 *𝑋,ℬ(𝐻+ ⊕ C)) подалгебру
таких семейств операторов 𝑎𝑋(𝑥

′,ξ′), (𝑥′,ξ′) ∈ 𝑇 *𝑋, что семейство 𝑎𝑋(𝑥
′,ξ′)

определяется как в формуле (3). Обозначим через

Ω𝑇 *𝑋 ⊂ Ω(𝑇 *𝑋,ℬ(𝐻+ ⊕ C)) (23)

подалгебру дифференциальных форм на 𝑇 *𝑋 с коэффициентами в ̃︀Σ𝑋 . Рассмот­

рим действие группы Γ на алгебрах Фреше Ω𝑇 *𝑀 и Ω𝑇 *𝑋 дифференциальных

форм и соответствующие гладкие скрещенные произведения

Ω𝑇 *𝑀 ⋊ Γ и Ω𝑇 *𝑋 ⋊ Γ.
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Для работы с граничными символами операторов Буте де Монвеля напом­

ним следующее определение (см. [22]). Отображение

tr′ : Σ𝑋 −→ 𝐶∞(𝑆*𝑋)

tr′ 𝑎𝑋(𝑥
′,ξ′) = Π′

η𝑛
𝑔(𝑥′,ξ′,η𝑛,η𝑛) + 𝑞(𝑥′,ξ′),

(24)

называется регуляризованным следом tr′ граничного символа 𝑎𝑋 ∈ Σ𝑋 , где

функции 𝑔, 𝑞 — компоненты граничного символа из формулы (3). Отображе­

ние (24) не обладает следовым свойством. Более точно, справедлива следующая

формула дефекта следа:

tr′[𝑎𝑋,1, 𝑎𝑋,2] = −𝑖Π′
(︂
𝜕𝑎1(ξ𝑛)

𝜕ξ𝑛
𝑎2(ξ𝑛)

)︂
= 𝑖Π′

(︂
𝑎1(ξ𝑛)

𝜕𝑎2(ξ𝑛)

𝜕ξ𝑛

)︂
, (25)

для любых 𝑎𝑋,1, 𝑎𝑋,2 ∈ Σ𝑋 , где 𝑎1 и 𝑎2 — главные символы граничных символов

𝑎𝑋,1 и 𝑎𝑋,2 соответственно.

Пусть γ ∈ Γ. Подмногообразие 𝑀γ = {𝑥 ∈ 𝑀 |γ(𝑥) = 𝑥} называется

подмногообразием неподвижных точек.

Предположим, что заданы компактная группа Ли Γ изометрий, действую­

щая на многообразии 𝑀, и вложение Γ ⊂ Γ, причем сужение действия группы

Γ на подгруппу Γ совпадает с исходным действием группы Γ. Напомним, что

централизатором 𝐶γ ⊂ Γ элемента γ ∈ Γ называется подгруппа элементов,

коммутирующих с γ. Централизатор является замкнутой подгруппой Ли в Γ.

Обозначим элементы централизатора через ℎ, а индуцированную меру

Хаара на нем через 𝑑ℎ. Под мерой Хаара будем понимать форму объема на

группе, инвариантную относительно действия группы, т.е., γ*𝑑ℎ = 𝑑ℎ, ∀γ ∈ Γ.

Ее интеграл равен
�
𝐶γ

𝑑ℎ = 1.

Классом сопряженности ⟨γ⟩ элемента γ ∈ Γ называется множество

⟨γ⟩ = {γ′ ∈ Γ | ∃𝑧 ∈ Γ γ′ = 𝑧γ𝑧−1}.

Определим отображения

τγ : Ω𝑇 *𝑀 ⋊ Γ −→ Ω𝑇 *𝑀γ, τγ𝑋 : Ω𝑇 *𝑋 ⋊ Γ −→ Ω𝑇 *𝑋γ, (26)

τγ(ω) =
∑︁
γ′∈⟨γ⟩

�

𝐶γ

ℎ*(︀𝑧*ω(γ′)
)︀⃒⃒⃒

𝑇 *𝑀γ
𝑑ℎ, где ω ∈ Ω𝑇 *𝑀 ⋊ Γ, (27)

τγ𝑋(ω𝑋) =
∑︁
γ′∈⟨γ⟩

�

𝐶γ

tr𝑋

(︁
ℎ*(︀𝑧*ω𝑋(γ

′)
)︀⃒⃒

𝑇 *𝑋γ

)︁
𝑑ℎ, где ω𝑋 ∈ Ω𝑇 *𝑋 ⋊ Γ. (28)
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Здесь

tr𝑋

(︃∑︁
𝐼

ω𝐼(𝑡)𝑑𝑡
𝐼

)︃
=
∑︁
𝐼

tr′(ω𝐼(𝑡))𝑑𝑡
𝐼 ,

где tr′ : ̃︀Σ𝑋 → 𝐶∞(𝑇 *𝑋) — регуляризованный след, определенный ранее в

формуле (24), а через 𝐼 обозначен набор индексов.

Предложение 0.14. Справедливы следующие утверждения:

1. Слагаемые в формулах (27) и (28) не зависят от выбора элементов

𝑧.

2. Функционалы (27) и (28) обладают следующими свойствами:

τγ(ω1 ∧ω2) = (−1)degω1 degω2τγ(ω2 ∧ω1), (29)

для любых ω1,ω2 ∈ Ω𝑇 *𝑀 ⋊ Γ,

𝑑τγ𝑋(ω) = τγ𝑋(𝑑ω), для любых ω ∈ Ω𝑇 *𝑋 ⋊ Γ. (30)

Рассмотрим эллиптический оператор (𝒟,𝒫1,𝒫2). Для краткости мы часто

будем обозначать его через 𝒟. Продолжим внутренние символы σint(𝒟),σint(ℛ)

исходного оператора и его почти обратного на кокасательном расслоении 𝑇 *𝑀

гладкими символами, которые обладают свойством трансмиссии. Продолжим

также и граничные символы σ𝑋(𝒟) и σ𝑋(ℛ) на 𝑇 *𝑋 гладкими символами.

Обозначим эти продолжения через

𝑎,𝑟 ∈ 𝐶∞
𝑡𝑟 (𝑇

*𝑀)⋊ Γ, 𝑎𝑋 ,𝑟𝑋 ∈ ̃︀Σ𝑋 ⋊ Γ.

Выполнены следующие равенства:

𝑎 = 𝑃2𝑎𝑃1, 𝑟 = 𝑃1𝑟𝑃2, 𝑎𝑋 = 𝑃 ′
2𝑎𝑋𝑃

′
1, 𝑟𝑋 = 𝑃 ′

1𝑟𝑋𝑃
′
2, (31)

где 𝑃𝑗 = σint(𝒫𝑗), 𝑃
′
𝑗 = σ𝑋(𝒫𝑗).

Определим некоммутативные связности

∇𝑃𝑗
= 𝑃𝑗 · 𝑑 · 𝑃𝑗 на 𝑇 *𝑀 и ∇𝑃 ′

𝑗
= 𝑃 ′

𝑗 · 𝑑′ · 𝑃 ′
𝑗 на 𝑇 *𝑋, где 𝑗 = 1,2,

а 𝑑′ обозначает внешний дифференциал на 𝑇 *𝑋. Также определим связности

̃︀∇𝑃1
= ∇𝑃1

+ 𝑟(∇𝑎), где ∇𝑎 ≡ ∇𝑃2
𝑎− 𝑎∇𝑃1

, (32)

̃︀∇𝑃 ′
1
= ∇𝑃 ′

1
+ 𝑟𝑋(∇′𝑎𝑋), где ∇′𝑎𝑋 = ∇𝑃 ′

2
𝑎𝑋 − 𝑎𝑋∇𝑃 ′

1
.



17

Лемма 0.15. Формы кривизны связностей ̃︀∇𝑃1
и ̃︀∇𝑃 ′

1
определяются выраже­

ниями ̃︀Ω𝑃1

def
= (̃︀∇𝑃1

)2 = ∇2
𝑃1

+∇𝑃1
(𝑟∇𝑎) + (𝑟∇𝑎)2,̃︀Ω𝑃 ′

1

def
= (̃︀∇𝑃 ′

1
)2 = ∇2

𝑃 ′
1
+∇𝑃 ′

1
(𝑟𝑋∇′𝑎𝑋) + (𝑟𝑋∇′𝑎𝑋)

2.

Определение 0.16. Дифференциальные формы с компактными носителями

chγ𝑇 *𝑀 σ(𝒟) ∈ Ω𝑒𝑣
𝑐 (𝑇 *𝑀γ), chγ𝑇 *𝑋 σ(𝒟) ∈ Ω𝑒𝑣

𝑐 (𝑇 *𝑋γ) (33)

на кокасательных расслоениях подмногообразий неподвижных точек называют­

ся характерами Черна символов и определяются формулами

chγ𝑇 *𝑀 σ(𝒟) = τγ
(︁
𝑒−
̃︀Ω𝑃1

/2π𝑖(𝑃1 − 𝑟𝑎)
)︁
− τγ

(︁
𝑃2𝑒

−∇2
𝑃2

/2π𝑖 − 𝑎𝑒−
̃︀Ω𝑃1

/2π𝑖𝑟
)︁
, (34)

chγ𝑇 *𝑋 σ(𝒟) =

τγ𝑋

(︁
𝑒
−̃︀Ω𝑃 ′

1
/2π𝑖

(𝑃 ′
1 − 𝑟𝑋𝑎𝑋)

)︁
− τγ𝑋

(︁
𝑃 ′
2𝑒

−∇2
𝑃 ′
2
/2π𝑖 − 𝑎𝑋𝑒

−̃︀Ω𝑃 ′
1
/2π𝑖

𝑟𝑋

)︁
. (35)

Пусть теперь граница 𝜕(𝑇 *𝑀γ) ≃ 𝑇 *𝑋γ×R расслоена над 𝑇 *𝑋γ со слоем

R. Обозначим соответствующую проекцию через

πγ : 𝜕(𝑇 *𝑀γ) → 𝑇 *𝑋γ,

а вложение 𝜕(𝑇 *𝑀γ) ⊂ 𝑇 *𝑀γ через 𝑖γ. Следовательно, пара (𝑇 *𝑀γ,πγ)

является многообразием с расслоенным краем в смысле определения 0.11. Ана­

логично (17) рассмотрим комплекс (Ω*
𝑐(𝑇

*𝑀γ,πγ),𝜕). Справедливо следующее

предложение.

Предложение 0.17. 1. Пусть γ ∈ Γ. Пара (chγ𝑇 *𝑀 σ(𝒟), − chγ𝑇 *𝑋 σ(𝒟))

является замкнутой в комплексе (Ω*
𝑐(𝑇

*𝑀γ,πγ),𝜕) (см. (17)), а имен­

но, выполнены равенства

𝑑 (chγ𝑇 *𝑀 σ(𝒟)) = 0, (36)

𝑑′ (chγ𝑇 *𝑋 σ(𝒟)) = πγ* 𝑖
*
γ (ch

γ
𝑇 *𝑀 σ(𝒟)) . (37)

2. Класс когомологий пары (chγ𝑇 *𝑀 σ(𝒟),− chγ𝑇 *𝑋 σ(𝒟)), обозначаемый че­

рез

chγ σ(𝒟) ∈ 𝐻𝑒𝑣(𝑇 *𝑀γ,πγ),

не зависит от выбора элементов 𝑎,𝑟,𝑎𝑋 ,𝑟𝑋 и не изменяется при го­

мотопиях эллиптических символов.
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В доказательстве предложения 0.17 была использована лемма, которая

является обобщением формулы (25).

Лемма 0.18. Пусть даны формы ω𝑋,1,ω𝑋,2 ∈ Ω𝑇 *𝑋 ⋊ Γ, тогда справедлива

формула

τγ𝑋 [ω𝑋,1,ω𝑋,2] = −𝑖Π′
(︂
τγ
(︂
𝜕ω1

𝜕ξ𝑛
ω2

)︂)︂
= 𝑖Π′

(︂
τγ
(︂
ω1

𝜕ω2

𝜕ξ𝑛

)︂)︂
, (38)

где ω1,ω2 — главные символы форм ω𝑋,1 и ω𝑋,2, причем

[𝑎,𝑏] = 𝑎𝑏− (−1)𝑘𝑙𝑏𝑎, 𝑘 = deg 𝑎, 𝑙 = deg 𝑏.

В п. 2.1.4 дается теорема об индексе и приводятся необходимые харак­

теристические классы.

Определение 0.19. Формой Тодда на подмногообразии 𝑀γ называется диф­

ференциальная форма Td(𝑇 *𝑀γ ⊗ C) ∈ Ω𝑒𝑣(𝑀γ), определяемая как

Td(𝑇 *𝑀γ ⊗ C) def
= det

(︂
−Ωγ/2π𝑖

1− exp(Ωγ/2π𝑖)

)︂
,

где Ωγ — форма кривизны связности Леви–Чивиты на 𝑀γ.

Форма Тодда Td(𝑇 *𝑋γ ⊗ C) на 𝑋γ определяется схожим образом. Пара

этих форм является замкнутой в комплексе (̃︀Ω*(𝑀γ,πγ),̃︀𝜕), а её класс когомо­
логий будем обозначать через

Tdγ(𝑇 *𝑀 ⊗ C) ∈ ̃︀𝐻𝑒𝑣(𝑀γ,πγ). (39)

Конормальным расслоением подмногообразия 𝑀γ ⊂ 𝑀 называется под­

множество

𝑁γ = {(𝑥,ξ) ∈ 𝑇 *𝑀 | 𝑥 ∈ 𝑀γ, ξ(𝑣) = 0 ∀𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀
γ ⊂ 𝑇𝑥𝑀}.

Определим класс когомологий

Tdγ(𝑇 *𝑀 ⊗ C) =
Td(𝑇 *𝑀γ ⊗ C)

chΩ𝑒𝑣(𝑁γ ⊗ C)(γ)− chΩ𝑜𝑑𝑑(𝑁γ ⊗ C)(γ)
∈ 𝐻𝑒𝑣(𝑀γ), (40)

где Ω𝑒𝑣/𝑜𝑑𝑑 — векторное расслоение внешних форм четной/нечетной степени,

а класс chΩ𝑒𝑣(𝑁γ ⊗ C)(γ) определен как линейная комбинация обычных ха­

рактеров Черна

chΩ𝑒𝑣(𝑁γ ⊗ C)(γ) =
∑︁
𝑘

λ𝑘 ch𝑉λ𝑘.
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Здесь Ω𝑒𝑣(𝑁γ ⊗ C) =
⨁︀
𝑘

𝑉λ𝑘 — разложение векторного расслоения на собствен­

ные подрасслоения, отвечающие собственным значениям λ𝑘 ∈ S1 эндоморфизма
расслоений γ. Класс Ω𝑜𝑑𝑑(𝑁γ ⊗ C)(γ) определяется аналогично.

Следующая теорема является основным результатом главы 2.

Теорема 0.20. Пусть 𝒟 — эллиптический оператор в смысле определения 0.9.

Тогда справедлива формула индекса

ind𝒟 =
∑︁
⟨γ⟩⊂Γ

⟨chγ σ(𝒟) ∧ Tdγ(𝑇 *𝑀 ⊗ C),[𝑇 *𝑀γ,πγ]⟩, (41)

где суммирование производится по классам сопряженности группы Γ, а ряд

сходится абсолютно.

В §2.2 рассмотрим специальный класс операторов Буте де Монвеля, для

которых вычисление индекса упрощается. В п. 2.2.1 приводится постановка

задачи. Как и раньше, пусть𝑀 — гладкое компактное риманово многообразие с

краем𝑋, а Γ— дискретная конечнопорожденная группа изометрий γ : 𝑀 → 𝑀,

сохраняющих край γ(𝑋) = 𝑋.

Определение 0.21. Векторное расслоение 𝐸 над многообразием 𝑀 называет­

ся Γ-расслоением, если для любых точек 𝑚 ∈ 𝑀 и элементов γ ∈ Γ существует

изоморфизм слоев

𝑡𝑚(γ) : 𝐸𝑚 → 𝐸γ(𝑚),

гладко зависящий от 𝑚 и удовлетворяющий равенству

𝑡(γ1)𝑡(γ2) = 𝑡(γ1γ2) ∀γ1,γ2 ∈ Γ.

Определим оператор сдвига

𝑇 (γ) : 𝐶∞(𝑀,𝐸) → 𝐶∞(𝑀,𝐸), (𝑇 (γ)𝑢)(𝑚) = 𝑡γ−1(𝑚)(γ)𝑢(γ
−1𝑚). (42)

Можно показать, что справедлива формула композиции операторов сдвига

𝑇 (γ1)𝑇 (γ2) = 𝑇 (γ1γ2) ∀γ1,γ2 ∈ Γ.

Пусть

𝒟 :

𝐶∞(𝑀,𝐸1)

⊕
𝐶∞(𝑋,𝐹1)

−→
𝐶∞(𝑀,𝐸2)

⊕
𝐶∞(𝑋,𝐹2)

(43)
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— эллиптический оператор Буте де Монвеля (без сдвигов), действующий в се­

чениях Γ-расслоений 𝐸𝑖,𝐹𝑖, 𝑖 = 1,2.

Теперь определим матричные операторы

𝒯𝑖(γ) =

(︃
𝑇𝐸𝑖

(γ) 0

0 𝑇𝐹𝑖
(γ)

)︃
:

𝐶∞(𝑀,𝐸𝑖)

⊕
𝐶∞(𝑋,𝐹𝑖)

−→
𝐶∞(𝑀,𝐸𝑖)

⊕
𝐶∞(𝑋,𝐹𝑖)

,

где операторы 𝑇𝐸𝑖
(γ), 𝑇𝐹𝑖

(γ), 𝑖 = 1,2, обозначают операторы сдвига (42) в век­

торных расслоениях 𝐸𝑖, 𝐹𝑖.

Определение 0.22. Оператор (43) называется Γ-инвариантным, если выпол­

нено равенство

𝒟𝒯1(γ) = 𝒯2(γ)𝒟 ∀γ ∈ Γ. (44)

Пусть дан матричный 𝑛 × 𝑛 проектор

𝑃 ∈ Mat𝑛(𝐶
∞(𝑀)⋊ Γ). (45)

Определим оператор

̃︀𝑃𝑗 :

𝐶∞(𝑀,𝐸𝑗 ⊗ C𝑛)

⊕
𝐶∞(𝑋,𝐹𝑗 ⊗ C𝑛)

−→
𝐶∞(𝑀,𝐸𝑗 ⊗ C𝑛)

⊕
𝐶∞(𝑋,𝐹𝑗 ⊗ C𝑛)

, 𝑗 = 1,2,

по формуле

̃︀𝑃𝑗 =
∑︁
γ∈Γ

(1⊗ 𝑃 (γ))(𝒯𝑗(γ)⊗ 1). (46)

Теперь определим основной объект параграфа. Путь𝒟 — Γ-инвариантный

оператор (43), а 𝑃 — проектор как в формуле (45). Обозначим прямую сумму

𝑛 копий оператора 𝒟 через 𝒟 ⊗ 1𝑛.

Определение 0.23. Оператор

̃︀𝑃2(𝒟 ⊗ 1𝑛) ̃︀𝑃1 : Im ̃︀𝑃1 −→ Im ̃︀𝑃2, где Im ̃︀𝑃𝑗 ⊂ 𝐿2(𝑀,𝐸𝑗 ⊗ C𝑛)⊕ 𝐿2(𝑋,𝐹𝑗 ⊗ C𝑛),

(47)

обозначается через 𝒟 ⊗ 1𝑃 и называется оператором 𝒟, скрученным проекто­

ром 𝑃 .

Лемма 0.24. Оператор (47) фредгольмов.
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В п. 2.2.2 приводится формула индекса таких скрученных операторов.

Теорема 0.25. Справедлива следующая формула индекса скрученных операто­

ров:

ind(𝒟 ⊗ 1𝑃 ) =
∑︁
⟨γ⟩⊂Γ

⟨αγ (ch(𝒟)(γ)) Tdγ(𝑇 *𝑀 ⊗ C) chγ(𝑃 ), [𝑀γ, 𝑋γ]⟩ , (48)

где

� [𝑀γ,𝑋γ] ∈ 𝐻𝑛γ
(𝑀γ,𝑋γ), 𝑛γ = dim𝑀γ — фундаментальный класс в от­

носительных гомологиях;

� ⟨·,·⟩ означает спаривание между когомологиями и гомологиями;

� chγ(𝑃 ) ∈ 𝐻𝑒𝑣(𝑀γ) — характер Черна проектора 𝑃 , определяемый по

формуле

chγ(𝑃 ) = trτγ
(︂
𝑃 exp

(︂
−∇2

𝑃

2π𝑖

)︂)︂
∈ Ω*(𝑀γ), (49)

где ∇𝑃 = 𝑃 · 𝑑 · 𝑃 и ∇2
𝑃 = 𝑃 (𝑑𝑃 )2. Форма (49) является замкнутой, а

ее класс когомологий также обозначим через chγ(𝑃 );

� характер Черна ch(𝒟)(γ) в формуле (48) вычисляется следующим об­

разом. Определим связности

∇𝐸𝑗
= 𝑞𝐸𝑗

𝑑𝑞𝐸𝑗
,

где 𝑑 означает внешнюю производную на 𝑇 *𝑀 , и связность

̃︀∇ = ∇𝐸1
+ 𝑟(∇𝑎), где ∇𝑎 ≡ ∇𝐸2

𝑎− 𝑎∇𝐸1
.

Ее форма кривизны равна

̃︀Ω def
= (̃︀∇)2 = ∇2

𝐸1
+∇𝐸1

(𝑟∇𝑎) + (𝑟∇𝑎)2.

Определим характер Черна по формуле

ch𝑀(𝒟)(γ) = tr
(︁
γ
(︁
𝑒−
̃︀Ω/2π𝑖𝑞𝐸1

− 𝑞𝐸2
𝑒−∇2

𝐸2
/2π𝑖
)︁)︁

∈ Ω𝑒𝑣
𝑐 (𝑇 *𝑀γ), (50)

где tr — матричный след. Аналогично определив характер Черна

ch𝑋(𝒟)(γ), определим класс Черна ch(𝒟)(γ)

ch(𝒟)(γ) = [ch𝑀(𝒟)(γ), ch𝑋(𝒟)(γ)] ∈ 𝐻*(𝑇 *𝑀γ,πγ).
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� отображение

αγ : 𝐻*(𝑇 *𝑀γ,πγ) −→ 𝐻*−𝑛(𝑀γ,𝑋γ)

в формуле (48) аналогично формуле (22) определяет соответствующий

изоморфизм Тома для многообразия 𝑀γ, где πγ — проекция πγ :

𝜕(𝑇 *𝑀γ) −→ 𝑇 *𝑋γ.

Вычисление индекса по формуле (48) оказывается проще, чем по формуле (41).

В п. 2.2.3 в качестве примера рассмотрена скрученная краевая задача

для оператора Эйлера.

ℰ =

(︃
𝑑+ 𝑑*

𝑖*

)︃
: Ω𝑒𝑣(𝑀) −→

Ω𝑜𝑑𝑑(𝑀)

⊕
Ω𝑒𝑣(𝑋)

, (51)

где 𝑖 : 𝑋 →˓ 𝑀 естественное вложение края, 𝑑 : Ω𝑒𝑣(𝑀) → Ω𝑜𝑑𝑑(𝑀) — внешний

дифференциал, а 𝑑* — сопряженный к нему относительно римановой метрики

на 𝑀 . Для матричного проектора 𝑃 ∈ Mat𝑁(𝐶
∞(𝑀) ⋊ Γ) над гладким скре­

щенным произведением рассмотрим скрученную краевую задачу ℰ ⊗ 1𝑃 .

Теорема 0.26. Индекс скрученной краевой задачи ℰ ⊗ 1𝑃 равен

ind(ℰ ⊗ 1𝑃 ) =
∑︁
⟨γ⟩⊂Γ

∑︁ ′
χ(𝑀γ, 𝜕𝑀γ) chγ0(𝑃 ).

Здесь

� χ(𝑀γ, 𝜕𝑀γ) обозначает относительную эйлерову характеристику

множества неподвижных точек 𝑀γ;

� число chγ0(𝑃 ) равно компоненте нулевой степени характера Черна про­

ектора 𝑃 ;

� χ(𝑀γ, 𝜕𝑀γ) и chγ0(𝑃 ) рассматриваются как локально постоянные

функции на множестве 𝑀γ;

� знак
∑︀ ′ обозначает суммирование по компонентам связности мно­

жества 𝑀γ.

На этом завершается вторая глава.

Глава 3 состоит из 3 параграфов и 13 пунктов и посвящена исследованию

эллиптических операторов, ассоциированных с неизометрическим действием

дискретной группы.
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В п. 3.1.1 проводится исследование таких краевых задач. Пусть 𝑀 —

гладкое компактное подмногообразие с краем 𝜕𝑀 , Γ — дискретная конечно­

порожденная группа диффеоморфизмов γ : 𝑀 → 𝑀, сохраняющих край

γ(𝜕𝑀) = 𝜕𝑀. Рассмотрим оператор сдвига на 𝑀

𝑇γ : 𝐶
∞(𝑀) −→ 𝐶∞(𝑀), 𝑇γ𝑢(𝑥) = 𝑢(γ−1𝑥)

и оператор

𝒟 =
∑︁
γ∈Γ

𝒟γ𝒯γ : ℋ𝑠(𝑀) −→ ℋ𝑠−𝑚(𝑀), (52)

где ℋ𝑠(𝑀) = 𝐻𝑠(𝑀) ⊕𝐻𝑠(𝜕𝑀), 𝒟γ ∈ Ψ𝑚,𝑑
𝐵 (𝑀), 𝒯γ — оператор сдвига.

В п. 3.1.2 определяется внутренний траекторный символ задачи (52).

Фиксируем точку (𝑥,ξ) ∈ 𝑇 *
0𝑀. Для произвольного элемента γ ∈ Γ через

𝜕γ : 𝑇 *𝑀 → 𝑇 *𝑀 обозначим кодифференциал 𝜕γ = (𝑑γ𝑡)−1 диффеоморфизма

γ : 𝑀 → 𝑀 . Пусть на многообразии 𝑀 выбрана риманова метрика, vol𝑀 —

риманова форма объема, Δ — оператор Лапласа.

Определим следующие объекты:

� вес µ𝑠 : Γ −→ R+, определяемый формулой:

µ𝑠(γ) =

[︂
γ*−1vol𝑀
vol𝑀

(𝜕γ*−1σ(Δ))𝑠
]︂
(𝑥,ξ); (53)

� весовое пространство ℓ2 на группе Γ:

ℓ2(Γ,𝑠) =

{︃
{𝑤(γ)}γ∈Γ

⃒⃒⃒⃒
𝑤(γ) ∈ C при всех γ ∈ Γ и

∑︁
γ

|𝑤(γ)|2µ𝑠(γ) < ∞

}︃
.

Определение 0.27. Внутренний траекторный символ оператора (52) поряд­

ка 𝑚 в точке (𝑥,ξ) ∈ 𝑇 *
0𝑀 определяется как конечно-разностный оператор

σint(𝒟)(𝑥,ξ) : ℓ2(Γ, 𝑠) −→ ℓ2(Γ, 𝑠−𝑚), (54)

причем для оператора сдвига мы полагаем

(σint(𝑇γ1)𝑤)(γ) = 𝑤(γγ1),

а для оператора Буте де Монвеля 𝒟′ ∈ Ψ𝐵(𝑀) полагаем

(σint(𝒟′)𝑤)(γ) = σint(𝒟′)(𝜕γ−1(𝑥,ξ))𝑤(γ).
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Далее в п. 3.1.3 определяется граничный траекторный символ задачи (52).

Определение 0.28. Граничный траекторный символ оператора (52) порядка

𝑚 в точке (𝑥′,ξ′) ∈ 𝑇 *
0 𝜕𝑀 определяется как оператор

σ𝜕(𝒟)(𝑥′,ξ′) : ℓ2(Γ,ℰ𝑠) −→ ℓ2(Γ,ℰ𝑠−𝑚), (55)

причем символ оператора сдвига определяется формулой

(σ𝜕(𝑇γ1)𝑤)(γ) = 𝑤(γγ1),

а символ оператора Буте де Монвеля 𝒟′ определяется формулой

(σ𝜕(𝒟′)(𝑥′,ξ′)𝑤)(γ) = 𝜕γ*−1σ𝜕(𝒟′)(𝜕γ−1(𝑥′,ξ′))𝜕γ*𝑤(γ).

В п. 3.1.4 приводится теорема о фредгольмовости краевой задачи (52).

Определение 0.29. Краевая задача 𝒟 (см. (52)) называется эллиптической,

если выполнены два условия:

1) внутренний символ σint(𝒟)(𝑥,ξ) (см. (54)) обратим для любых (𝑥,ξ) ∈
𝑇 *
0𝑀 ;

2) граничный символ σ𝜕(𝒟)(𝑥′,ξ′) (см. (55)) обратим для любых (𝑥′,ξ′) ∈
𝑇 *
0 𝜕𝑀 .

Рассмотрим 𝐶*-алгебру Ψ(𝑀)/𝒦, где через Ψ(𝑀) ⊂ ℬ(𝐿2(𝑀)⊕ 𝐿2(𝜕𝑀))

обозначено замыкание по операторной норме алгебры Ψ𝐵(𝑀), а 𝒦 — идеал ком­

пактных операторов. Через Σ обозначим пространство примитивных идеалов

𝐶*-алгебры символов Ψ(𝑀)/𝒦.

Стандартным образом из результатов [28] получается следующая теорема:

Теорема 0.30. Пусть группа Γ аменабельна, а её действие на пространстве

Σ является топологически свободным. Тогда краевая задача (52) фредгольмова

тогда и только тогда, когда она эллиптична.

В §3.2 применяется аппарат циклических когомологий для получения

формулы индекса нелокальных краевых задач.

В п. 3.2.1 напоминаются основные понятия теории циклических когомо­

логий.

В п. 3.2.2 строится топологический индекс краевых задач для неизометри­

ческого действия группы. Рассмотрим многообразие 𝑀 = R𝑛
+ с координатами
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(𝑥′,𝑥𝑛) и краем 𝑋 = R𝑛−1, определяемым уравнением 𝑥𝑛 = 0. Будем рассмат­

ривать алгебру 𝒜 символов Буте де Монвеля нулевых порядка и типа на 𝑀 .

Здесь элементы алгебры 𝒜 — это пары

̃︀𝑎 = (𝑎,𝑎𝑋) ∈ 𝒪(𝑇 *
0𝑀)⊕𝒪(𝑇 *

0𝑋,ℬ(𝐻+ ⊕ C)), (56)

где 𝑎 и 𝑎𝑋 — внутренний и граничный символы, соответственно, а через 𝒪
обозначены пространства символов.

Обозначим через 𝐶𝑛(𝒜) = Hom(𝒜𝑛+1,C) пространство (𝑛 + 1)-линейных

функционалов φ(𝑎0,...,𝑎𝑛), где 𝑎0,...,𝑎𝑛 ∈ 𝒜. Такие функционалы называются

𝑛-коцепями. Определим пару коцепей (φ2𝑛−3,φ2𝑛−1) ∈ 𝐶𝑜𝑑𝑑(𝒜 ⋊ Γ):

φ2𝑛−1(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−1) =

�

𝑆*𝑀

(𝑎0𝑑𝑎1 . . . 𝑑𝑎2𝑛−1)(𝑒), (57)

φ2𝑛−3(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−3) =

�

𝑆*𝑋

tr′
2𝑛−3∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗(𝑎𝑗𝑑
′𝑎𝑗+1 . . . 𝑑

′𝑎𝑗−1)(𝑒) (58)

= 𝑁φ′
2𝑛−3(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−3),

где φ′
2𝑛−3(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−3) =

�

𝑆*𝑋

tr′(𝑎0𝑑
′𝑎1 . . . 𝑑

′𝑎2𝑛−3)(𝑒). (59)

Здесь 𝐶𝑜𝑑𝑑(𝒜⋊ Γ) =
⨁︀
𝑘

𝐶2𝑘+1(𝒜⋊ Γ) — пространство нечетных коцепей.

Дадим аналог формулы для регуляризованного следа коммутатора

(см. (25), ср. с леммой 0.18). Пусть снова Ω𝑇 *𝑋 — дифференциальная градуиро­

ванная алгебра, порожденная граничными символами и дифференциальными

формами на 𝑆*𝑋 (см. (23)).

Предложение 0.31. Для форм ̃︀ω1, ̃︀ω2 ∈ Ω𝑇 *𝑋 ⋊ Γ справедлива формула
�

𝑆*𝑋

tr′[ ̃︀ω1, ̃︀ω2](𝑒) = −𝑖

�

𝑆*𝑋

Π′ (𝑑ω1ω2) (𝑒), (60)

где [ ̃︀ω1, ̃︀ω2] = ̃︀ω1 ̃︀ω2 − (−1)deg ̃︀ω1deg ̃︀ω2 ̃︀ω2 ̃︀ω1 — суперкоммутатор, а ω1,ω2 ∈
Ω(𝑇 *𝑋) — главные символы форм ̃︀ω1, ̃︀ω2 на 𝑆*𝑋 × Rξ𝑛.

Следующая теорема является основным результатом данного параграфа.

Теорема 0.32. Пара (𝑘φ2𝑛−3,φ2𝑛−1), где 𝑘 = 2π𝑖(2𝑛− 1)/(2𝑛− 2), определяет

класс в периодических циклических когомологиях 𝐻𝑃 𝑜𝑑𝑑(𝒜⋊Γ). Это означает,
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что справедливы следующие равенства

𝐵φ2𝑛−3 = 0; 𝑘𝑏φ2𝑛−3 +𝐵φ2𝑛−1 = 0; 𝑏φ2𝑛−1 = 0, (61)

где 𝐵 : 𝐶𝑛(𝒜) −→ 𝐶𝑛−1(𝒜) — дифференциал Конна, 𝑏 : 𝐶𝑛(𝒜) −→ 𝐶𝑛+1(𝒜) —

дифференциал Хохшильда.

Наконец, определим топологический индекс нелокальных краевых задач,

используя полученный циклический коцикл. Пусть 𝐾1(𝒜 ⋊ Γ) — группа 𝐾1

скрещенного произведения алгебры символов Буте де Монвеля 𝒜 и группы Γ.

Эллиптический символ σ = σ(𝒟) ∈ 𝒜 ⋊ Γ определяет класс

[σ] ∈ 𝐾1(𝒜⋊ Γ). (62)

Обозначим класс из теоремы 0.32 через

Todd = [𝑘φ2𝑛−3,φ2𝑛−1] ∈ 𝐻𝑃 𝑜𝑑𝑑(𝒜⋊ Γ), (63)

где 𝑘 = 2π𝑖(2𝑛− 1)/(2𝑛− 2), коцепи φ2𝑛−1,φ2𝑛−3 определены в формулах (57)

и (58).

Спаривание Черна–Конна классов (62) и (63) (см., [50, §3]) обозначается

через ⟨Todd,[·]⟩ и равно

⟨Todd, [σ]⟩ = (−1)𝑛−1

2(2π𝑖)𝑛−1

(𝑛− 2)!

(2𝑛− 2)!
φ2𝑛−3(σ

−1,σ, . . .)+

+
(−1)𝑛−1

(2π𝑖)𝑛
(𝑛− 1)!

(2𝑛− 1)!
φ2𝑛−1(σ

−1,σ, . . .). (64)

Определение 0.33. Топологический индекс нелокальной эллиптической крае­

вой задачи 𝒟 с символом σ = σ(𝒟) определим как число

ind𝑡𝒟 = ⟨Todd, [σ(𝒟)]⟩. (65)

Отметим, что в случае замкнутого многообразия первое слагаемое в (64)

равно нулю и формула (65) эквивалентна формуле индекса Федосова (см. [22,

Гл.2 §4]).

Из теоремы 0.32 и спаривания Черна–Конна получаем следствие

Следствие 0.34. Пусть 𝒟ε, ε ∈ [0,1] — такое гладкое семейство краевых

задач, что существует гладкое семейство обратимых символов σ(𝒟ε)−1 ∈
𝒜⋊ Γ. Тогда топологический индекс ind𝑡𝒟ε = ind𝑡𝒟0 не зависит от ε.
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Параграф 3.3 посвящен исследованию краевой задачи со скручиваниями

конечного цилиндра. В п. 3.3.1 приводится постановка этой задачи. Рассмотрим

бесконечный цилиндр 𝑌 = S1 × R, на котором группа Γ = Z действует скру­

чиваниями перпендикулярно образующей цилиндра (𝑥,𝑡) ↦→ (𝑥 + 𝑘α𝑡,𝑡), 𝑘 ∈ Z.
Определим оператор сдвига, отвечающий скручиваниям, формулой

(𝑇𝑢)(𝑥,𝑡) = 𝑢(𝑥− α𝑡, 𝑡).

На конечном цилиндре 𝑀 = S1 × [0,1] ⊂ 𝑌 рассмотрим нелокальную крае­

вую задачу

𝒟 =

(︃
𝐷

𝑖*𝐵

)︃
: 𝐻𝑠(𝑀) −→

𝐻𝑠−𝑚(𝑀)

⊕
𝐻𝑠−𝑏−1/2(𝜕𝑀,C𝑁).

(66)

Определим операторы, участвующие в краевой задаче (66). Во-первых,

𝐷 = 𝐷

(︂
𝑒𝑖𝑥,𝑡,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑥
,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑡
,𝑇

)︂
=
∑︁
𝑙∈Z

𝐷𝑙

(︂
𝑒𝑖𝑥,𝑡,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑥
,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑡

)︂
𝑇 𝑙, ord𝐷 = 𝑚

(67)

— дифференциальный оператор со сдвигами на цилиндре 𝑀 , а коэффициенты

𝐷𝑙 в нем являются дифференциальными операторами порядка ⩽ 𝑚 с гладкими

коэффициентами. Во-вторых, оператор 𝐵 = (𝐵0,𝐵1) в задаче (66) представляет

собой пару операторов на левом/правом основании цилиндра, причем диффе­

ренциальный оператор на левом основании

𝐵0 = 𝐵0

(︂
𝑒𝑖𝑥,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑥
,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑡

)︂
имеет порядок ord𝐵0 = 𝑏0

и определяет 𝑁 ∈ N граничных условий, а дифференциальный оператор со

сдвигами на правом основании

𝐵1 = 𝐵1

(︂
𝑒𝑖𝑥,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑥
,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑡
,𝑇

)︂
=
∑︁
𝑙∈Z

𝐵1,𝑙

(︂
𝑒𝑖𝑥,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑥
,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑡

)︂
𝑇 𝑙, ord𝐵1 = 𝑏1,

определяет 𝑁 ∈ N граничных условий, в то время, как 𝐵1,𝑙 — дифференци­

альные операторы.

В п. 3.3.2 вычисляется внутренний символ задачи (66), а в п. 3.3.3 даются

его условия эллиптичности.

Предложение 0.35. Следующие условия эквивалентны:
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1) внутренний символ σint (𝒟) (𝑥,𝑡,ξ1,ξ2) эллиптичен при любых значе­

ниях параметров (𝑥,𝑡,ξ1,ξ2) ∈ 𝑇 *
0𝑀 ;

2) семейство дифференциально-разностных операторов

̃︀σint : 𝐻𝑠(S1) −→ 𝐻𝑠−𝑚(S1)

̃︀σint(𝒟) = ℱ−1
𝑘→φσint(𝒟)ℱφ→𝑘 = 𝐷

(︁
𝑒𝑖𝑥 ̃︀𝑇α𝑡,𝑡,1,ξ2 − 𝑖α 𝑑

𝑑φ , 𝑒
−𝑖φ
)︁
,

(68)

где (̃︀𝑇α𝑡𝑢)(φ) = 𝑢(φ−α𝑡), обратимо при любых значениях параметров
(𝑥,𝑡) ∈ 𝑀, ξ2 ∈ R.

В п. 3.3.4 вычисляется граничный символ задачи (66) на левом основании

цилиндра. Он равен

σ𝐿𝜕 (𝒟)(𝑥,ξ1) : 𝐻
𝑠
+ −→

𝐻𝑠−𝑚
+

⊕
C𝑁

, 𝑤(ξ2)
σ𝐿𝜕 (𝒟)↦−→

(︃
Π+𝐷(𝑒𝑖𝑥,0,ξ1,ξ2, 𝑇αξ1)𝑤(ξ2)

Π′
ξ2
(𝐵0(𝑥,ξ1,ξ2)𝑤(ξ2))

)︃
,

(69)

где

� 𝐵0(𝑥,ξ1,ξ2) — главный символ оператора 𝐵0 в задаче (66);

� 𝑇 : 𝐻𝑠
+ −→ 𝐻𝑠

+ — оператор сдвига, действующий по формуле

(𝑇αξ1𝑤)(ξ2) = 𝑤(ξ2 + αξ1);

� пространство

𝐻𝑠
+ = ℱ𝑡→ξ2(𝐻

𝑠(R+))

есть пространство образов при преобразовании Фурье ℱ𝑡→ξ2 простран­

ства Соболева 𝐻𝑠(R+) функций на полупрямой R+.

Даются условия эллиптичности граничного символа задачи (66) на левом ос­

новании цилиндра.

Предложение 0.36. Следующие условия эквивалентны:

1) граничный символ σ𝐿𝜕 (𝒟)(𝑥,ξ1) на левом основании цилиндра (см. (69))

эллиптичен при любых значениях параметров (𝑥,ξ1) ∈ 𝑇 *
0 𝜕𝑀 |𝑡=0;

2) краевая задача

̃︀σ𝐿𝜕 (𝒟)(𝑥,ξ1) : 𝐻
𝑠(R+) −→

𝐻𝑠−𝑚(R+)

⊕
C𝑁

, (70)
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где

̃︀σ𝐿𝜕 (𝒟)(𝑥,ξ1) =

(︃
𝐷(𝑒𝑖𝑥,0,ξ1,− 𝑖𝜕𝑡,𝑒

−𝑖αξ1𝑡)

𝑗*𝐵0(𝑒
𝑖𝑥,ξ1,− 𝑖𝜕𝑡)

)︃
,

на R+ с периодическими коэффициентами обратима при любых зна­

чениях параметров (𝑥,ξ1) ∈ 𝑇 *
0 𝜕𝑀 |𝑡=0;

3) (условие Шапиро–Лопатинского на левом основании цилиндра S1 ×
[0,1]) оператор

𝑗*
(︀
𝐵0(𝑒

𝑖𝑥,ξ1,− 𝑖𝜕𝑡)
)︀
: 𝐿+(𝑥,ξ1) −→ C𝑁 , (71)

где 𝑁 — число граничных условий в задаче (66) на левом основании

цилиндра, а через 𝐿+(𝑥,ξ1) обозначено пространство решений уравне­

ния

𝐷(𝑒𝑖𝑥,0,ξ1,− 𝑖𝜕𝑡, 𝑒
−𝑖αξ1𝑡)𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡),

стремящихся к нулю при 𝑡 → +∞, обратим.

Далее в п. 3.3.5 вычисляется граничный символ задачи (66) на правом

основании цилиндра:

σ𝑅𝜕 (𝒟)(𝑥,ξ1) : ℓ
2(Z, 𝐻𝑠

−) −→ ℓ2(Z, 𝐻𝑠−𝑚
− ⊕ C),

𝑤(𝑘,ξ2) ↦−→

(︃
𝐷(𝑒𝑖(𝑥−𝑘α), 1, ξ1, ξ2 + 𝑘αξ1, 𝒯 )𝑤(𝑘,ξ2)

Π′
ξ2

(︀
𝐵1(𝑒

𝑖(𝑥−𝑘α),ξ1,ξ2 + 𝑘αξ1, 𝒯 )𝑤(𝑘,ξ2)
)︀
)︃
,

где (𝒯 𝑤)(𝑘,ξ2) = 𝑤(𝑘 + 1,ξ2 + αξ1).

Следующее предложение является аналогом предложения 0.36 для гра­

ничного символа на правом основании цилиндра

Предложение 0.37. Следующие условия эквивалентны:

1) граничный символ σ𝑅𝜕 (𝒟)(𝑥,ξ1) на правом основании цилиндра

(см. (72)) эллиптичен при любых значениях параметров 𝑥 ∈ S1,
ξ1 ∈ R;

2) оператор

σ𝑅𝜕 (𝒟) : 𝐻𝑠(R−,𝐿
2(S1)) −→

𝐻𝑠−𝑚(R−,𝐿
2(S1))

⊕
𝐿2(S1,C𝑁)

, (72)

σ𝑅𝜕 (𝒟)𝑢(τ,ψ) =

(︃
𝐷(𝑒𝑖𝑥 ̃︀𝒯α, 1, 1,−𝑖𝜕τ, 𝑒

−𝑖ψ)𝑢(τ,ψ)

𝐵1(𝑒
𝑖𝑥 ̃︀𝒯α,1,− 𝑖𝜕τ, 𝑒

−𝑖ψ)𝑢(0,ψ)

)︃
,
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где ̃︀𝒯α𝑢(τ,ψ) = 𝑢(τ,ψ− α), обратим при любых 𝑥 ∈ S1;
Если операторы 𝐷𝑙 в формуле (67) имеют постоянные по 𝑥 коэффициенты

при 𝑡 = 1, то условия 1) и 2) эквивалентны условию:

3) (условие Шапиро–Лопатинского) обратимо семейство краевых задач

для дифференциальных операторов с постоянными коэффициентами

на полупрямой:(︃
𝐷(1, 1,−𝑖𝜕τ, 𝑒

−𝑖ψ)

𝑗*𝐵1(1,− 𝑖𝜕τ, 𝑒
−𝑖ψ)

)︃
: 𝐻𝑠(R−) −→

𝐻𝑠−𝑚(R−)

⊕
C𝑁

(73)

с параметром ψ ∈ [0,2π].

Из предложений 0.35, 0.36 и 0.37 получаем условие эллиптичности зада­

чи (66), которое является основным результатом параграфа.

Теорема 0.38. Краевая задача (66) эллиптична тогда и только тогда, когда

выполнены следующие три условия:

1) внутренний символ оператора 𝒟 эллиптичен;

2) выполнено условие Шапиро–Лопатинского на левом основании цилин­

дра 𝑀 ;

3) выполнено условие Шапиро–Лопатинского на правом основании ци­

линдра 𝑀 .

Следствие 0.39. Пусть α несоизмеримо с π. Если краевая задача (66) эллип­

тична (т.е. выполнены условия теоремы 0.38), то она фредгольмова.

В заключительном пункте 3.3.6 рассмотрен пример краевой задачи со

скручиваниями цилиндра:{︃
𝜕2
𝑡 𝑢+ (1 + ε(𝑇 + 𝑇 *))𝜕2

𝑥𝑢 = 𝑓(𝑥,𝑡),

𝑢|𝑡=0 = 𝑔0(𝑥), 𝑢|𝑡=1 = 𝑔1(𝑥),
(74)

где 𝑢 ∈ 𝐻𝑠(𝑀), 𝑓 ∈ 𝐻𝑠−2(𝑀), 𝑔0,𝑔1 ∈ 𝐻𝑠(S1), (𝑇𝑢)(𝑥,𝑡) = 𝑢(𝑥 − α𝑡, 𝑡), ε =

ε(𝑡) ∈ 𝐶∞([0,1]), α ∈ R+.

Обратимость внутреннего символа задачи (74) эквивалентна обратимости

оператора Матьё

− 𝑑2

𝑑φ2
+

(︂
1

α2
+

2ε

α2
cosφ

)︂
: 𝐻𝑠(R) −→ 𝐻𝑠−2(R), (75)
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а обратимость граничного символа задачи (74) на правом основании цилиндра

эквивалентна однозначной разрешимости краевой задачи{︃
−α2𝑢′′(τ) + (1 + 2ε cosψ)𝑢(τ) = 0, 𝑢 ∈ 𝐻𝑠(R−),

𝑢(0) = ℎ1.
(76)

Теорема 0.40. Задача (74) эллиптична, когда выполнены следующие условия:

1) оператор Матьё (75) обратим;

2) выполнено условие |ε(1)| < 1/2.

На этом завершается третья глава.
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Глава 1. Предварительные сведения

В настоящей главе даются предварительные сведения, использующиеся в

данной работе. В §1.1 даются сведения об операторах Буте де Монвеля, а так­

же вводится алгебра символов этих операторов. В §1.2 определяются операции

алгебраического скрещенного произведения и гладкого скрещенного произве­

дения.

1.1 Алгебра операторов Буте де Монвеля

В этом параграфе напомним определение операторов Буте де Монвеля

и их символов.

Многообразия с краем. Пусть 𝑀 — гладкое компактное многообразие

с краем 𝑋. В окрестности края будем использовать локальные координаты

𝑥 = (𝑥′,𝑥𝑛) на 𝑀 , где dim𝑀 = 𝑛, 𝑥′ = (𝑥1, . . . ,𝑥𝑛−1) — локальные координа­

ты на 𝑋, а 𝑥𝑛 — определяющая функция края. Иначе говоря, край локально

определяется уравнением 𝑥𝑛 = 0, а многообразие 𝑀 определяется неравен­

ством 𝑥𝑛 ⩾ 0. Обозначим через (ξ′,ξ𝑛) переменные, двойственные к переменным

(𝑥′,𝑥𝑛). Тогда набор (𝑥′,𝑥𝑛,ξ
′,ξ𝑛) определяет локальные координаты на кокаса­

тельном расслоении 𝑇 *𝑀 .

Пространства функций на полуоси и их преобразования Фурье. Ни­

же напоминаются необходимые пространства функций (см. [13]).

Определение 1.1. Пространством Шварца 𝒮(R+) ⊂ 𝐶∞(R+) называется про­

странство гладких быстро убывающих на бесконечности функций на R+, где

скорость убывания полагается такой, что

‖𝑢‖𝑘,𝑙 = sup𝑥∈R+
|𝑥𝑘𝜕𝑙

𝑥𝑢(𝑥)| < ∞,

для всех 𝑘,𝑙 ∈ Z+. Пространство Шварца 𝒮(R+) рассматривается как простран­

ство Фреше с топологией, заданной системой полунорм ‖𝑢‖𝑘,𝑙.

Обозначим через

𝐻+ = ℱ(𝒮(R+))
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пространство образов преобразования Фурье ℱ𝑥𝑛→ξ𝑛 функций из пространства

Шварца 𝒮(R+). Обозначим через 𝐻+ замыкание по норме пространства 𝐻+ ⊂
𝐿2(R). Схожим образом определим пространство 𝐻− как

𝐻− = ℱ(𝒮(R−)).

Будем рассматривать пространства 𝐻± как пространства Фреше с системами

полунорм ‖ℱ−1
ξ𝑛→𝑥𝑛

𝑢‖𝑘,𝑙 на R±, соответственно. Далее определим проектор Π+ :

𝐻+ ⊕ 𝐻− → 𝐻+ на первое слагаемое и непрерывный функционал

Π′ : 𝐻+ ⊕𝐻− −→ C,

𝑢(ξ𝑛) ↦−→ lim
𝑥𝑛→0+

ℱ−1
ξ𝑛→𝑥𝑛

(𝑢(ξ𝑛)).

Отметим, что если 𝑢 ∈ 𝐿1(R) ∩ (𝐻+ ⊕ 𝐻−), то

Π′𝑢 =
1

2π

�

R

𝑢(ξ𝑛)𝑑ξ𝑛. (1.1)

Введем операцию топологического тензорного произведения пространств

Фреше (см. [13]).

Определение 1.2. Пусть 𝑝+𝑙 , 𝑙 ∈ Z+ и 𝑝−𝑚, 𝑚 ∈ Z+ — множества полунорм на

пространствах функций 𝐹1 и 𝐹2, соответственно, задающие топологию на этих

пространствах. Тогда алгебраическое тензорное произведение пространств 𝐹1

и 𝐹2 обозначается через 𝐹1 ⊗𝑎𝑙𝑔 𝐹2 и состоит из функций вида

𝑓(ν,µ) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑔𝑖(ν)ℎ𝑖(µ), где 𝑔𝑖 ∈ 𝐹1, ℎ𝑖 ∈ 𝐹2, 𝑁 ∈ Z+. (1.2)

На пространстве 𝐹1 ⊗𝑎𝑙𝑔 𝐹2 определены полунормы

(𝑝+𝑙 ⊗𝑎𝑙𝑔 𝑝
−
𝑚)(𝑓) = inf

{︃
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝+𝑙 (𝑔𝑖)𝑝
−
𝑚(ℎ𝑖)

}︃
, (1.3)

где инфимум берется по всем разложениям (1.2) функции 𝑓.

Определение 1.3. Счетное множество полунорм (1.3) задает топологию на

алгебраическом тензорном произведении 𝐹1 ⊗𝑎𝑙𝑔 𝐹2. Пополнение по этому мно­

жеству полунорм называется топологическим тензорным произведением и

обозначается через 𝐹1 ⊗ 𝐹2.
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Символы Буте де Монвеля нулевого порядка.

Определение 1.4. Классический символ 𝑎 = 𝑎(𝑥′,𝑥𝑛,ξ
′,ξ𝑛) ∈ 𝐶∞(𝑇 *𝑀) с

асимптотическим разложением

𝑎 ∼ 𝑎𝑚 + 𝑎𝑚−1 + ... (1.4)

с однородными компонентами 𝑎𝑙 удовлетворяет свойству трансмиссии, если

его порядок 𝑚 ∈ Z и для любых 𝑘 ∈ Z+ и произвольного мультииндекса α =

(α1,...,α𝑛−1) ∈ Z𝑛−1
+ справедливо следующее равенство:

𝐷𝑘
𝑥𝑛
𝐷α
ξ′𝑎𝑙(𝑥

′,0,0,ξ𝑛) = (−1)𝑙−|α|𝐷𝑘
𝑥𝑛
𝐷α
ξ′𝑎𝑙(𝑥

′,0,0,− ξ𝑛), ξ𝑛 ̸= 0, (1.5)

где

𝐷α
ξ′ =

(︂
−𝑖

𝜕

𝜕ξ1

)︂α1

· ... ·
(︂
−𝑖

𝜕

𝜕ξ𝑛−1

)︂α𝑛−1

.

Рассмотрим гладкие функции со значениями в пространствах Фреше

� 𝑏(𝑥′,ξ′,ξ𝑛) ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑋,𝐻−);

� 𝑐(𝑥′,ξ′,ξ𝑛) ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑋,𝐻+);

� 𝑔(𝑥′,ξ′,ξ𝑛,η𝑛) ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑋,𝐻+ ⊗𝐻−);

� 𝑞(𝑥′,ξ′) ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑋).

Здесь топологическое тензорное произведение пространств 𝐻± и гладкие функ­

ции на кокасательном расслоении без нулевого сечения

𝑇 *
0𝑋 = {(𝑥′,ξ′) ∈ 𝑇 *𝑋, | |ξ′| ≠ 0}

рассматриваются как пространства Фреше. Набору функций выше сопоставим

гладкое семейство операторов

𝑎𝑋(𝑥
′,ξ′) :

𝐻+

⊕
C

−→
𝐻+

⊕
C

(1.6)

с параметрами (𝑥′,ξ′) ∈ 𝑇 *
0𝑋. Оператор (1.6) действует на парах ℎ ∈ 𝐻+, 𝑣 ∈ C

следующим образом:

𝑎𝑋(𝑥
′,ξ′)

(︃
ℎ

𝑣

)︃
=(︃

Π+(𝑎(𝑥
′,0,ξ′,ξ𝑛)ℎ(ξ𝑛)) + Π′

η𝑛
(𝑔(𝑥′,ξ′,ξ𝑛,η𝑛)ℎ(η𝑛)) + 𝑐(𝑥′,ξ′,ξ𝑛)𝑣

Π′
ξ𝑛
(𝑏(𝑥′,ξ′,ξ𝑛)ℎ(ξ𝑛)) + 𝑞(𝑥′,ξ′)𝑣

)︃
. (1.7)
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Здесь 𝑎(𝑥′,0,ξ′,ξ𝑛) — сужение на границу однородного символа нулевой степе­

ни, обладающего свойством трансмиссии (см. определение 1.4) на многообразии

𝑀 . Через Π′
η𝑛

и Π′
ξ𝑛

здесь обозначены функционалы (1.1), действующие по пе­

ременным η𝑛 и ξ𝑛, соответственно.

Обозначим через ℬ(𝐿2(R+)⊕C) алгебру ограниченных операторов в про­
странстве 𝐿2(R+) ⊕ C.

Определение 1.5. Главным символом Буте де Монвеля нулевого порядка на­

зывается пара

σ = (σint,σ𝑋) ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑀)⊕ 𝐶∞(𝑇 *

0𝑋,ℬ(𝐻+ ⊕ C)),

в которой:

1) первая компонента называется внутренним символом и является однородной

функцией

σint ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑀), (1.8)

удовлетворяющей свойству трансмиссии (1.5);

2) вторая компонента называется граничным символом и является оператор­

функцией

σ𝑋 ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑋,ℬ(𝐻+ ⊕ C)) ≃ 𝐶∞(𝑇 *

0𝑋,ℬ(𝐻+ ⊕ C)) (1.9)

на кокасательном расслоении 𝑇 *
0𝑋 края 𝑋 без нулевого сечения. Функция

𝑎(𝑥′,0,ξ′,ξ𝑛) в формуле (1.7) называется главным символом граничного символа

𝑎𝑋 . Граничный символ (1.9) является скрученно однородным (см. определе­

ние 1.6 ниже);

3) выполнено условие согласования:

(σint(𝑥,ξ))|𝑋 = 𝑎(𝑥′,0,ξ′,ξ𝑛).

В работе [13, § 2.1.2.3, Proposition 1] было показано, что гладкие семейства

граничных символов (1.9) образуют алгебру. Обозначим эту алгебру через Σ𝑋 ⊂
𝐶∞(𝑇 *

0𝑋,ℬ(𝐻+ ⊕ C)).

Операторы Буте де Монвеля. Введем бесконечно гладкие срезающие

функции

χ1(ξ) =

{︃
0, при |ξ| ⩽ 1,

1, при |ξ| > 1 + ε
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и

χ2(ξ
′) =

{︃
0, при |ξ′| ⩽ 1,

1, при |ξ′| > 1 + ε.

при некотором фиксированном малом ε > 0.

Определение 1.6. Граничный символ σ𝑋(𝑥
′,ξ′) называется скрученно однород­

ным степени нуль при |ξ′| ⩾ 1, если ∀|ξ′| ⩾ 1, 𝑥′ ∈ 𝑋 и λ ⩾ 1 имеем

𝑎𝑋(𝑥
′,λξ′) = κλ𝑎𝑋(𝑥′,ξ′)κ−1

λ ,

где
κλ : 𝐻+ ⊕ C −→ 𝐻+ ⊕ C
(ℎ(ξ𝑛),𝑣) ↦−→ (λ−1/2ℎ(λ−1ξ𝑛), 𝑣)

— действие группы растяжений.

Умножим внутренний символ σint на срезающую функцию χ1(ξ). Полу­

чим символ на 𝑇 *𝑀. Аналогично граничный символ σ𝑋(𝑥
′,ξ′) умножим на

срезающую функцию χ2(ξ
′). Символу Буте де Монвеля σ нулевого порядка

сопоставим оператор

Op(σ) :

𝐿2(R𝑛
+)

⊕
𝐿2(R𝑛−1)

−→
𝐿2(R𝑛

+)

⊕
𝐿2(R𝑛−1)

(1.10)

по формуле (подробнее см. [13] или [11])

Op(σ)

(︃
𝑢

𝑣

)︃
=

⎛⎜⎜⎝(2π)−𝑛

�

R𝑛×R𝑛

+

𝑒𝑖(𝑥−𝑦)ξχ1(ξ)σint(𝑥,ξ)𝑢(𝑦)𝑑𝑦𝑑ξ

0

⎞⎟⎟⎠+

(2π)−(𝑛−1)

�

R𝑛−1×R𝑛−1

𝑒𝑖(𝑥
′−𝑦′)ξ′

(︃
ℱ−1
ξ𝑛→𝑥𝑛

0

0 1

)︃
χ2(ξ

′)σ𝑋(𝑥
′,ξ′)

(︃
ℱ𝑥𝑛→η𝑛 0

0 1

)︃(︃
𝑢(𝑥𝑛)

𝑣(𝑦′)

)︃
𝑑𝑦′𝑑ξ′,

(1.11)

где через ℱ𝑥𝑛→η𝑛 и ℱ−1
ξ𝑛→𝑥𝑛

обозначены прямое и обратное преобразования Фу­

рье. Оператор в формуле (1.11) называется оператором Буте де Монвеля.

Используя разбиение единицы на 𝑀, подчиненное покрытию координат­

ными картами, можно по символу построить краевую задачу на многообразии

𝑀 .
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Полученное линейное пространство операторов (1.10) нулевого порядка

и типа для краткости будем обозначать через Ψ𝐵(𝑀) ⊂ ℬ(𝐿2(𝑀) ⊕ 𝐿2(𝑋)),

где через ℬ обозначена алгебра ограниченных операторов на 𝐿2(𝑀) ⊕ 𝐿2(𝑋).

Справедливы следующие утверждения.

1. Линейное пространство операторов Ψ𝐵(𝑀) образует алгебру (см. [13;

37]).

2. Символьное отображение

Ψ𝐵(𝑀) −→ 𝐶∞(𝑆*𝑀)⊕ 𝐶∞(𝑆*𝑋,ℬ(𝐿2(R+)⊕ C))
𝒟 ↦−→ (σint(𝒟),σ𝑋(𝒟))

(1.12)

корректно определено и справедлива формула композиции символов

операторов Буте де Монвеля 𝒟1,𝒟2

σint(𝒟1𝒟2) = σint(𝒟1)σint(𝒟2),

σ𝑋(𝒟1𝒟2) = σ𝑋(𝒟1)σ𝑋(𝒟2).

Здесь через 𝑆*𝑀 = {(𝑥,ξ) ∈ 𝑇 *𝑀,|ξ| = 1} и 𝑆*𝑋 = {(𝑥′,ξ′) ∈
𝑇 *𝑋,|ξ′| = 1} обозначены косферические расслоения многообразия 𝑀

и края 𝑋.

3. Символьное отображение (1.12) непрерывно продолжается до мономор­

физма 𝐶*-алгебр

Ψ𝐵(𝑀)/𝒦 −→ 𝐶(𝑆*𝑀)⊕ 𝐶(𝑆*𝑋,ℬ(𝐿2(R+)⊕ C)),

где 𝒦 ⊂ ℬ(𝐿2(𝑀) ⊕ 𝐿2(𝑋)) — идеал компактных операторов, а замы­

кание Ψ𝐵(𝑀) рассматривается в ℬ(𝐿2(𝑀)⊕ 𝐿2(𝑋)).

Отметим, что отображения в пунктах 2 и 3 не являются сюръективными:

во-первых, внутренний и граничный символы удовлетворяют свойству (1.5),

во-вторых, они удовлетворяют определенным условиям согласования.

Действие группы и операторы сдвига. Фиксируем риманову метрику на

ориентированном многообразии 𝑀 размерности dim𝑀 = 𝑛.

Определение 1.7. Формой объема vol𝑀 на 𝑀 называется дифференциальная

форма степени 𝑛, определяемая формулой

vol𝑀 =
√︁
det(𝑔𝑖𝑗)𝑑𝑥1 ∧ ... ∧ 𝑑𝑥𝑛,

которая нигде не обращается в нуль. Здесь 𝑔𝑖𝑗 — метрический тензор на много­

образии 𝑀 , а символ ∧ обозначает операцию внешнего умножение.
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Пусть Γ — дискретная конечнопорожденная группа изометрий γ : 𝑀 →
𝑀 , сохраняющих край γ(𝑋) = 𝑋. Полагаем, что локальные координаты вблизи

края выбраны так, что 𝑥𝑛 — Γ-инвариантная в окрестности края функция. Для

элемента γ ∈ Γ определим оператор сдвига

𝑇γ : 𝐿
2(𝑀)⊕𝐿2(𝑋) −→ 𝐿2(𝑀)⊕𝐿2(𝑋), (𝑢(𝑥),𝑣(𝑥′)) ↦−→ (𝑢(γ−1(𝑥)),𝑣(γ−1(𝑥′))).

Этот оператор является унитарным, если мы наделим 𝐿2-пространства нор­

мами, определенными формами объема vol𝑀 и vol𝑋 , ассоциированными с

римановой метрикой, а именно

‖𝑢‖2𝐿2(𝑀,vol𝑀 ) =

�

𝑀

|𝑢|2vol𝑀 ,

‖𝑢‖2𝐿2(𝑋,vol𝑋) =

�

𝑋

|𝑢|2vol𝑋 .

Отображение γ ↦→ 𝑇γ определяет унитарное представление группы Γ на

𝐿2(𝑀) ⊕ 𝐿2(𝑋).

Опишем действия группы на алгебре операторовΨ𝐵(𝑀) и на их символах.

Дифференциал элемента γ ∈ Γ является отображением

𝑑γ : 𝑇𝑀 −→ 𝑇𝑀,

где 𝑇𝑀 — касательное расслоение многообразия 𝑀. Действия группы Γ на

многообразиях 𝑀 и 𝑋 поднимаются на кокасательные расслоения 𝑇 *𝑀 и 𝑇 *𝑋

с помощью кодифференциалов

𝜕γ = (𝑑γ𝑡)−1 : 𝑇 *𝑀 −→ 𝑇 *𝑀

соответствующих диффеоморфизмов (здесь 𝑑γ — дифференциал γ, а 𝑑γ𝑡 —

его двойственное отображение кокасательного расслоения). В случае, когда

диффеоморфизм γ линеен, дифференциал и кодифференциал действуют как

операторы умножения на матрицы.

Известно (см., напр., [28]), что композиция 𝑇γ𝒟𝑇−1
γ , где 𝒟 — оператор

Буте де Монвеля, а γ ∈ Γ, также является оператором Буте де Монвеля. Более

того, внутренний и граничный символы композиций 𝑇γ𝒟𝑇−1
γ равны

σint(𝑇γ𝒟𝑇−1
γ )(𝑥,ξ) = σint(𝒟)(𝜕γ−1(𝑥,ξ)),

σ𝑋(𝑇γ𝒟𝑇−1
γ )(𝑥′,ξ′) = σ𝑋(𝒟)(𝜕γ−1(𝑥′,ξ′)).
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Регуляризованный след на алгебре символов. Для работы с граничны­

ми символами операторов Буте де Монвеля напомним следующее определение.

Определение 1.8. [22, глава 2, §4] Отображение

tr′ : Σ𝑋 −→ 𝐶∞(𝑆*𝑋)

tr′ 𝑎𝑋(𝑥
′,ξ′) = Π′

η𝑛
𝑔(𝑥′,ξ′,η𝑛,η𝑛) + 𝑞(𝑥′,ξ′),

(1.13)

называется регуляризованным следом tr′ граничного символа 𝑎𝑋 ∈ Σ𝑋 , где

функции 𝑔, 𝑞 — компоненты граничного символа из формулы (1.7). Отображе­

ние (1.13) не обладает следовым свойством. Более точно, в работе [22, глава 2,

§4, Лемма 2.1] была получена следующая формула дефекта следа:

tr′[𝑎𝑋,1, 𝑎𝑋,2] = −𝑖Π′
(︂
𝜕𝑎1(ξ𝑛)

𝜕ξ𝑛
𝑎2(ξ𝑛)

)︂
= 𝑖Π′

(︂
𝑎1(ξ𝑛)

𝜕𝑎2(ξ𝑛)

𝜕ξ𝑛

)︂
(1.14)

для любых 𝑎𝑋,1, 𝑎𝑋,2 ∈ Σ𝑋 , где 𝑎1 и 𝑎2 — главные символы граничных символов

𝑎𝑋,1 и 𝑎𝑋,2 соответственно.

Символы и операторы произвольного порядка. Теперь рассмотрим сим­

волы Буте де Монвеля произвольного порядка 𝑚. Как и раньше, главный

символ — это пара

σ(𝒟) = (σint(𝒟),σ𝑋(𝒟)),

где внутренний символ

σint(𝒟) ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑀)

— гладкая функция на кокасательном расслоении многообразия 𝑀 без нуле­

вого сечения. Внутренний символ является однородной функцией степени 𝑚

и обладает свойством трансмиссии (1.5). Вторая компонента является опера­

тор-функцией

σ𝑋(𝒟) ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑋,ℬ(𝐻+ ⊕ C)) (1.15)

на кокасательном расслоении края 𝑋 без нулевого сечения, где ℬ — алгебра

непрерывных операторов, действующих в пространстве Фреше. Следуя [13],

определим следующие пространства: пространство многочленов 𝐻 ′ = C[ξ𝑛] и
пространство 𝐻 = 𝐻+ ⊕ 𝐻− ⊕ 𝐻 ′, а через 𝐻𝑑

− обозначим сумму пространства

𝐻− и пространства многочленов степени ⩽ 𝑑 − 1. Пусть компоненты операто­

ра (1.7) такие, что
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� 𝑏(𝑥′,ξ′,ξ𝑛) ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑋,𝐻𝑑

−);

� 𝑐(𝑥′,ξ′,ξ𝑛) ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑋,𝐻+);

� 𝑔(𝑥′,ξ′,ξ𝑛,η𝑛) ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑋,𝐻+ ⊗𝐻𝑑

−);

� 𝑞(𝑥′,ξ′) ∈ 𝐶∞(𝑇 *
0𝑋).

Граничные символы 𝑎𝑋 с элементами из пространств выше образуют линей­

ное пространство символов Буте де Монвеля порядка 𝑚 ∈ Z и типа 𝑑 ∈ Z+,

обозначаемое через Σ𝑚,𝑑
𝑋 .

Подставив эти символы в формулу (1.11) и склеивая соответствующие ло­

кальные операторы при помощи разбиения единицы, получим операторы Буте

де Монвеля на многообразии 𝑀

Op(σ) :

𝐶∞(𝑀)

⊕
𝐶∞(𝑋)

−→
𝐶∞(𝑀)

⊕
𝐶∞(𝑋)

порядка 𝑚 и типа 𝑑. Линейное пространство этих операторов будем обозначать

через Ψ𝑚,𝑑
BdM(𝑀,𝑋). Справедливо следующее утверждение о формуле компози­

ции операторов Буте де Монвеля (см. [13, § 2.3.3.2, Theorem 1]).

Предложение 1.9. Композиция 𝒟1𝒟2 операторов 𝒟1 ∈ Ψ𝑚1,𝑑1
BdM (𝑀,𝑋) и 𝒟2 ∈

Ψ𝑚2,𝑑2
BdM (𝑀,𝑋) лежит в пространстве Ψ𝑚,𝑑

BdM(𝑀,𝑋), где 𝑚 = 𝑚1 + 𝑚2, 𝑑 =

max (𝑚2 + 𝑑1,𝑑2), и справедливы формулы композиции

σint(𝒟1𝒟2) = σint(𝒟1)σint(𝒟2) и σ𝑋(𝒟1𝒟2) = σ𝑋(𝒟1)σ𝑋(𝒟2).

1.2 Скрещенные произведения

В данном параграфе дадим определения алгебраического и гладкого скре­

щенных произведений — основных объектов, используемых при исследовании

алгебр, ассоциированных с действием группы (см., напр., [60]).

Алгебраическое скрещенное произведение. Пусть группа Γ действует

на алгебре 𝒜 автоморфизмами. Напомним определения скрещенных произве­

дений (см., напр., [27]).

Определение 1.10. Алгебраическим скрещенным произведением алгебры 𝒜
и группы Γ, обозначаемым через 𝒜⋊alg Γ, называется векторное пространство
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функций 𝑓 : Γ → 𝒜 с компактным носителем, в котором произведение элемен­

тов {𝑓1(γ)} · {𝑓2(γ)} ∈ 𝒜⋊alg Γ определяется формулой

{𝑓1(γ)} · {𝑓2(γ)} =

{︃ ∑︁
γ1γ2=γ

𝑓1(γ1)γ1(𝑓2(γ2))

}︃
. (1.16)

Правая часть в формуле (1.16) является элементом в скрещенном произ­

ведении 𝒜⋊algΓ. Это произведение наделяет пространство 𝒜⋊algΓ структурой

ассоциативной алгебры. Сумма в (1.16) является конечной в том смысле, что

только конечное число слагаемых отлично от нуля.

Напомним некоторые определения из теории групп (см., напр., [49]). Пусть

Γ — дискретная конечнопорожденная группа.

Определение 1.11. Пусть 𝐹 — порождающее множество группы Γ. Длиной

|γ| элемента γ ∈ Γ в словесной метрике называется минимальное количество

множителей в представлении элемента γ, выраженном в виде конечного произ­

ведения элементов из множества 𝐹 и обратных к ним.

Определение 1.12. Группа Γ называется группой степенного роста в смысле

Громова (см. [40]), если существуют такие 𝑚 > 0 и 𝐶 > 0, что

#{γ ∈ Γ : |γ| ⩽ 𝑛} ⩽ 𝐶𝑛𝑚, ∀𝑛 ∈ N.

Так, например, группами степенного роста являются группа целых чисел

Z и группа Z𝑛. Группой не степенного роста будет свободная группа с более

чем двумя образующими.

Гладкое скрещенное произведение.

Определение 1.13. Алгеброй Фреше 𝒜 называется пространство Фреше, на­

деленное структурой алгебры, в которой операция умножения (𝑎,𝑏) ↦−→ 𝑎𝑏,

∀𝑎,𝑏 ∈ 𝒜, является непрерывной по паре аргументов.

Теперь напомним определение гладкого скрещенного произведения. Пусть

𝒜 — алгебра Фреше с полунормами ‖ · ‖𝑚, 𝑚 ∈ N, а Γ — группа степенного

роста, действующая на алгебре 𝒜 непрерывными автоморфизмами 𝑎 ↦→ γ(𝑎),

где 𝑎 ∈ 𝒜 и γ ∈ Γ.
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Определение 1.14. Гладким скрещенным произведением, обозначаемым через

𝒜⋊Γ, называется векторное пространство функций 𝑓 : Γ → 𝒜, которые быстро
убывают на бесконечности в смысле выполнения следующих оценок:

‖𝑓(γ)‖𝑚 ⩽ 𝐶𝑚,𝑁(1 + |γ|)−𝑁

для любых 𝑁,𝑚 ∈ N и γ ∈ Γ, где константа 𝐶𝑚,𝑁 не зависит от элемента γ.

Рассмотрим следующее свойство действия группы Γ на алгебре 𝒜: для
𝑚 ∈ N существует число 𝑘 ∈ N и такой вещественный многочлен 𝑝(𝑧), что для

любых 𝑎 ∈ 𝒜 и γ ∈ Γ выполнено неравенство:

‖γ(𝑎)‖𝑚 ⩽ 𝑝(|γ|)‖𝑎‖𝑘. (1.17)

Утверждается, что в формуле (1.17) можно взять 𝑝(𝑧) = Const, зависящий толь­

ко от 𝑚 и можно выбрать 𝑘 = 𝑚. Из этой компактности следует равномерная

оценка ‖γ(𝑎)‖𝑚 ⩽ 𝐶‖𝑎‖𝑚 ∀γ ∈ Γ.

Следующая лемма утверждает, что гладкое скрещенное произведение об­

разует алгебру.

Лемма 1.15. [56, Corollary 7.16] Пусть Γ — группа степенного роста, для

действия которой выполнено неравенство (1.17). Тогда гладкое скрещенное

произведение 𝒜 ⋊ Γ является алгеброй с умножением, определенным форму­

лой (1.16).
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Глава 2. Формула индекса в случае изометрического действия

группы

Настоящая глава посвящена формуле индекса операторов Буте де Мон­

веля, ассоциированных с изометрическим действием группы. В §2.1 строятся

характеристические классы символов операторов Буте де Монвеля, а имен­

но, большая часть параграфа посвящена построению характера Черна. С его

помощью дается формула индекса рассматриваемых операторов. Полученная

формула, однако, является достаточно громоздкой, поэтому дополнительно рас­

сматривается частный случай, когда эта формула может быть упрощена. А

именно, в §2.2 в качестве примера рассматриваются операторы Буте де Монве­

ля, скрученные проекторами. Формула индекса таких операторов выражается

в терминах эквивариантного характера Черна и характера Черна проекторов.

Приведено вычисление индекса скрученного оператора Эйлера.

2.1 Формула индекса

В данном разделе рассматриваются операторы Буте де Монвеля, ассоции­

рованные с изометрическим действием группы. Для простоты изложения будем

рассматривать операторы нулевого порядка и типа. Случай, когда порядок и

тип ненулевые, будет оговорен отдельно. Результаты данного парагарафа опуб­

ликованы в статье [33].

2.1.1 Γ-операторы Буте де Монвеля. Теорема о фредгольмовости

Пусть𝑀 — гладкое компактное многообразие размерности 𝑛 с краем 𝑋, а

Γ — дискретная конечнопорожденная группа изометрий γ : 𝑀 → 𝑀 , которые

сохраняют край γ(𝑋) = 𝑋. Группа Γ является группой степенного роста в смыс­

ле определения 1.12. Тогда группа Γ действует автоморфизмами на алгебрах

Фреше 𝐶∞(𝑆*𝑀),Σ𝑋 и Ψ𝐵(𝑀) и определены следующие гладкие скрещенные

произведения: 𝐶∞(𝑆*𝑀) ⋊ Γ,Σ𝑋 ⋊ Γ и Ψ𝐵(𝑀) ⋊ Γ.
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Определение 2.1. Элементы {𝒟γ}γ∈Γ в гладком скрещенном произведении

Ψ𝐵(𝑀)⋊ Γ определяют операторы

𝒟 =
∑︁
γ∈Γ

𝒟γ𝑇γ : 𝐿2(𝑀)⊕ 𝐿2(𝑋) → 𝐿2(𝑀)⊕ 𝐿2(𝑋), (2.1)

которые называются Γ-операторами Буте де Монвеля.

Определение 2.2. Символом оператора (2.1) называется пара

σ(𝒟) = (σint(𝒟),σ𝑋(𝒟)),

состоящая из внутреннего и граничного символов

σint(𝒟) = {σ(𝐴γ)}γ∈Γ ∈ 𝐶∞(𝑆*𝑀)⋊ Γ,

σ𝑋(𝒟) = {σ𝑋(𝒟γ)}γ∈Γ ∈ Σ𝑋 ⋊ Γ,
(2.2)

где 𝐴γ — оператор в левом верхнем углу матричного оператора 𝒟γ.

Операторы (2.1) образуют ассоциативную алгебру, а для символов (2.2)

аналогично предложению 1.9 справедлива формула композиции:

Предложение 2.3. Пусть даны операторы 𝒟1,𝒟2 ∈ Ψ𝐵(𝑀) ⋊ Γ, тогда спра­

ведливы формулы

σint(𝒟1𝒟2) = σint(𝒟1)σint(𝒟2) и σ𝑋(𝒟1𝒟2) = σ𝑋(𝒟1)σ𝑋(𝒟2).

Операторы, действующие между образами проекторов. Рассмотрим

операторы Буте де Монвеля, действующие между образами матричных проек­

торов (см., напр., [21; 52]).

Определение 2.4. Матричным Γ-оператором Буте де Монвеля называется

такая тройка (𝒟,𝒫1,𝒫2), что

� 𝒟 ∈ Mat𝑁(Ψ𝐵(𝑀) ⋊ Γ) — матрица с компонентами из скрещенного

произведения Ψ𝐵(𝑀)⋊ Γ;

� 𝒫𝑗 ∈ Mat𝑁((𝐶
∞(𝑀)⊕ 𝐶∞(𝑋))⋊ Γ), 𝑗 = 1,2, — матричные проекторы,

т.е. выполнено соотношение (𝒫𝑗)
2 = 𝒫𝑗, 𝑗 = 1,2;

� выполнено соотношение 𝒫2𝒟𝒫1 = 𝒟.
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Теперь определим оператор

𝒟 : 𝒫1(𝐿
2(𝑀,C𝑁)⊕ 𝐿2(𝑋,C𝑁)) −→ 𝒫2(𝐿

2(𝑀,C𝑁)⊕ 𝐿2(𝑋,C𝑁)), (2.3)

действующий между образами проекторов в пространствах 𝐿2. Оператор (2.3)

будем обозначать через (𝒟,𝒫1,𝒫2).

Определение 2.5. Оператор (𝒟,𝒫1,𝒫2) называется эллиптическим, если су­

ществует такой матричный оператор (ℛ,𝒫2,𝒫1), что выполнены следующие

равенства

σ(𝒟)σ(ℛ) = σ(𝒫2), σ(ℛ)σ(𝒟) = σ(𝒫1). (2.4)

Напомним следующую теорему

Теорема 2.6 (Никольский, Аткинсон). Пусть 𝐻1, 𝐻2 — гильбертовы про­

странства. Линейный ограниченный оператор 𝐴 : 𝐻1 → 𝐻2 фредгольмов

тогда и только тогда, когда существует такой линейный ограниченный опе­

ратор 𝑅 : 𝐻2 → 𝐻1, что

𝑅𝐴 = 1 +𝐾1, 𝐴𝑅 = 1 +𝐾2,

где 𝐾1, 𝐾2 — компактные операторы.

Теорема 2.7. Эллиптический оператор (2.3) фредгольмов.

Доказательство. Доказательство является стандартным (см., напр., [27]).

Γ-условие Шапиро–Лопатинского. В теории классических краевых за­

дач эллиптичность описывается условием Шапиро–Лопатинского. В случае

краевых задач, ассоциированных с действием группы это условие необходимо

модифицировать. Опишем эту модификацию. Для этого рассмотрим нелокаль­

ную краевую задачу ⎧⎪⎨⎪⎩
𝐷𝑢 = 𝑓 на 𝑀,∑︁

0⩽𝑗<𝑑

𝐵𝑗
𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑥𝑗𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑛=0

= 𝑔 на 𝑋,
(2.5)

где

𝐷 =
∑︁
γ∈Γ

𝐷γ𝑇γ, ord𝐷 = 𝑑,𝐵𝑗 =
∑︁
γ∈Γ

𝐵𝑗γ𝑇γ, ord𝐵𝑗 = 𝑏− 𝑗.
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Здесь {𝐷γ} — дифференциальные операторы на 𝑀 и {𝐵𝑗γ} — дифференциаль­

ные операторы на 𝑋. Функции 𝑢,𝑓,𝑔 являются элементами пространств

𝑢 ∈ 𝑃1𝐻
𝑠(𝑀,C𝑁), 𝑓 ∈ 𝑃2𝐻

𝑠−𝑑(𝑀,C𝑁), 𝑔 ∈ 𝑃3𝐻
𝑠−𝑏−1/2(𝑋,C𝑁𝑑),

где 𝑃1,𝑃2 — 𝑁 × 𝑁 матричные проекторы над 𝐶∞(𝑀) ⋊ Γ, а 𝑃3 — 𝑁𝑑 × 𝑁𝑑

матричный проектор над 𝐶∞(𝑋)⋊Γ. Реализуем задачу (2.5) в виде следующего

оператора (ср. с оператором (2.3)):

(𝐷,𝐵) : 𝑃1𝐻
𝑠(𝑀,C𝑁) → 𝑃2𝐻

𝑠−𝑑(𝑀,C𝑁)⊕ 𝑃3𝐻
𝑠−𝑏−1/2(𝑋,C𝑁𝑑) (2.6)

𝑢 ↦−→

⎛⎝𝐷𝑢,
∑︁
0⩽𝑗<𝑑

𝐵𝑗
𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑥𝑗𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑛=0

⎞⎠.

Здесь мы полагаем, что 𝐷 = 𝑃2𝐷𝑃1 и 𝑃3𝐵 = 𝐵, где 𝐵 = (𝐵0,...,𝐵𝑑−1).

Отметим, что в локальном случае, т.е., когда операторы 𝐷,𝐵𝑗,𝑃𝑗 не

содержат операторов сдвига 𝑇γ для γ ̸= 𝑒, задача (2.6) является классиче­

ской краевой задачей. Дадим условия эллиптичности задачи (2.6), которые

обобщают условие Шапиро–Лопатинского. Для этого запишем задачу (2.5) в

окрестности края в виде⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∑︁
γ∈Γ

𝐷γ

(︂
𝑥𝑛,−𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑛
, 𝑥′,−𝑖

𝜕

𝜕𝑥′

)︂
𝑇γ𝑢 = 𝑓,

∑︁
𝑗

∑︁
γ∈Γ

𝐵𝑗γ

(︂
𝑥′,−𝑖

𝜕

𝜕𝑥′

)︂
𝑇γ

𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑥𝑗𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑛=0

= 𝑔.
(2.7)

Для того, чтобы сформулировать условие Шапиро–Лопатинского для

задачи (2.7), определим аналог расслоения Кальдерона в этой ситуации. Опре­

делим для простоты гладкое скрещенное произведение 𝒜 = 𝐶∞(𝑆*𝑋) ⋊ Γ и

рассмотрим однородную систему линейных однородных дифференциальных

уравнений

σ(𝐷)

(︂
0,−𝑖

𝑑

𝑑𝑥𝑛
,𝑥′,ξ′

)︂
𝑢(𝑥𝑛) = 0, (2.8)

где 𝑢 ∈ 𝐶∞(R,𝒜 ⊗ C𝑁). Положим, что тройка (𝐷,𝑃1,𝑃2) является внутренне

эллиптической (это значит, что соотношение (2.4) справедливо для внутренних

символов этих операторов). Тогда решение 𝑢 ∈ 𝑃1𝐶
∞(R,𝒜⊗C𝑁) системы (2.8)

стремится к нулю или при 𝑥𝑛 → +∞ или при 𝑥𝑛 → −∞. Более того, только

решение 𝑢(𝑥𝑛) ≡ 0 стремится к нулю при 𝑥𝑛 → ∞ и 𝑥𝑛 → −∞. Обозначим
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через 𝐿±(𝐷) подпространство данных Коши решений системы уравнений (2.8),

которые стремятся к нулю при 𝑥𝑛 → ±∞:

𝐿±(𝐷) =

{︃
𝑊 = (𝑊0,...𝑊𝑑−1) ∈ 𝑃1(𝒜⊗ C𝑁)⊗ C𝑑

⃒⃒⃒⃒
∃𝑢 ∈ 𝑃1𝐶

∞(R,𝒜⊗ C𝑁),

σ(𝐷)

(︂
0,−𝑖

𝑑

𝑑𝑥𝑛
,𝑥′,ξ′

)︂
𝑢(𝑥𝑛) = 0, 𝑢(𝑥𝑛) → 0 при 𝑥𝑛 → ±∞,𝑊𝑗 =

𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑥𝑗𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑛=0

}︃
.

Тогда 𝐿±(𝐷) ⊂ 𝒜⊗ C𝑁𝑑 — правые 𝒜-модули. Обозначим через 𝑄 ∈ Mat𝑁𝑑(𝒜)

проектор, определяющий модуль 𝐿+(𝐷).

Определение 2.8. Задача (2.7) с внутренне эллиптической тройкой (𝐷,𝑃1,𝑃2)

удовлетворяет условию Шапиро–Лопатинского, если тройка (σ(𝐵),𝑄,𝑃3) эллип­

тична на 𝑆*𝑀 , т.е. существует такая тройка (σ(𝐶),𝑃3,𝑄), что σ(𝐶)σ(𝐵) = σ(𝑄),

σ(𝐵)σ(𝐶) = σ(𝑃3) в Mat𝑁𝑑
(𝐶∞(𝑆*𝑋)⋊ Γ).

Теорема 2.9. Пусть оператор 𝐷 : 𝑃1𝐻
𝑠(𝑀,C𝑁) → 𝑃2𝐻

𝑠−𝑑(𝑀,C𝑁) в задаче

(2.5) эллиптичен и выполнено условие Шапиро–Лопатинского (в смысле опре­

деления 2.8). Тогда оператор (2.6) фредгольмов.

2.1.2 Когомологии де Рама многообразий с расслоенным краем

В данном параграфе вводятся комплексы де Рама многообразий с рассло­

енным краем и их группы когомологий. Дадим необходимые определения.

Определение 2.10. Пусть 𝑀 — гладкое многообразие с границей 𝜕𝑀 . Будем

считать, что граница является тотальным пространством локально тривиаль­

ного расслоения π : 𝜕𝑀 → 𝑋 со слоем 𝐹 . Тогда пара (𝑀,π) называется

многообразием с расслоенным краем.

Предположим, что многообразия 𝑀 и 𝑋 являются ориентированными,

а их ориентации согласованы с ориентацией слоев следующим образом. Обо­

значим 𝑛 = dim𝑀 и выберем как положительно ориентированную форму

(−1)𝑛𝑑𝑡1 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑡ν ∧ 𝑑𝑦1 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑦𝑘 ∧ 𝑑𝑥𝑛, где 𝑡1, . . . ,𝑡ν — некоторые поло­

жительно ориентированные координаты на слое, 𝑦1, . . . ,𝑦𝑛−ν−1 — некоторые

положительно ориентированные координаты на крае 𝑋, а 𝑥𝑛 ⩾ 0 — опреде­

ляющая функция края.
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Обозначим через Ω*(𝑀) алгебру дифференциальных форм на многообра­

зии𝑀, а через Ω*
𝑐(𝜕𝑀) алгебру дифференциальных форм на 𝜕𝑀 с компактным

носителем. Вложение 𝑖 : 𝜕𝑀 →˓ 𝑀 индуцирует отображение сужения

𝑖* : Ω*(𝑀) → Ω*(𝜕𝑀)

дифференциальных форм на границу. Проекция π определяет индуцированное

вложение π* : Ω*(𝑋) → Ω*(𝜕𝑀) и отображение

π* : Ω
*
𝑐(𝜕𝑀) −→ Ω*−ν

𝑐 (𝑋), ν = dim𝐹, (2.9)

интегрирования по слоям дифференциальных форм с компактным носителем

над слоем 𝐹 (см., напр., [32]). Здесь мы полагаем, что слои расслоения π име­

ют ориентацию, непрерывно зависящую от точки базы. Напомним определение

интеграла, используемого в формуле (2.9) (см., напр., [8, §6]).

Для простоты будем полагать, что многообразия 𝑋 и 𝜕𝑀 ориентированы,

а ориентация границы 𝜕𝑀 дается ориентацией слоев и базы.

Определение 2.11. Пусть дана форма ω ∈ Ω𝑘
𝑐 (𝜕𝑀). Ее интеграл по слою

расслоения π : 𝜕𝑀 → 𝑋 является такой дифференциальной формой π*ω ∈
Ω𝑘−ν

𝑐 (𝑋), что �

𝑋

(︁
π*ω

)︁
∧ω1 =

�

𝜕𝑀

ω ∧ π*ω1

для любых дифференциальных форм ω1 на 𝑋.

Справедливы следующие свойства:

1. π*(ω∧π*ω1) = (π*ω)∧ω1 для любых формω ∈ Ω𝑘
𝑐 (𝜕𝑀),ω1 ∈ Ω𝑙

𝑐(𝑋);

2. 𝑑(π*ω) = (−1)νπ*(𝑑ω) для любых формω ∈ Ω𝑘
𝑐 (𝜕𝑀), где 𝑑— внешний

дифференциал на алгебре дифференциальных форм Ω𝑘
𝑐 (𝜕𝑀) с ком­

пактным носителем.

Рассмотрим градуированный морфизм

(Ω*
𝑐(𝑀),𝑑)

π*𝑖
*

−→ (Ω*−ν
𝑐 (𝑋),𝑑), 𝑑π*𝑖

* = (−1)νπ*𝑖
*𝑑 (2.10)

комплексов де Рама на 𝑀 и 𝑋. Обозначим конус морфизма π*𝑖
* через

(Ω*
𝑐(𝑀,π),𝜕), где

Ω𝑗
𝑐(𝑀,π) = Ω𝑗

𝑐(𝑀)⊕ Ω𝑗−ν−1
𝑐 (𝑋), 𝜕 =

(︃
𝑑 0

π*𝑖
* (−1)ν+1𝑑

)︃
. (2.11)
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Матрица 𝜕 выше в самом деле является дифференциалом, поскольку

𝜕2 =

(︃
𝑑2 0

π*𝑖
*𝑑+ (−1)ν+1𝑑(π*𝑖

*) (−1)2ν+2𝑑2

)︃
=

=

(︃
0 0

π*𝑖
*𝑑+ (−1)ν+1𝑑π*𝑖

* 0

)︃
= 0.

Последнее равенство следует из уравнения (2.10). Группы когомологий комплек­

са (Ω*
𝑐(𝑀,π),𝜕) будем обозначать через 𝐻*

𝑐 (𝑀,π).

Также рассмотрим комплекс (̃︀Ω*(𝑀,π),̃︀𝜕):
̃︀Ω𝑗(𝑀,π) = {(ω,ω𝑋) ∈ Ω𝑗(𝑀)⊕Ω𝑗(𝑋) | 𝑖*ω = π*ω𝑋}, ̃︀𝜕 =

(︃
𝑑 0

0 𝑑

)︃
. (2.12)

Отметим, что 𝑑𝑖*ω = 𝑑π*ω𝑋 , поскольку 𝑖*ω = π*ω𝑋 . Следовательно, 𝑖
*𝑑ω =

π*𝑑ω𝑋 , поскольку 𝑖* и π* — индуцированные отображения на дифференциаль­

ных формах. Следовательно, дифференциал ̃︀𝜕 корректно определен. Обозначим
группы когомологий комплекса (̃︀Ω*(𝑀,π),̃︀𝜕) через ̃︀𝐻*(𝑀,π).

Покомпонентное внешнее произведение дифференциальных форм дает

произведение

∧ : Ω𝑗
𝑐(𝑀,π)× ̃︀Ω𝑘(𝑀,π) −→ Ω𝑗+𝑘

𝑐 (𝑀,π). (2.13)

Предложение 2.12. Для произведения (2.13) справедливо правило Лейбница

𝜕(𝑎 ∧ 𝑏) = 𝜕𝑎 ∧ 𝑏+ (−1)𝑗𝑎 ∧ ̃︀𝜕𝑏, 𝑎 ∈ Ω𝑗
𝑐(𝑀,π), 𝑏 ∈ ̃︀Ω𝑘(𝑀,π). (2.14)

Доказательство. В самом деле, запишем формы 𝑎 ∈ Ω𝑗
𝑐(𝑀,π) и 𝑏 ∈ ̃︀Ω𝑘(𝑀,π)

в виде

𝑎 =

(︃
ω

ω𝑋

)︃
и 𝑏 =

(︃
ω′

ω′
𝑋

)︃
.
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Тогда имеем

𝜕(𝑎 ∧ 𝑏) = 𝜕

(︃
ω ∧ω′

ω𝑋 ∧ω′
𝑋

)︃
=

(︃
𝑑(ω ∧ω′)

π*𝑖
*(ω ∧ω′) + (−1)ν+1𝑑(ω𝑋 ∧ω′

𝑋)

)︃
=

=

(︃
𝑑ω ∧ω′ + (−1)𝑗ω ∧ 𝑑ω′

π*(𝑖
*ω ∧ 𝑖*ω′) + (−1)ν+1𝑑ω𝑋 ∧ω′

𝑋 + (−1)ν+1(−1)𝑗−ν−1ω𝑋 ∧ 𝑑ω′
𝑋

)︃
=

=

(︃
𝑑ω ∧ω′

π*𝑖
*(ω) ∧ω′

𝑋 + (−1)ν+1𝑑ω𝑋 ∧ω′
𝑋

)︃
+

(︃
(−1)𝑗ω ∧ 𝑑ω′

(−1)𝑗ω𝑋 ∧ 𝑑ω′
𝑋

)︃
=

= 𝜕

(︃
ω

ω𝑋

)︃
∧

(︃
ω′

ω′
𝑋

)︃
+ (−1)𝑗

(︃
ω

ω𝑋

)︃
∧ ̃︀𝜕(︃ ω′

ω′
𝑋

)︃
.

Из правила Лейбница (2.14) следует, что операция ∧ определяет произ­

ведение в когомологиях

∧ : 𝐻𝑗
𝑐 (𝑀,π)× ̃︀𝐻𝑘(𝑀,π) −→ 𝐻𝑗+𝑘

𝑐 (𝑀,π). (2.15)

Определим линейный функционал (интегрирование по фундаментально­

му циклу)

⟨·,[𝑀,π]⟩ : 𝐻*
𝑐 (𝑀,π) −→ C

(ω,ω𝑋) ↦−→
�

𝑀

ω− (−1)𝑛
�

𝑋

ω𝑋 .
(2.16)

Предложение 2.13. Функционал (2.16) корректно определен.

Доказательство. Для того, чтобы показать, что этот функционал корректно

определен, достаточно показать, что он обращается в нуль на точных формах.

Выберем дифференциальные формы с компактным носителем

ω = 𝑓(𝑡,𝑦,𝑥𝑛)𝑑𝑡1 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑦𝑛−ν−1, ω𝑋 = 𝑔(𝑦)𝑑𝑦1 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑦𝑛−ν−1
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и вычислим значение функционала (2.16) от дифференциала 𝜕 пары этих форм

⟨𝜕(ω,ω𝑋),[𝑀,π]⟩ =
�

𝑀

𝑑ω− (−1)𝑛
�

𝑋

(︀
π*𝑖

*ω+ (−1)ν+1𝑑ω𝑋

)︀
=

=

�

𝜕𝑀

𝑖*ω− (−1)𝑛
�

𝑋

(π*𝑖
*ω) = (−1)𝑛

�

Rν×R𝑛−ν−1

𝑓(𝑡,𝑦,0)𝑑𝑡1...𝑑𝑦𝑛−ν−1−

− (−1)𝑛
�

R𝑛−ν−1

⎛⎝�

Rν

𝑓(𝑡,𝑦,0)𝑑𝑡1...𝑑𝑡ν

⎞⎠ 𝑑𝑦1...𝑑𝑦𝑛−ν−1 = 0.

Изоморфизм Тома. Граница 𝜕(𝑇 *𝑀) ≃ 𝑇 *𝑋 × R кокасательного рас­

слоения 𝑇 *𝑀 расслоена над 𝑇 *𝑋 со слоем R. Обозначим соответствующую

проекцию через π : 𝜕(𝑇 *𝑀) → 𝑇 *𝑋, а вложение 𝜕(𝑇 *𝑀) ⊂ 𝑇 *𝑀 через 𝑖.

Проекция π определяет отображение

π* : Ω
*
𝑐(𝜕(𝑇

*𝑀)) −→ Ω*−1
𝑐 (𝑇 *𝑋) (2.17)

интегрирования дифференциальных форм с компактным носителем вдоль сло­

ев проекции π.

Рассмотрим комплекс (Ω*
𝑐(𝑇

*𝑀,π),𝜕):

Ω𝑘
𝑐 (𝑇

*𝑀,π) = {(ω,ω𝑋) ∈ Ω𝑘
𝑐 (𝑇

*𝑀)⊕ Ω𝑘−2
𝑐 (𝑇 *𝑋)}, 𝜕 =

(︃
𝑑 0

π*𝑖
* 𝑑

)︃
. (2.18)

Когомологии этого комплекса обозначим через 𝐻*(𝑇 *𝑀,π).

Также рассмотрим комплекс

Ω𝑘(𝑀,id) = {(ω,ω𝑋) ∈ Ω𝑘(𝑀)⊕ Ω𝑘−1(𝑋)}, 𝜕′ =

(︃
𝑑 0

𝑗* −𝑑

)︃
,

где отображение 𝑗 : 𝑋 →˓ 𝑀 означает естественное вложение края. Его когомо­

логии совпадают с относительными когомологиями 𝐻*(𝑀,𝑋) пары (𝑀,𝑋).

Предположим, что многообразие 𝑀 ориентировано, а край 𝑋 наделен

индуцированной ориентацией как граница 𝑀 . Определим отображение

Ω*(𝑇 *𝑀,π)
α−→ Ω*−𝑛(𝑀,id),

α(ω,ω𝑋) =
(︀
π𝑀* ω,−π𝑋* ω𝑋

)︀
,

𝑛 = dim𝑀, (2.19)
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где интегрирование производится вдоль слоев проекций

π𝑀 : 𝑇 *𝑀 −→ 𝑀, π𝑋 : 𝑇 *𝑋 −→ 𝑋.

Следующая лемма устанавливает взаимосвязь между двумя указанными

выше комплексами.

Лемма 2.14. Диаграмма

. . . −→ Ω𝑘(𝑇 *𝑀,π)
𝜕−→ Ω𝑘+1(𝑇 *𝑀,π) −→ . . .

α ↓ ↓α

. . . −→ Ω𝑘−𝑛(𝑀,id)
𝜕′

−→ Ω𝑘+1−𝑛(𝑀,id) −→ . . .

(2.20)

коммутативна с точностью до знака.

Доказательство. Нам нужно доказать, что(︃
𝑑 0

𝑗* −𝑑

)︃
α

(︃
ω

ω𝑋

)︃
= ±α

(︃
𝑑 0

π*𝑖
* 𝑑

)︃(︃
ω

ω𝑋

)︃
, ∀(ω,ω𝑋) ∈ Ω𝑘(𝑇 *𝑀,π).

Это следует из трех равенств

𝑑π𝑀* ω = (−1)𝑛π𝑀* 𝑑ω,

𝑑π𝑋* ω𝑋 = (−1)𝑛−1π𝑋* 𝑑ω𝑋 = −(−1)𝑛π𝑋* 𝑑ω𝑋 ,

𝑗*π𝑀* ω = (−1)𝑛−1π𝑋* π*𝑖
*ω = −(−1)𝑛π𝑋* π*𝑖

*ω.

Из леммы 2.14 следует, что отображение α индуцирует гомоморфизм в

когомологиях.

Определение 2.15. Отображение

α : 𝐻*(𝑇 *𝑀,π) −→ 𝐻*−𝑛(𝑀,𝑋). (2.21)

называется изоморфизмом Тома.

Докажем, что оно в самом деле является изоморфизмом.

Предложение 2.16. Отображение (2.21) является изоморфизмом.
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Доказательство. Короткая точная последовательность комплексов

0 −→ Ω*−1(𝑋) −→ Ω*(𝑀,𝑋) −→ Ω*(𝑀) −→ 0

ω𝑋 ↦−→ (0,ω𝑋)

(ω,ω𝑋) ↦−→ ω

дает длинную точную последовательность в когомологиях

· · · −→ 𝐻*−1(𝑀)
𝑗*−→ 𝐻*−1(𝑋) −→ 𝐻*(𝑀,𝑋) −→ 𝐻*(𝑀)

𝑗*−→ 𝐻*(𝑋) −→ . . .

Короткая точная последовательность комплексов

0 −→ Ω*−2
𝑐 (𝑇 *𝑋) −→ Ω*(𝑇 *𝑀,π) −→ Ω*

𝑐(𝑇
*𝑀) −→ 0

ω𝑋 ↦−→ (0,ω𝑋)

(ω,ω𝑋) ↦−→ ω

дает длинную точную последовательность в когомологиях

· · · −→ 𝐻*−1
𝑐 (𝑇 *𝑀)

π*𝑖
*

−→ 𝐻*−2
𝑐 (𝑇 *𝑋) −→ 𝐻*(𝑇 *𝑀,π)

−→ 𝐻*
𝑐 (𝑇

*𝑀)
π*𝑖

*

−→𝐻*−1
𝑐 (𝑇 *𝑋) −→ . . . .

Рассмотрим эти длинные точные последовательности как строки в диаграмме

𝐻*−1
𝑐 (𝑇 *𝑀)−→𝐻*−2

𝑐 (𝑇 *𝑋)−→𝐻*(𝑇 *𝑀,π)−→𝐻*
𝑐 (𝑇

*𝑀)−→𝐻*−1
𝑐 (𝑇 *𝑋)

↓π𝑀* ↓π𝑋* ↓α ↓π𝑀* ↓π𝑋*
𝐻*−𝑛−1(𝑀)−→𝐻*−𝑛−1(𝑋)−→𝐻*−𝑛(𝑀,𝑋)−→𝐻*−𝑛(𝑀)−→ 𝐻*−𝑛(𝑋).

(2.22)

Прямое вычисление показывает, что эта диаграмма коммутативна с точностью

до знака. Здесь все вертикальные отображения кроме α являются изомор­

физмами (обратными к изоморфизму Тома) на 𝑀 и на 𝑋. По лемме о пяти

гомоморфизмах отображение α является изоморфизмом.

Предложение 2.16 доказано.

2.1.3 Характер Черна эллиптических символов

В этом разделе определим характер Черна символов эллиптических опера­

торов (2.3). Это определение использует некоммутативные дифференциальные

формы на кокасательных расслоениях 𝑇 *𝑀 и 𝑇 *𝑋, которые будут определе­

ны ниже.
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Некоммутативные дифференциальные формы. Пусть 𝐶∞
𝑡𝑟 (𝑇

*𝑀) ⊂
𝐶∞(𝑇 *𝑀) — подалгебра классических символов порядка ⩽ 0, которые удовле­

творяют свойству трансмиссии (см. (1.5)). Пусть Ω𝑇 *𝑀 ⊂ Ω(𝑇 *𝑀) — подалгебра

дифференциальных форм на 𝑇 *𝑀 с коэффициентами из 𝐶∞
𝑡𝑟 (𝑇

*𝑀).

Обозначим через ̃︀Σ𝑋 ⊂ 𝐶∞(𝑇 *𝑋,ℬ(𝐻+ ⊕ C)) подалгебру таких семейств

операторов 𝑎𝑋(𝑥
′,ξ′), (𝑥′,ξ′) ∈ 𝑇 *𝑋, что семейство 𝑎𝑋(𝑥

′,ξ′) определяется как

в формуле (1.6), где

� 𝑏 ∈ 𝐶∞(𝑇 *𝑋,𝐻−),

� 𝑐 ∈ 𝐶∞(𝑇 *𝑋,𝐻+),

� 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑇 *𝑋,𝐻+ ⊗𝐻−),

� 𝑞(𝑥′,ξ′) ∈ 𝐶∞(𝑇 *𝑋),

а функция 𝑎(𝑥′,0,ξ′,ξ𝑛) является сужением на границу 𝜕(𝑇 *𝑀) ≃ 𝑇 *𝑋 × R
символа 𝑎(𝑥′,𝑥𝑛,ξ

′,ξ𝑛) ∈ 𝐶∞
𝑡𝑟 (𝑇

*𝑀).

Обозначим через Ω𝑇 *𝑋 ⊂ Ω(𝑇 *𝑋,ℬ(𝐻+⊕C)) подалгебру дифференциаль­
ных форм на 𝑇 *𝑋 с коэффициентами в ̃︀Σ𝑋 . Рассмотрим действие группы Γ

на алгебрах Фреше Ω𝑇 *𝑀 и Ω𝑇 *𝑋 дифференциальных форм и соответствующие

гладкие скрещенные произведения

Ω𝑇 *𝑀 ⋊ Γ и Ω𝑇 *𝑋 ⋊ Γ.

Эти скрещенные произведения являются дифференциальными градуирован­

ными алгебрами относительно градуировок, определенных градуировками

дифференциальных форм и дифференциалов, определенных внешними диф­

ференциалами дифференциальных форм

𝑑 : Ω*(𝑇 *𝑀)⋊ Γ −→ Ω*+1(𝑇 *𝑀)⋊ Γ

𝑑′ : Ω*(𝑇 *𝑋)⋊ Γ −→ Ω*+1(𝑇 *𝑋)⋊ Γ.

Напомним некоторые определения, необходимые для введения характера

Черна. Пусть γ ∈ Γ. Подмногообразие 𝑀γ ⊂ 𝑀 , определяемое формулой

𝑀γ = {𝑥 ∈ 𝑀 |γ(𝑥) = 𝑥, γ ∈ Γ}

называется подмногообразием неподвижных точек (подробнее см., [47, §1.2]).

Аналогичное обозначение будем использовать для подмногообразия непо­

движных точек 𝑋γ ⊂ 𝑋.

Предположим, что задана компактная группа Ли Γ изометрий, действую­

щая на многообразии 𝑀, и вложение Γ ⊂ Γ, причем сужение действия группы
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Γ на подгруппу Γ совпадает с исходным действием группы Γ. Напомним, что

централизатором 𝐶γ ⊂ Γ элемента γ ∈ Γ называется подгруппа элементов,

коммутирующих с γ. Централизатор является замкнутой подгруппой Ли в Γ.

Обозначим элементы централизатора через ℎ, а индуцированную меру Хаара

на нем через 𝑑ℎ. Под мерой Хаара будем понимать форму объема на группе,

инвариантную относительно действия группы, т.е. γ*(𝑑ℎ) = 𝑑ℎ, ∀γ ∈ Γ. Пред­

полагаем, что эта мера нормирована:�

𝐶γ

𝑑ℎ = 1.

Классом сопряженности ⟨γ⟩ элемента γ ∈ Γ называется множество

⟨γ⟩ = {γ′ ∈ Γ | ∃𝑧 ∈ Γ такой, что γ′ = 𝑧γ𝑧−1}.

Теперь для элемента γ′ ∈ ⟨γ⟩ из класса сопряженности элемента γ зафиксиру­

ем произвольный элемент 𝑧 = 𝑧(γ,γ′), сопрягающий элементы γ и γ′ = 𝑧γ𝑧−1.

Любой такой элемент определяет диффеоморфизм 𝜕𝑧 : 𝑇 *𝑀γ → 𝑇 *𝑀γ′ соот­

ветствующих подмногообразий неподвижных точек.

Градуированный след на алгебре некоммутативных форм. Опреде­

лим отображения (ср. с [15; 47])

τγ : Ω𝑇 *𝑀 ⋊ Γ −→ Ω𝑇 *𝑀γ, τγ𝑋 : Ω𝑇 *𝑋 ⋊ Γ −→ Ω𝑇 *𝑋γ. (2.23)

Первое отображение в (2.23) определяется формулой

τγ(ω) =
∑︁
γ′∈⟨γ⟩

�

𝐶γ

ℎ*(︀𝑧*ω(γ′)
)︀⃒⃒⃒

𝑇 *𝑀γ
𝑑ℎ, где ω ∈ Ω𝑇 *𝑀 ⋊ Γ, (2.24)

а второе — формулой

τγ𝑋(ω𝑋) =
∑︁
γ′∈⟨γ⟩

�

𝐶γ

tr𝑋

(︁
ℎ*(︀𝑧*ω𝑋(γ

′)
)︀⃒⃒

𝑇 *𝑋γ

)︁
𝑑ℎ, где ω𝑋 ∈ Ω𝑇 *𝑋 ⋊ Γ. (2.25)

Здесь

tr𝑋

(︃∑︁
𝐼

ω𝐼(𝑡)𝑑𝑡
𝐼

)︃
=
∑︁
𝐼

tr′(ω𝐼(𝑡))𝑑𝑡
𝐼 ,

где tr′ : ̃︀Σ𝑋 → 𝐶∞(𝑇 *𝑋) — регуляризованный след, определенный ранее в фор­

муле (1.13), а через 𝐼 обозначен набор индексов.

Опишем необходимые нам свойства функционалов (2.23).
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Предложение 2.17. Справедливы следующие утверждения:

1. Слагаемые в формулах (2.24) и (2.25) не зависят от выбора элемен­

тов 𝑧.

2. Функционалы (2.24) и (2.25) обладают следующими свойствами:

τγ(ω1 ∧ω2) = (−1)degω1 degω2τγ(ω2 ∧ω1), (2.26)

для любых ω1,ω2 ∈ Ω𝑇 *𝑀 ⋊ Γ и

𝑑τγ𝑋(ω) = τγ𝑋(𝑑ω) для любых ω ∈ Ω𝑇 *𝑋 ⋊ Γ. (2.27)

Доказательство. Докажем сначала первое утверждение. В самом деле, пусть

𝑧1 ∈ Γ — другой элемент, такой что γ′ = 𝑧1γ𝑧
−1
1 . Тогда для слагаемых в форму­

ле (2.24) имеем:
�

𝐶γ

ℎ*(︀𝑧*1ω(γ′)
)︀⃒⃒⃒

𝑇 *𝑀γ
𝑑ℎ =

�

𝐶γ

(𝑧1ℎ)
*(︀ω(γ′)

)︀⃒⃒⃒
𝑇 *𝑀γ

𝑑ℎ =

�

𝐶γ

ℎ*(︀𝑧*ω(γ′)
)︀⃒⃒⃒

𝑇 *𝑀γ
𝑑ℎ.

Здесь в последнем равенстве выполнена замена переменных 𝑧1ℎ = 𝑧ℎ′ в интегра­

ле, а также была использована инвариантность меры Хаара. Равенство (2.25)

доказывается аналогично.

Теперь перейдем к доказательству второго утверждения. Покажем, что τγ

— градуированный след, т.е. справедливо равенство (2.26). Достаточно доказать

это свойство для форм ω1,ω2 следующего вида:

ω1(γ) =

{︃
𝑎, γ = γ1,

0, γ ̸= γ1,
ω2(γ) =

{︃
𝑏, γ = γ2,

0, γ ̸= γ2.

Тогда

(ω1 ∧ω2)(γ) =

{︃
0, при γ ̸= γ1γ2,

𝑎 ∧ γ*1−1𝑏, при γ = γ1γ2.

Поскольку выражения в (2.24) не зависят от выбора элемента 𝑧, для простоты

будем полагать 𝑧 = 𝑒 ∈ Γ.

С одной стороны, для γ = γ1γ2 имеем

τγ(ω1 ∧ω2) =

�

𝐶γ

ℎ*
(︁
𝑎 ∧ γ*1

−1𝑏
)︁⃒⃒⃒

𝑇 *𝑀γ
𝑑ℎ =

�

𝐶γ

(ℎ*𝑎 ∧ ℎ*γ*1
−1𝑏)

⃒⃒⃒
𝑇 *𝑀γ

𝑑ℎ =

=

�

𝐶γ

(ℎ*𝑎 ∧ γ*ℎ*γ*1
−1𝑏)

⃒⃒⃒
𝑇 *𝑀γ

𝑑ℎ, (2.28)
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поскольку форма рассматривается над 𝑇 *𝑀γ и над этим многообразием γ* =

Id. Так как ℎ ∈ 𝐶γ в (2.28), то имеем ℎ*γ* = γ*ℎ*. Следовательно, из выражения

(2.28) получаем

τγ(ω1 ∧ω2) =

�

𝐶γ

ℎ*𝑎 ∧ ℎ*γ*γ*1
−1𝑏
⃒⃒⃒
𝑇 *𝑀γ

𝑑ℎ =

�

𝐶γ

ℎ*
(︁
𝑎 ∧ γ*2𝑏

)︁⃒⃒⃒
𝑇 *𝑀γ

𝑑ℎ, (2.29)

так как γ = γ1γ2 и γ
*γ*1

−1 = γ*2.

С другой стороны, для 𝑧 = γ2 имеем

τγ(ω2 ∧ω1) =

�

𝐶γ

ℎ*
(︁
𝑧*
(︁
𝑏 ∧ γ*2

−1𝑎
)︁)︁⃒⃒⃒

𝑇 *𝑀γ
𝑑ℎ =

= (−1)degω1degω2

�

𝐶γ

ℎ*
(︁
𝑧*
(︁
γ*2

−1𝑎 ∧ 𝑏
)︁)︁⃒⃒⃒

𝑇 *𝑀γ
𝑑ℎ =

= (−1)degω1degω2

�

𝐶γ

ℎ*
(︁
𝑎 ∧ γ*2𝑏

)︁⃒⃒⃒
𝑇 *𝑀γ

𝑑ℎ = (−1)degω1degω2τγ(ω1 ∧ω2).

Здесь в последнем равенстве мы воспользовались формулой (2.29).

Теперь докажем равенство (2.27):

τγ𝑋(𝑑ω𝑋) =
∑︁
γ′∈⟨γ⟩

�

𝐶γ

tr𝑋

(︁
ℎ*(︀𝑧*(𝑑ω𝑋(γ

′))
)︀⃒⃒

𝑇 *𝑋γ

)︁
𝑑ℎ =

=
∑︁
γ′∈⟨γ⟩

�

𝐶γ

tr𝑋

(︁
𝑑
(︀
ℎ*(︀𝑧*(ω𝑋(γ

′))
)︀)︀⃒⃒

𝑇 *𝑋γ

)︁
𝑑ℎ =

= 𝑑
∑︁
γ′∈⟨γ⟩

�

𝐶γ

tr𝑋

(︁
ℎ*(︀𝑧*(ω𝑋(γ

′))
)︀⃒⃒

𝑇 *𝑋γ

)︁
𝑑ℎ = 𝑑τγ𝑋(ω𝑋).

Таким образом, доказан пункт 2 предложения 2.17, а вместе с ним и само пред­

ложение.

Определение характера Черна. Рассмотрим эллиптический оператор

(𝒟,𝒫1,𝒫2). Для краткости мы часто будем обозначать его через 𝒟. Продолжим
внутренние символы σint(𝒟),σint(ℛ) исходного оператора и его почти обратно­

го на 𝑇 *𝑀 гладкими символами, которые обладают свойством трансмиссии.

Продолжим также и граничные символы σ𝑋(𝒟) и σ𝑋(ℛ) на 𝑇 *𝑋 гладкими

символами. Обозначим эти продолжения через

𝑎,𝑟 ∈ 𝐶∞
𝑡𝑟 (𝑇

*𝑀)⋊ Γ, 𝑎𝑋 ,𝑟𝑋 ∈ ̃︀Σ𝑋 ⋊ Γ,
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где 𝐶∞
𝑡𝑟 (𝑇

*𝑀) ⊂ 𝐶∞(𝑇 *𝑀) — подалгебра классических символов порядка ⩽ 0,

которые удовлетворяют свойству трансмиссии, а ̃︀Σ𝑋 ⊂ 𝐶∞(𝑇 *𝑋,ℬ(𝐻+⊕C)) —
подалгебра таких семейств операторов 𝑎𝑋(𝑥

′,ξ′), (𝑥′,ξ′) ∈ 𝑇 *𝑋, что семейство

𝑎𝑋(𝑥
′,ξ′) определяется как в формуле (3). Будем полагать, что эти продолже­

ния являются согласованными, т.е. главный символ граничного символа равен

сужению внутреннего символа на границу и выполнены следующие равенства:

𝑎 = 𝑃2𝑎𝑃1, 𝑟 = 𝑃1𝑟𝑃2, 𝑎𝑋 = 𝑃 ′
2𝑎𝑋𝑃

′
1, 𝑟𝑋 = 𝑃 ′

1𝑟𝑋𝑃
′
2, (2.30)

где

𝑃𝑗 = σint(𝒫𝑗), 𝑃 ′
𝑗 = σ𝑋(𝒫𝑗).

Искомые продолжения могут быть определены следующим образом.

Внутренние символы σint(𝒟),σint(ℛ) продолжаются на 𝑇 *
0𝑀 по однородности

нулевой степени и далее умножаются на гладкую срезающую функцию χ(|ξ|),
равную 0 при малых |ξ| и равную 1 при |ξ| ⩾ 1.

Схожим образом продолжаются граничные символы σ𝑋(𝒟),σ𝑋(ℛ) из

𝑆*𝑋 на область |ξ′| ⩾ 1 как скрученно однородные функции степени нуль.

Теперь выберем произвольные продолжения граничной, кограничной и

компоненты Грина (𝑏,𝑐,𝑔,𝑞) в формуле (1.7) на область |ξ′| ⩽ 1 такие, что спра­

ведливы равенства (2.30).

Определим некоммутативные связности (ср. [8])

∇𝑃𝑗
= 𝑃𝑗 · 𝑑 · 𝑃𝑗 на 𝑇 *𝑀 и ∇𝑃 ′

𝑗
= 𝑃 ′

𝑗 · 𝑑′ · 𝑃 ′
𝑗 на 𝑇 *𝑋, где 𝑗 = 1,2,

где 𝑑′ обозначает внешний дифференциал на 𝑇 *𝑋. Также определим связность

на 𝑇 *𝑀

̃︀∇𝑃1
= ∇𝑃1

+ 𝑟(∇𝑎), где ∇𝑎 ≡ ∇𝑃2
𝑎− 𝑎∇𝑃1

, (2.31)

и связность на 𝑇 *𝑋

̃︀∇𝑃 ′
1
= ∇𝑃 ′

1
+ 𝑟𝑋(∇′𝑎𝑋), где ∇′𝑎𝑋 = ∇𝑃 ′

2
𝑎𝑋 − 𝑎𝑋∇𝑃 ′

1
.

Лемма 2.18. Формы кривизны связностей ̃︀∇𝑃1
и ̃︀∇𝑃 ′

1
равны выражениям

̃︀Ω𝑃1

def
= (̃︀∇𝑃1

)2 = ∇2
𝑃1

+∇𝑃1
(𝑟∇𝑎) + (𝑟∇𝑎)2,

̃︀Ω𝑃 ′
1

def
= (̃︀∇𝑃 ′

1
)2 = ∇2

𝑃 ′
1
+∇𝑃 ′

1
(𝑟𝑋∇′𝑎𝑋) + (𝑟𝑋∇′𝑎𝑋)

2.
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Доказательство. В самом деле, имеем

̃︀Ω𝑃1
𝑢 = (̃︀∇𝑃1

)2𝑢 = (∇𝑃1
+ 𝑟∇𝑎)2𝑢 = (∇2

𝑃1
+∇𝑃1

𝑟∇𝑎+ 𝑟(∇𝑎)∇𝑃1
+ (𝑟∇𝑎)2)𝑢 =

= (∇2
𝑃1

+∇𝑃1
(𝑟∇𝑎) + (𝑟∇𝑎)2)𝑢,

̃︀Ω𝑃 ′
1
𝑣 = (̃︀∇𝑃 ′

1
)2𝑣 = (∇𝑃 ′

1
+ 𝑟𝑋∇′𝑎𝑋)

2𝑣 =

= (∇2
𝑃 ′
1
+∇𝑃 ′

1
𝑟𝑋∇′𝑎𝑋 + 𝑟𝑋(∇′𝑎𝑋)∇𝑃 ′

1
+ (𝑟𝑋∇′𝑎𝑋)

2)𝑣 =

= (∇2
𝑃 ′
1
+∇𝑃 ′

1
(𝑟𝑋∇′𝑎𝑋) + (𝑟𝑋∇′𝑎𝑋)

2)𝑣.

Ниже обозначим продолжения отображений (2.23) на матричные алгебры

над соответствующими скрещенными произведениями через τγ, τγ𝑋 . Эти продол­

жения получены как композиции матричного следа и отображений (2.23).

Определение 2.19. Дифференциальные формы с компактными носителями

chγ𝑇 *𝑀 σ(𝒟) ∈ Ω𝑒𝑣
𝑐 (𝑇 *𝑀γ), chγ𝑇 *𝑋 σ(𝒟) ∈ Ω𝑒𝑣

𝑐 (𝑇 *𝑋γ) (2.32)

на кокасательных расслоениях подмногообразий неподвижных точек называют­

ся характерами Черна и определяются формулами

chγ𝑇 *𝑀 σ(𝒟) = τγ
(︁
𝑒−
̃︀Ω𝑃1

/2π𝑖(𝑃1 − 𝑟𝑎)
)︁
− τγ

(︁
𝑃2𝑒

−∇2
𝑃2

/2π𝑖 − 𝑎𝑒−
̃︀Ω𝑃1

/2π𝑖𝑟
)︁
, (2.33)

chγ𝑇 *𝑋 σ(𝒟) =

= τγ𝑋

(︁
𝑒
−̃︀Ω𝑃 ′

1
/2π𝑖

(𝑃 ′
1 − 𝑟𝑋𝑎𝑋)

)︁
− τγ𝑋

(︁
𝑃 ′
2𝑒

−∇2
𝑃 ′
2
/2π𝑖 − 𝑎𝑋𝑒

−̃︀Ω𝑃 ′
1
/2π𝑖

𝑟𝑋

)︁
. (2.34)

Используя тот факт, что

𝑎𝑟 = 𝑃2, 𝑟𝑎 = 𝑃1, 𝑎𝑋𝑟𝑋 = 𝑃 ′
2, 𝑟𝑋𝑎𝑋 = 𝑃 ′

1

на бесконечности на кокасательных расслоениях, можно показать, что неком­

мутативные дифференциальные формы в формулах (2.33) и (2.34) имеют

компактные носители на 𝑇 *𝑀 и 𝑇 *𝑋. Следовательно, формы Черна (2.33) и

(2.34) имеют компактные носители на 𝑇 *𝑀γ и 𝑇 *𝑋γ соответственно.

Замечание 2.20. Так как τγ — градуированный след, формула (2.33) может

быть переписана в виде

chγ𝑇 *𝑀 σ(𝒟) = τγ
(︁
𝑒−
̃︀Ω𝑃1

/2π𝑖𝑃1 − 𝑃2𝑒
−∇2

𝑃2
/2π𝑖
)︁
.
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Свойства характера Черна. Отметим, что граница 𝜕(𝑇 *𝑀γ) ≃ 𝑇 *𝑋γ × R
расслоена над 𝑇 *𝑋γ со слоем R. Обозначим соответствующую проекцию через

πγ : 𝜕(𝑇 *𝑀γ) → 𝑇 *𝑋γ,

а вложение 𝜕(𝑇 *𝑀γ) ⊂ 𝑇 *𝑀γ — через 𝑖γ. Следовательно, пара (𝑇 *𝑀γ,πγ)

является многообразием с расслоенным краем в смысле определения 2.10. Ана­

логично (2.11) рассмотрим комплекс (Ω*
𝑐(𝑇

*𝑀γ,πγ),𝜕). Справедливо следующее

предложение.

Предложение 2.21.

1. Для любого элемента γ ∈ Γ пара (chγ𝑇 *𝑀 σ(𝒟),− chγ𝑇 *𝑋 σ(𝒟)) является

замкнутой в комплексе (Ω*
𝑐(𝑇

*𝑀γ,πγ),𝜕) (см. (2.11)), а именно, выпол­

нены равенства

𝑑 (chγ𝑇 *𝑀 σ(𝒟)) = 0, (2.35)

𝑑′ (chγ𝑇 *𝑋 σ(𝒟)) = πγ* 𝑖
*
γ (ch

γ
𝑇 *𝑀 σ(𝒟)) . (2.36)

2. Класс когомологий пары (chγ𝑇 *𝑀 σ(𝒟),− chγ𝑇 *𝑋 σ(𝒟)), обозначаемый че­

рез

chγ σ(𝒟) ∈ 𝐻𝑒𝑣(𝑇 *𝑀γ,πγ),

не зависит от выбора элементов 𝑎,𝑟,𝑎𝑋 ,𝑟𝑋 и не изменяется при гомото­

пиях эллиптических символов.

Доказательство. 1. Равенство (2.35) может быть доказано стандартным обра­

зом (см., напр., [61, §1.4]):

𝑑 (chγ𝑇 *𝑀 σ(𝒟)) = 𝑑τγ
(︁
𝑒−
̃︀∇2
𝑃1

/2π𝑖𝑃1

)︁
− 𝑑τγ

(︁
𝑃2𝑒

−∇2
𝑃2

/2π𝑖
)︁
=

= τγ
(︁̃︀∇𝑃1

(︁
𝑒−
̃︀∇2
𝑃1

/2π𝑖𝑃1

)︁)︁
− τγ

(︁
∇𝑃2

(︁
𝑃2𝑒

−∇2
𝑃2

/2π𝑖
)︁)︁

=

= τγ
[︁̃︀∇𝑃1

,𝑒−
̃︀∇2
𝑃1

/2π𝑖𝑃1

]︁
− τγ

[︁
∇𝑃2

,𝑃2𝑒
−∇2

𝑃2
/2π𝑖
]︁
= 0.

Последнее равенство справедливо, поскольку коммутаторы в нем равны нулю.

2. Далее докажем равенство (2.36). Вычислим правую часть в равен­

стве (2.36). Обозначим сужение формы кривизны ̃︀Ω𝑃1
на 𝜕𝑇 *𝑀 через Ω1 =̃︀Ω𝑃1

|𝜕𝑇 *𝑀 . Ясно, что форма кривизны Ω1 равна форме кривизны пары сужений

(𝑎|𝜕𝑇 *𝑀 ,𝑟|𝜕𝑇 *𝑀). Также обозначим через Ω2 = Ω2(ξ𝑛) = ̃︀Ω𝑃1
|𝜕𝑇 *𝑋∩{ξ𝑛=Const} се­

мейство форм кривизны для сужений (𝑎|𝜕𝑇 *𝑀∩{ξ𝑛=Const},𝑟|𝜕𝑇 *𝑀∩{ξ𝑛=Const}), где
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ξ𝑛 рассматривается как параметр. Имеем

𝑖*γ ch
γ
𝑇 *𝑀 σ(𝒟) = τγ0

(︁
𝑒−Ω1/2π𝑖𝑃1 − 𝑃2𝑒

−∇2
𝑃2

/2π𝑖
)︁
,

πγ* 𝑖
*
γ ch

γ
𝑇 *𝑀 σ(𝒟) = − 1

2π𝑖

�

R

τγ
(︂(︂

𝜕

𝜕ξ𝑛
⌟Ω1

)︂
𝑒−Ω2/2π𝑖

)︂
𝑑ξ𝑛. (2.37)

Здесь τγ0 означает след, определенный по формуле (2.24), но для многообра­

зия 𝜕𝑇 *𝑀 = 𝑇 *𝑋 × R, причем через 𝜕
𝜕ξ𝑛

⌟ обозначена подстановка выражения

𝜕/𝜕ξ𝑛 в дифференциальную форму. Отметим, что подынтегральное выраже­

ние в формуле (2.37) имеет компактный носитель. Следовательно, его интеграл

корректно определен. Согласно лемме 2.18, имеем

𝜕

𝜕ξ𝑛
⌟Ω1 =

𝜕

𝜕ξ𝑛
⌟
(︀
∇2

𝑃1
+∇𝑃1

(𝑟∇𝑎) + (𝑟∇𝑎)2
)︀
. (2.38)

Теперь подставим выражение 𝜕/𝜕ξ𝑛 в каждое слагаемое формулы (2.38). Для

этого представим связности в следующем виде:

𝑑 = 𝑑ξ𝑛
𝜕

𝜕ξ𝑛
+ 𝑑′, ∇ = ∇′ + 𝑑ξ𝑛

𝜕

𝜕ξ𝑛
,

∇𝑃𝑗
= 𝑃𝑗𝑑

′𝑃𝑗 + 𝑃𝑗𝑑ξ𝑛
𝜕

𝜕ξ𝑛
≡ ∇′

𝑃𝑗
+ 𝑃𝑗𝑑ξ𝑛

𝜕

𝜕ξ𝑛
.

Для первого слагаемого в правой части равенства (2.38) имеем

𝜕

𝜕ξ𝑛
⌟∇2

𝑃1
=

𝜕

𝜕ξ𝑛
⌟(𝑃1𝑑𝑃1)

2 = 0, (2.39)

поскольку проектор 𝑃1 не зависит от переменной ξ𝑛. Для второго слагаемого в

формуле (2.38) имеем

∇𝑃1
(𝑟∇𝑎) =

(︂
∇′

𝑃1
+ 𝑃1𝑑ξ𝑛

𝜕

𝜕ξ𝑛

)︂(︂
𝑟∇′𝑎+ 𝑟

𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
𝑑ξ𝑛

)︂
=

= ∇′
𝑃1
(𝑟∇′𝑎) +∇′

𝑃1

(︂
𝑟
𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
𝑑ξ𝑛

)︂
+

(︂
𝑃1𝑑ξ𝑛

𝜕

𝜕ξ𝑛

)︂
(𝑟∇′𝑎)+

+

(︂
𝑃1𝑑ξ𝑛

𝜕

𝜕ξ𝑛

)︂(︂
𝑟
𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
𝑑ξ𝑛

)︂
=

= ∇′
𝑃1
(𝑟∇′𝑎) +∇′

𝑃1

(︂
𝑟
𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛

)︂
𝑑ξ𝑛 + 𝑑ξ𝑛

𝜕

𝜕ξ𝑛
(𝑟∇′𝑎). (2.40)
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Теперь подставим выражение 𝜕/𝜕ξ𝑛 в равенство (2.40):

𝜕

𝜕ξ𝑛
⌟∇𝑃1

(𝑟∇𝑎) = −∇′
𝑃1

(︂
𝑟
𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛

)︂
+

𝜕

𝜕ξ𝑛
(𝑟∇′𝑎) =

= − (∇′𝑟)
𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
− 𝑟∇′ 𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
+

𝜕𝑟

𝜕ξ𝑛
∇′𝑎+ 𝑟∇′ 𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
= − (∇′𝑟)

𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
+

𝜕𝑟

𝜕ξ𝑛
∇′𝑎. (2.41)

Для третьего слагаемого в формуле (2.38) получаем

𝜕

𝜕ξ𝑛
⌟

(︂(︂
𝑟∇′𝑎+ 𝑟

𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
𝑑ξ𝑛

)︂(︂
𝑟∇′𝑎+ 𝑟

𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
𝑑ξ𝑛

)︂)︂
= 𝑟

𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
𝑟∇′𝑎− (𝑟∇′𝑎)𝑟

𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
.

(2.42)

Подставляя вычисленные выражения (2.39), (2.41) и (2.42) в формулу (2.37),

получаем

πγ* 𝑖
*
γ ch

γ
𝑇 *𝑀 σ(𝒟) =

=
𝑖

2π

�

R

τγ0

(︂(︂
𝜕𝑟

𝜕ξ𝑛
∇′𝑎− (∇′𝑟)

𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
+

[︂
𝑟
𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
,𝑟∇′𝑎

]︂)︂
𝑒−Ω2/2π𝑖

)︂
𝑑ξ𝑛. (2.43)

Как и в формуле (2.37), аргумент отображения τγ0 в формуле (2.43) имеет ком­

пактный носитель.

3. Для вычисления левой части в формуле (2.36) сначала докажем две

леммы.

Лемма 2.22. Для любой такой формы ω′ ∈ Mat𝑁(Ω𝑇 *𝑋 ⋊ Γ), что ω′ =

𝑃 ′
1ω

′𝑃 ′
1, имеем

𝑑′τγ𝑋(ω
′) = τγ𝑋(∇𝑃 ′

1
ω′). (2.44)

Доказательство. Разность между левой и правой частями в равенстве (2.44)

равна

𝑑′τγ𝑋(ω
′)− τγ𝑋(∇𝑃 ′

1
ω′) = τγ𝑋(𝑑

′(𝑃 ′
1ω

′)− 𝑃 ′
1𝑑

′ω′) = τγ𝑋((𝑑
′𝑃 ′

1)ω
′) =

= τγ𝑋((𝑑
′𝑃 ′

1)𝑃
′
1ω

′𝑃 ′
1) = τ

γ
𝑋(𝑃

′
1𝑑

′𝑃 ′
1𝑃

′
1ω

′) = 0, (2.45)

где в последней строке было использовано следовое свойство: τγ𝑋(ω
′𝑃 ′

1) =

τγ𝑋(𝑃
′
1ω

′). Последнее равенство справедливо в силу того, что проектор 𝑃 ′
1 дей­

ствует как скалярный оператор по переменной ξ𝑛. В последнем равенстве в

(2.45) мы воспользовались тождеством 𝑃 ′
1(𝑑

′𝑃 ′
1)𝑃

′
1 = 0 для проектора 𝑃 ′

1.

Лемма 2.22 доказана.
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Используя лемму 2.22, получим следующее выражение для левой части в

равенстве (2.36)

𝑑′ chγ𝑇 *𝑋 σ(𝒟) = τγ𝑋

(︂
∇𝑃 ′

1

(︀
𝑒
−̃︀∇2

𝑃 ′
1
/2π𝑖

𝑃 ′
1

)︀)︂
− τγ𝑋

(︁
∇𝑃 ′

2

(︀
𝑃 ′
2𝑒

−∇2
𝑃 ′
2
/2π𝑖)︀)︁

+

+ 𝑑′τγ𝑋

[︂
𝑎𝑋 , 𝑒

−̃︀∇2
𝑃 ′
1
/2π𝑖

𝑟𝑋

]︂
. (2.46)

Для первого слагаемого в равенстве (2.46) имеем

∇𝑃 ′
1

(︂
𝑒
−̃︀∇2

𝑃 ′
1
/2π𝑖

𝑃 ′
1

)︂
=

=
[︀
∇𝑃 ′

1
,𝑒

−̃︀∇2
𝑃 ′
1
/2π𝑖

𝑃 ′
1

]︀
=
[︀
(∇𝑃 ′

1
+ 𝑟𝑋∇′𝑎𝑋)− 𝑟𝑋∇′𝑎𝑋 ,𝑒

−̃︀∇2
𝑃 ′
1
/2π𝑖

𝑃 ′
1

]︀
=

=
[︀̃︀∇𝑃 ′

1
,𝑒

−̃︀∇2
𝑃 ′
1
/2π𝑖

𝑃 ′
1

]︀
−
[︀
𝑟𝑋∇′𝑎𝑋 ,𝑒

−̃︀∇2
𝑃 ′
1
/2π𝑖

𝑃 ′
1

]︀
= −

[︀
𝑟𝑋∇′𝑎𝑋 ,𝑒

−̃︀∇2
𝑃 ′
1
/2π𝑖

𝑃 ′
1

]︀
.

Для второго слагаемого в (2.46) имеем

∇𝑃 ′
2

(︁
𝑃 ′
2𝑒

−∇2
𝑃 ′
2
/2π𝑖
)︁
=
[︀
∇𝑃 ′

2
,𝑃 ′

2𝑒
−∇2

𝑃 ′
2
/2π𝑖]︀

= 0.

Подставляя последние две формулы в равенство (2.46), получим

𝑑′ chγ𝑇 *𝑋 σ(𝒟) = −τγ𝑋
[︂
𝑟𝑋∇′𝑎𝑋 ,𝑒

−̃︀∇2
𝑃 ′
1
/2π𝑖

𝑃 ′
1

]︂
+ 𝑑′τγ𝑋

[︂
𝑎𝑋 , 𝑒

−̃︀∇2
𝑃 ′
1
/2π𝑖

𝑟𝑋

]︂
. (2.47)

Следующая лемма является обобщением формулы (1.14).

Лемма 2.23. Для форм ω𝑋,1,ω𝑋,2 ∈ Ω𝑇 *𝑋 ⋊ Γ справедлива формула

τγ𝑋 [ω𝑋,1,ω𝑋,2] = −𝑖Π′
(︂
τγ
(︂
𝜕ω1

𝜕ξ𝑛
ω2

)︂)︂
= 𝑖Π′

(︂
τγ
(︂
ω1

𝜕ω2

𝜕ξ𝑛

)︂)︂
, (2.48)

где ω1,ω2 — главные символы форм ω𝑋,1 и ω𝑋,2 причем

[𝑎,𝑏] = 𝑎𝑏− (−1)𝑘𝑙𝑏𝑎, 𝑘 = deg 𝑎, 𝑙 = deg 𝑏.

Доказательство. Рассмотрим некоммутативные формы

ω𝑋,1 = 𝑎𝑋,1α1,ω𝑋,2 = 𝑎𝑋,2α2, где 𝑎𝑋,1,𝑎𝑋,2 ∈ ̃︀Σ𝑋 ⋊ Γ,α1,α2 ∈ Ω(𝑇 *𝑋).

Как и в доказательстве предложения 2.17, достаточно рассмотреть символы

𝑎𝑋,1,𝑎𝑋,2 вида

𝑎𝑋,1(𝑔) =

{︃
𝑏𝑋,1, 𝑔 = γ1,

0, 𝑔 ̸= γ1,
𝑎𝑋,2(𝑔) =

{︃
𝑏𝑋,2, 𝑔 = γ2,

0, 𝑔 ̸= γ2,
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где γ = γ1γ2.

Прямым вычислением получаем, что

(𝑎𝑋,1α1𝑎𝑋,2α2)(𝑔) =

{︃
𝑏𝑋,1γ

*
1
−1(α1𝑏𝑋,2)(γ1γ2)

*−1(α2), если 𝑔 = γ1γ2,

0, если 𝑔 ̸= γ1γ2,
(2.49)

(𝑎𝑋,2α2𝑎𝑋,1α1)(𝑔) =

{︃
𝑏𝑋,2γ

*
2
−1(α2𝑏𝑋,1)(γ2γ1)

*−1(α1), если 𝑔 = γ2γ1,

0, если 𝑔 ̸= γ2γ1.
(2.50)

Подставляя выражения (2.49) и (2.50) в τγ𝑋 [ω𝑋,1,ω𝑋,2], получаем

τγ𝑋 [ω𝑋,1,ω𝑋,2] = τ
γ
𝑋

(︀
ω𝑋,1ω𝑋,2 − (−1)𝑘𝑙ω𝑋,2ω𝑋,1

)︀
=

=

�

𝐶γ

tr𝑋
(︀
ℎ* (𝑧* (𝑎𝑋,1α1𝑎𝑋,2α2(γ)))|𝑇 *𝑋γ

)︀
𝑑ℎ−

−
�

𝐶γ

tr𝑋
(︀
ℎ* (︀𝑧′* (︀(−1)𝑘𝑙𝑎𝑋,2α2𝑎𝑋,1α1(γ

′)
)︀)︀⃒⃒

𝑇 *𝑋γ

)︀
𝑑ℎ. (2.51)

Далее рассмотрим первое слагаемое в выражении (2.51). Выберем 𝑧 = 𝑒 ∈ Γ и

подставим формулу (2.49) в первое слагаемое выражения (2.51). Получаем

�

𝐶γ

tr𝑋
(︀
ℎ* (𝑧* (𝑎𝑋,1α1𝑎𝑋,2α2(γ)))|𝑇 *𝑋γ

)︀
𝑑ℎ =

=

�

𝐶γ

tr𝑋
(︀
ℎ* (︀𝑏𝑋,1γ

*
1
−1(α1𝑏𝑋,2)γ

*−1(α2)
)︀⃒⃒

𝑇 *𝑋γ

)︀
𝑑ℎ =

=

�

𝐶γ

tr𝑋
(︀
(ℎ* (︀𝑏𝑋,1γ

*
1
−1(𝑏𝑋,2α1))(ℎ

*γ*−1(α2))
)︀⃒⃒

𝑇 *𝑋γ

)︀
𝑑ℎ. (2.52)

Поскольку ℎ ∈ 𝐶γ, имеем ℎ*γ*−1 = γ*−1ℎ* и γ*−1ℎ* = ℎ*, так как форма в

(2.52) рассматривается над 𝑇 *𝑋γ. Поэтому выражение (2.52) равно

�

𝐶γ

tr𝑋
(︀
(ℎ* (︀𝑏𝑋,1γ

*
1
−1(𝑏𝑋,2α1)α2)

)︀⃒⃒
𝑇 *𝑋γ

)︀
𝑑ℎ =

=

�

𝐶γ

ℎ* (︀tr𝑋 (︀(︀𝑏𝑋,1γ
*
1
−1(𝑏𝑋,2)

)︀⃒⃒
𝑇 *𝑋γ

)︀ (︀
γ*1

−1(α1)α2

)︀⃒⃒
𝑇 *𝑋γ

)︀
𝑑ℎ. (2.53)
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Теперь рассмотрим второе слагаемое в формуле (2.51). Здесь γ′ = γ2γ1 и 𝑧′ =

γ2. Подставим формулу (2.50) во второе слагаемое в (2.51):�

𝐶γ

tr𝑋
(︀
ℎ* (︀𝑧′* (𝑎𝑋,2α2𝑎𝑋,1α1(γ

′))
)︀⃒⃒

𝑇 *𝑋γ

)︀
𝑑ℎ =

=

�

𝐶γ

tr𝑋

(︁
ℎ*
(︁
γ2

*
(︁
𝑏𝑋,2γ

*
2
−1(α2𝑏𝑋,1)(γ2γ1)

*−1(α1)
)︁)︁⃒⃒⃒

𝑇 *𝑋γ

)︁
𝑑ℎ =

=

�

𝐶γ

tr𝑋
(︀
ℎ* (︀γ*γ*1−1(𝑏𝑋,2)𝑏𝑋,1α2γ

*
1
−1(α1)

)︀⃒⃒
𝑇 *𝑋γ

)︀
𝑑ℎ, (2.54)

поскольку γ*2 = γ
*γ*1

−1. Так как ℎ*γ* = ℎ* над 𝑇 *𝑋γ, получаем, что выражение

в (2.54) равно�

𝐶γ

tr𝑋
(︀
ℎ* (︀γ*1−1(𝑏𝑋,2)𝑏𝑋,1α2γ

*
1
−1(α1)

)︀⃒⃒
𝑇 *𝑋γ

)︀
𝑑ℎ =

= (−1)𝑘𝑙
�

𝐶γ

ℎ* (︀tr′ (︀(γ*1−1(𝑏𝑋,2)𝑏𝑋,1)
⃒⃒
𝑇 *𝑋γ

(︀
γ*1

−1(α1)α2

)︀⃒⃒
𝑇 *𝑋γ

)︀)︀
𝑑ℎ. (2.55)

Наконец, подставим выражения (2.53) и (2.55) в формулу (2.51) и получим

τγ𝑋 [ω𝑋,1,ω𝑋,2] =

=

�

𝐶γ

ℎ*(︀tr′ (︀(︀𝑏𝑋,1γ
*
1
−1(𝑏𝑋,2)− γ*1

−1(𝑏𝑋,2)𝑏𝑋,1

)︀⃒⃒
𝑇 *𝑋γ

)︀ (︀
γ*1

−1(α1)α2

)︀⃒⃒
𝑇 *𝑋γ

)︀
𝑑ℎ =

=

�

𝐶γ

ℎ*(︀tr′ (︀(︀ [𝑏𝑋,1,γ
*
1
−1(𝑏𝑋,2)]

)︀⃒⃒
𝑇 *𝑋γ

)︀ (︀
γ*1

−1(α1)α2

)︀⃒⃒
𝑇 *𝑋γ

)︀
𝑑ℎ. (2.56)

Теперь используем формулу (1.14) и покажем, что выражение (2.56) равняется�

𝐶γ

ℎ*
(︂
−𝑖Π′

(︂
𝜕𝑏1
𝜕ξ𝑛

γ*1
−1(𝑏2)

)︂
γ*1

−1(α1)α2

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑇 *𝑋γ

𝑑ℎ =

= −𝑖Π′
�

𝐶γ

ℎ*
(︂
𝜕𝑏1
𝜕ξ𝑛

γ*1
−1(𝑏2)γ

*
1
−1(α1)α2

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑇 *𝑋γ

𝑑ℎ =

= −𝑖Π′
�

𝐶γ

ℎ*
(︂(︂

𝜕𝑎1
𝜕ξ𝑛

α1𝑎2α2

)︂
(γ)

⃒⃒⃒⃒
𝑇 *𝑋γ

)︂
𝑑ℎ = −𝑖Π′

(︂
τγ0

(︂
𝜕ω𝑋,1

𝜕ξ𝑛
ω𝑋,2

)︂)︂
,

где 𝑏1,𝑏2 — главные символы символов 𝑏𝑋,1, 𝑏𝑋,2, соответственно. Здесь мы

воспользовались формулой (2.49). Второе равенство в (2.48) доказывается ана­

логично.

Лемма 2.23 доказана.
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Теперь вычислим следы в формуле (2.47), используя лемму 2.23:

𝑑′ chγ𝑇 *𝑋 σ(𝒟) = 𝑖Π′τγ0

(︂(︂
𝜕

𝜕ξ𝑛
(𝑟∇′𝑎)

)︂
𝑒−Ω2/2π𝑖𝑃1

)︂
− 𝑖𝑑′Π′τγ0

(︂
𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
𝑒−Ω2/2π𝑖𝑟

)︂
=

= 𝑖Π′τγ0

(︂(︂
𝜕

𝜕ξ𝑛
(𝑟∇′𝑎)

)︂
𝑒−Ω2/2π𝑖

)︂
− 𝑖Π′τγ0

[︂̃︀∇′
𝑃1
,𝑟

𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
𝑒−Ω2/2π𝑖

]︂
=

= 𝑖Π′τγ0

(︂(︂
𝜕

𝜕ξ𝑛
(𝑟∇′𝑎)−

[︂̃︀∇′
𝑃1
,𝑟

𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛

]︂)︂
𝑒−Ω2/2π𝑖

)︂
=

= 𝑖Π′τγ0

(︂(︂
𝜕𝑟

𝜕ξ𝑛
∇′𝑎+ 𝑟∇′ 𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
−∇′

𝑃1

(︂
𝑟
𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛

)︂
−
[︂
𝑟∇′𝑎,𝑟

𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛

]︂)︂
𝑒−Ω2/2π𝑖

)︂
=

= 𝑖Π′τγ0

(︂(︂
𝜕𝑟

𝜕ξ𝑛
∇′𝑎− (∇′𝑟)

𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
+

[︂
𝑟
𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
,𝑟∇′𝑎

]︂)︂
𝑒−Ω2/2π𝑖

)︂
, (2.57)

где ̃︀∇′
𝑃1

= ∇′
𝑃1

+ 𝑟∇′𝑎 (мы имеем (̃︀∇′
𝑃1
)2 = Ω2). Поскольку аргумент функ­

ционала τγ0 в формуле (2.57) совпадает с аргументом в формуле (2.43), а

следовательно, функционал имеет компактный носитель, мы воспользуемся

формулами (1.1) и (2.57) и получим формулу

𝑑′ chγ𝑇 *𝑋 σ(𝒟) =

=
𝑖

2π

�

R

τγ0

(︂(︂
𝜕𝑟

𝜕ξ𝑛
∇′𝑎− (∇′𝑟)

𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
+

[︂
𝑟
𝜕𝑎

𝜕ξ𝑛
,𝑟∇′𝑎

]︂)︂
𝑒−Ω2/2π𝑖

)︂
𝑑ξ𝑛. (2.58)

Поскольку выражения в формулах (2.43) и (2.58) равны, то мы получаем иско­

мое равенство (2.36). Пункт 1 доказан.

4. Теперь перейдем к доказательству второго пункта. Рассмотрим согла­

сованные семейства внутренних символов 𝑎𝑡,𝑟𝑡 над 𝑇 *𝑀 × [0,1] и граничные

символы 𝑎𝑋,𝑡,𝑟𝑋,𝑡 над 𝑇 *𝑋 × [0,1], которые гладко зависят от 𝑡. Для таких пар

символов рассмотрим формы Черна chγ𝑇 *𝑀×[0,1] σ(𝒟) и chγ𝑇 *𝑋×[0,1] σ(𝒟). Предста­

вим форму chγ𝑇 *𝑀×[0,1] σ(𝒟) в виде

chγ𝑇 *𝑀×[0,1] σ(𝒟) = 𝑑𝑡 ∧ α+ β, (2.59)

где α(𝑡),β(𝑡) ∈ Ω𝑇 *𝑀 — гладкие семейства форм. Здесь

β(𝑡0) = chγ𝑇 *𝑀×{𝑡=𝑡0} σ(𝒟), α =
𝜕

𝜕𝑡
⌟ chγ𝑇 *𝑀×[0,1] .

По уже доказанному пункту 1 теоремы имеем 𝑑 chγ𝑇 *𝑀×[0,1] σ(𝒟) = 0. Используя

формулу (2.59), получаем

𝑑 chγ𝑇 *𝑀×[0,1] σ(𝒟) = −𝑑𝑡 ∧ 𝑑α+ 𝑑β+ 𝑑𝑡 ∧ 𝜕β

𝜕𝑡
= 0.
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Следовательно, получаем формулу

𝜕β

𝜕𝑡
= 𝑑α,

откуда

β(1)− β(0) = 𝑑

1�

0

α(𝑡)𝑑𝑡.

Теперь используем разложение

chγ𝑇 *𝑋×[0,1] σ(𝒟) = 𝑑𝑡 ∧ α𝑋 + β𝑋 , (2.60)

где α𝑋(𝑡),β𝑋(𝑡) ∈ Ω𝑇 *𝑋 . Вычислим π
γ
* 𝑖

*
γ ch

γ
𝑇 *𝑀×[0,1] σ(𝒟). Имеем

𝑖*γ ch
γ
𝑇 *𝑀×[0,1] σ(𝒟) = 𝑑𝑡 ∧ 𝑖*γα+ 𝑖*γβ,

πγ* 𝑖
*
γ ch

γ
𝑇 *𝑀×[0,1] σ(𝒟) = −𝑑𝑡 ∧ πγ* 𝑖*γα+ πγ* 𝑖

*
γβ. (2.61)

Теперь вычислим 𝑑 chγ𝑇 *𝑋×[0,1] σ(𝒟). Используя разложение (2.60), получаем

𝑑 chγ𝑇 *𝑋×[0,1] σ(𝒟) = −𝑑𝑡 ∧ 𝑑′α𝑋 + 𝑑𝑡 ∧ 𝜕β𝑋

𝜕𝑡
+ 𝑑′β𝑋 . (2.62)

По пункту 1 теоремы левые части в равенствах (2.61) и (2.62) отличаются на

знак. Следовательно, их правые части также отличаются на знак:

−𝑑𝑡 ∧ πγ* 𝑖*γα+ πγ* 𝑖
*
γβ = 𝑑𝑡 ∧ 𝑑′α𝑋 − 𝑑𝑡 ∧ 𝜕β𝑋

𝜕𝑡
− 𝑑′β𝑋 ,

откуда получаем
𝜕β𝑋

𝜕𝑡
= 𝑑′α𝑋 + πγ* 𝑖

*
γα.

Интегрируя это равенство, имеем

β𝑋(1)− β𝑋(0) = 𝑑′
1�

0

α𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ π
γ
* 𝑖

*
γ

1�

0

α(𝑡)𝑑𝑡.

Таким образом, получаем равенства

chγ𝑇 *𝑀 σ(𝒟)(1)− ch𝑇 *𝑀 σ(𝒟)(0) = 𝑑ω, (2.63)

chγ𝑇 *𝑋 σ(𝒟)(1)− ch𝑇 *𝑋 σ(𝒟)(0) = 𝑑′ω𝑋 + πγ* 𝑖
*
γω, (2.64)
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откуда

ω =

1�

0

α(𝑡)𝑑𝑡, ω𝑋 =

1�

0

α𝑋(𝑡)𝑑𝑡.

Из равенств (2.63) и (2.64) следует, что разность

(chγ𝑇 *𝑀×[0,1] σ(𝒟)(1),− chγ𝑇 *𝑋×[0,1] σ(𝒟)(1))−

− (chγ𝑇 *𝑀×[0,1] σ(𝒟)(0),− chγ𝑇 *𝑋×[0,1] σ(𝒟)(0))

является кограницей в комплексе (Ω𝑐(𝑇
*𝑀γ,πγ),𝜕). Это доказывает гомотопи­

ческую инвариантность характера Черна.

Пусть теперь 𝑎1, 𝑟1, 𝑎𝑋,1, 𝑟𝑋,1 — различные продолжения эллиптических

символов на 𝑇 *𝑀 и 𝑇 *𝑋, соответственно. Тогда рассмотрим гомотопии

𝑎𝑡 = 𝑎(1− 𝑡) + 𝑎1 · 𝑡, 𝑟𝑡 = 𝑟(1− 𝑡) + 𝑟1 · 𝑡,

𝑎𝑋,𝑡 = 𝑎𝑋(1− 𝑡) + 𝑎𝑋,1 · 𝑡, 𝑟𝑋,𝑡 = 𝑟𝑋(1− 𝑡) + 𝑟𝑋,1 · 𝑡,

где 𝑡 ∈ [0,1]. При 𝑡 = 0 имеем множество 𝑎,𝑟,𝑎𝑋 ,𝑟𝑋 , а при 𝑡 = 1 имеем множество

𝑎1, 𝑟1, 𝑎𝑋,1, 𝑟𝑋,1. Тогда гомотопическая инвариантность дает независимость от

выбора продолжений.

Замечание 2.24. Полученные выше результаты справедливы и для операторов

Буте де Монвеля ненулевых порядка и типа.

2.1.4 Теорема об индексе

Чтобы дать нашу формулу индекса, определим нужные эквивариантные

характеристические классы. Во-первых, определим формы Тодда на 𝑀γ.

Определение 2.25. Формой Тодда на подмногообразии 𝑀γ называется диф­

ференциальная форма Td(𝑇 *𝑀γ ⊗ C) ∈ Ω𝑒𝑣(𝑀γ), определяемая как

Td(𝑇 *𝑀γ ⊗ C) def
= det

(︂
−Ωγ/2π𝑖

1− exp(Ωγ/2π𝑖)

)︂
,

где Ωγ — форма кривизны связности Леви–Чивиты на 𝑀γ.
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Форма Тодда Td(𝑇 *𝑋γ ⊗ C) на 𝑋γ определяется аналогично. Пара этих

форм является замкнутой в комплексе (̃︀Ω*(𝑀γ,πγ),̃︀𝜕) (см. (2.12)), а ее класс

когомологий будем обозначать через

Tdγ(𝑇 *𝑀 ⊗ C) ∈ ̃︀𝐻𝑒𝑣(𝑀γ,πγ). (2.65)

Обозначим через 𝑁γ конормальное расслоение подмногообразия 𝑀γ ⊂ 𝑀 .

Определение 2.26. Конормальным расслоением подмногообразия 𝑀γ ⊂ 𝑀

называется подмножество

𝑁γ = {(𝑥,ξ) ∈ 𝑇 *𝑀 | 𝑥 ∈ 𝑀γ, ξ(𝑣) = 0 ∀𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀
γ ⊂ 𝑇𝑥𝑀}.

Определим класс когомологий (ср. [3])

Tdγ(𝑇 *𝑀 ⊗ C) =
Td(𝑇 *𝑀γ ⊗ C)

chΩ𝑒𝑣(𝑁γ ⊗ C)(γ)− chΩ𝑜𝑑𝑑(𝑁γ ⊗ C)(γ)
∈ 𝐻𝑒𝑣(𝑀γ), (2.66)

где 𝑁γ — нормальное расслоение подмногообразия 𝑀γ ⊂ 𝑀 , Ω𝑒𝑣/𝑜𝑑𝑑 — вектор­

ное расслоение внешних форм четной/нечетной степени, а класс chΩ𝑒𝑣(𝑁γ ⊗
C)(γ) определен как линейная комбинация обычных характеров Черна

chΩ𝑒𝑣(𝑁γ ⊗ C)(γ) =
∑︁
𝑘

λ𝑘 ch𝑉λ𝑘.

Здесь Ω𝑒𝑣(𝑁γ ⊗ C) =
⨁︀
𝑘

𝑉λ𝑘 — разложение векторного расслоения на собствен­

ные подрасслоения, отвечающие собственным значениям λ𝑘 ∈ S1 эндоморфизма
расслоений γ. Класс Ω𝑜𝑑𝑑(𝑁γ ⊗ C)(γ) определяется аналогично. Отметим, что

деление в формуле (2.66) корректно, поскольку компонента нулевой степени в

делителе ненулевая (см. [6]).

Следующая теорема является основным результатом этой главы.

Теорема 2.27. Пусть 𝒟 — эллиптический оператор в смысле определения 2.5.

Справедлива формула индекса

ind𝒟 =
∑︁
⟨γ⟩⊂Γ

⟨chγ σ(𝒟) ∧ Tdγ(𝑇 *𝑀 ⊗ C),[𝑇 *𝑀γ,πγ]⟩, (2.67)

где суммирование производится по классам сопряженности группы Γ, а ряд

сходится абсолютно. Здесь

� chγ σ(𝒟) ∈ 𝐻𝑒𝑣(𝑇 *𝑀γ,πγ) — класс Черна оператора 𝒟;
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� Tdγ(𝑇 *𝑀 ⊗ C) ∈ ̃︀𝐻𝑒𝑣(𝑀γ,πγ) — класс Тодда подмногообразия 𝑀γ;

� ⟨·,·⟩ — функционал (2.16) интегрирования по фундаментальному цик­

лу.

Перед тем, как доказать теорему 2.27, введем дополнительные обозна­

чения. Каждому проектору 𝑃 ∈ Mat𝑁(𝐶
∞(𝑋) ⋊ Γ) сопоставим специальную

краевую задачу. А именно, рассмотрим матричный 𝑁 × 𝑁 оператор (ср. [41,

Corollary 20.3.1]) на 𝑀 :

Λ𝑃 = χ

(︂
𝜕

𝜕𝑥𝑛
(2𝑃 − 1) + Λ𝑋

)︂
+ (1− χ)Λ𝑀 , (2.68)

где Λ𝑀 ,Λ𝑋 — неотрицательные ПДО порядка 1 на 𝑀 и 𝑋, соответственно,

χ ∈ 𝐶∞(𝑀) — такая функция 0 ⩽ χ ⩽ 1, тождественно равная единице в

окрестности края и равная нулю в несколько большей окрестности края. Здесь

мы полагаем, что операторы Λ𝑀 и Λ𝑋 коммутируют с действием группы Γ на

𝑀 и 𝑋. Рассмотрим следующую краевую задачу для оператора (2.68):(︃
Λ𝑃

𝑃𝑖*

)︃
: 𝐻1(𝑀,C𝑁) −→

𝐿2(𝑀,C𝑁)

⊕
𝑃𝐻1/2(𝑋,C𝑁)

. (2.69)

Аналогично работе [13] можно показать, что эта краевая задача фред­

гольмова, а ее индекс равен нулю. Теперь сведем задачу (2.69) к задаче в

пространствах 𝐿2. Для этого обозначим через Λ− оператор (2.69) при 𝑃 = 0.

Отметим, что последний оператор без граничных условий является фредголь­

мовым. Теперь определим краевую задачу нулевого порядка:(︃
Λ𝑃 (Λ−)

−1

Λ
1/2
𝑋 𝑃𝑖*(Λ−)

−1

)︃
: 𝐿2(𝑀,C𝑁) −→

𝐿2(𝑀,C𝑁)

⊕
𝑃𝐿2(𝑋,C𝑁).

(2.70)

Эта задача фредгольмова с нулевым индексом как композиция оператора Λ−1
− ,

задачи (2.69) и оператора Λ
1/2
𝑋 .

Теперь перейдем к доказательству теоремы 2.27.

Доказательство. В силу гомотопической классификации, построенной Сави­

ным [33, Theorem 5], достаточно доказать формулу индекса в двух случаях: а)

в случае операторов, тривиальных в окрестности края; б) в случае специальных

краевых задач (2.70).
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Случай а): поскольку оператор является тривиальным в окрестности

края, он может быть продолжен на дубль многообразия с сохранением ин­

декса. В этом случае формула индекса (2.67) следует из теоремы об индексе

в [47, §9.2.1]. В самом деле, рассмотрим эллиптическую тройку (𝒟,𝒫1,𝒫2), три­

виальную в окрестности края 𝑋 ⊂ 𝑀 . Тривиальность здесь означает, что в

окрестности края оператор 𝒟 имеет компоненты в подалгебре

(𝐶∞(𝑀)⊕ 𝐶∞(𝑋))⋊ Γ ⊂ Ψ𝐵(𝑀)⋊ Γ. (2.71)

Тогда имеем равенство

ind(𝒟,𝒫1,𝒫2) = ind(𝐷,𝑃1,𝑃2), (2.72)

где 𝑃1,2 ∈ Mat𝑁(𝐶
∞(𝑀))⋊ Γ — компоненты проекторов 𝒫1 и 𝒫2 на 𝑀 , а 𝐷 —

псевдодифференциальный оператор в операторе 𝒟 на 𝑀 .

Обозначим через 2𝑀 дубль многообразия 𝑀 . Как топологическое про­

странство он получается склеиванием двух копий многообразия 𝑀 вдоль

границы. Определим пространство гладких функций на нем формулой

𝐶∞(2𝑀) = {(𝑢,𝑣) ∈ 𝐶∞(𝑀ε)⊕𝐶∞(𝑀ε)|𝑢(𝑥′,𝑥𝑛) = 𝑣(𝑥′,−𝑥𝑛) для всех |𝑥𝑛| < ε},

где многообразие 𝑀ε получено склеиванием многообразия 𝑀 и цилиндра 𝑋 ×
(−ε,0] вдоль края.

Полагаем, что коэффициенты тройки (𝐷,𝑃1,𝑃2) не зависят от 𝑥𝑛 при ма­

лых |𝑥𝑛|. При таком условии рассмотрим симметрическое продолжение тройки

(𝐷,𝑃1,𝑃1) на дубль (как в [55]) и обозначим это продолжение через (𝐷̃,𝑃1,𝑃2).

С одной стороны, оператор 𝐷̃ : Im𝑃1 → Im𝑃2 изоморфен прямой сумме двух

копий исходного оператора 𝐷 : Im𝑃1 → Im𝑃2. Тогда получаем равенство

ind(𝐷̃,𝑃1,𝑃2) = 2 ind(𝐷,𝑃1,𝑃2). (2.73)

С другой стороны, применяя формулу индекса из [47, §9.2.1] к индексу опера­

тора (𝐷̃,𝑃1,𝑃2), получим формулу

ind(𝐷̃,𝑃1,𝑃2) =
∑︁
⟨γ⟩⊂Γ

⟨chγ σ(𝒟̃)∧Tdγ(𝑇 *2𝑀⊗C)∧chγΛ(2𝒩 γ⊗C)−1,[𝑇 *2𝑀γ,πγ]⟩.

(2.74)

Поскольку оператор 𝐷̃ тривиален при малых |𝑥𝑛|, подынтегральное выражение
в формуле (2.74) тождественно равно нулю при малых |𝑥𝑛|. Более того, посколь­
ку оператор (𝐷̃,𝑃1,𝑃2) определяется симметрическим продолжением тройки
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(𝐷,𝑃1,𝑃2), из равенства (2.73) получаем формулу

ind(𝐷̃,𝑃1,𝑃2) = 2
∑︁
⟨γ⟩⊂Γ

⟨chγ σ(𝒟)∧Tdγ(𝑇 *𝑀 ⊗C)∧ chγΛ(𝒩 γ⊗C)−1,[𝑇 *𝑀γ,πγ]⟩.

(2.75)

Из формул (2.72), (2.73) и (2.75) следует искомая формула

ind(𝐷,𝑃1,𝑃2) =
∑︁
⟨γ⟩⊂Γ

⟨chγ σ(𝒟) ∧ Tdγ(𝑇 *𝑀 ⊗ C) ∧ chγΛ(𝒩 γ ⊗ C)−1,[𝑇 *𝑀γ,πγ]⟩

индекса оператора (𝐷,𝑃1,𝑃2).

Случай б): покажем, что в этом случае топологический индекс оператора

(𝐷,𝑃1,𝑃2) равен нулю.

В самом деле, пусть дан проектор 𝑃 и соответствующая задача

(𝒟𝑃 ,𝒫1,𝑃 ,𝒫2,𝑃 ). Тогда индекс в теореме 2.27 равен сумме вкладов классов

сопряженности ⟨γ⟩ ⊂ Γ. Каждый такой вклад

⟨chγ σ(𝒟𝑃 ) ∧ Tdγ(𝑇 *𝑀 ⊗ C) ∧ chγΛ(𝒩 γ ⊗ C)−1,[𝑇 *𝑀γ,πγ]⟩ (2.76)

равен сумме интегралов форм, представляющих классы когомологий на рассло­

ениях 𝑇 *𝑀γ и 𝑇 *𝑋γ. Утверждается, что каждый такой интеграл равен нулю.

Во-первых, выберем локальные координаты (𝑦,η) на 𝑇 *𝑋γ и введем сфе­

рические координаты

η = 𝑟ω, где 𝑟 = |η|, ω =
η

|η|
. (2.77)

Тогда из формул (2.68),(2.69), (2.70) и (2.65), (2.66) следует, что дифференциаль­

ные формы, отвечающие компонентам на 𝑇 *𝑋γ класса когомологий в (2.76), не

содержат дифференциалов 𝑑ω. Следовательно, интеграл по 𝑇 *𝑀γ равен нулю.

Во-вторых, выберем координаты (𝑦,𝑥𝑛,η,τ) в окрестности края расслое­

ния 𝑇 *𝑀γ. Здесь также введем сферические координаты (2.77) и отметим, что

подынтегральное выражение интеграла по 𝑇 *𝑀γ не содержит дифференциалов

𝑑ω. Тогда интеграл равен нулю.

Таким образом, формула индекса (2.67) доказана.

2.2 Приложение. Индекс скрученных краевых задач

Полученная в предыдущем параграфе формула индекса является до­

статочно громоздкой для ее применения. В данном параграфе рассмотрен
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специальный класс операторов Буте де Монвеля, для которых вычисление ин­

декса производится по более простой формуле. Будем рассматривать операторы

Буте де Монвеля, действующие в сечениях некоторых векторных расслоений

многообразий (см. [22]). Результаты данного параграфа опубликованы в ста­

тье [34].

2.2.1 Скрученные краевые задачи

Γ-инвариантные операторы. Как и раньше, пусть 𝑀 — гладкое компакт­

ное риманово многообразие с краем 𝑋, а Γ — дискретная конечнопорожденная

группа изометрий γ : 𝑀 → 𝑀, сохраняющих край γ(𝑋) = 𝑋.

Определение 2.28. Векторное расслоение 𝐸 над многообразием 𝑀 называет­

ся Γ-расслоением, если для любых точек 𝑚 ∈ 𝑀 и элементов γ ∈ Γ существует

изоморфизм слоев

𝑡𝑚(γ) : 𝐸𝑚 → 𝐸γ(𝑚),

гладко зависящий от 𝑚 и удовлетворяющий равенству

𝑡(γ1)𝑡(γ2) = 𝑡(γ1γ2), ∀γ1,γ2 ∈ Γ.

Определим оператор сдвига

𝑇 (γ) : 𝐶∞(𝑀,𝐸) → 𝐶∞(𝑀,𝐸), (𝑇 (γ)𝑢)(𝑚) = 𝑡γ−1(𝑚)(γ)𝑢(γ
−1𝑚). (2.78)

Нетрудно показать, что справедлива формула

𝑇 (γ1)𝑇 (γ2) = 𝑇 (γ1γ2) ∀γ1,γ2 ∈ Γ.

Пусть

𝒟 :

𝐶∞(𝑀,𝐸1)

⊕
𝐶∞(𝑋,𝐹1)

−→
𝐶∞(𝑀,𝐸2)

⊕
𝐶∞(𝑋,𝐹2)

(2.79)

— эллиптический оператор Буте де Монвеля без сдвигов, действующий в сече­

ниях Γ-расслоений 𝐸𝑖,𝐹𝑖, 𝑖 = 1,2.

Теперь определим матричные операторы

𝒯𝑖(γ) =

(︃
𝑇𝐸𝑖

(γ) 0

0 𝑇𝐹𝑖
(γ)

)︃
:

𝐶∞(𝑀,𝐸𝑖)

⊕
𝐶∞(𝑋,𝐹𝑖)

−→
𝐶∞(𝑀,𝐸𝑖)

⊕
𝐶∞(𝑋,𝐹𝑖)

,
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где операторы 𝑇𝐸𝑖
(γ), 𝑇𝐹𝑖

(γ), 𝑖 = 1,2, обозначают операторы сдвига (2.78) в

векторных Γ-расслоениях 𝐸𝑖, 𝐹𝑖.

Определение 2.29. Оператор (2.79) без сдвигов называется Γ-инвариантным,

если выполнено равенство

𝒟𝒯1(γ) = 𝒯2(γ)𝒟 ∀γ ∈ Γ. (2.80)

Γ-проекторы. Рассмотрим гладкое скрещенное произведение 𝐶∞(𝑀) ⋊ Γ.

Пусть дан матричный 𝑛 × 𝑛 проектор

𝑃 ∈ Mat𝑛(𝐶
∞(𝑀)⋊ Γ). (2.81)

Определим оператор

̃︀𝑃𝑗 :

𝐶∞(𝑀,𝐸𝑗 ⊗ C𝑛)

⊕
𝐶∞(𝑋,𝐹𝑗 ⊗ C𝑛)

−→
𝐶∞(𝑀,𝐸𝑗 ⊗ C𝑛)

⊕
𝐶∞(𝑋,𝐹𝑗 ⊗ C𝑛)

, 𝑗 = 1,2,

по формуле

̃︀𝑃𝑗 =
∑︁
γ∈Γ

(1⊗ 𝑃 (γ))(𝒯𝑗(γ)⊗ 1). (2.82)

Лемма 2.30. Оператор (2.82) является проектором, т.е. ̃︀𝑃 2
𝑗 = ̃︀𝑃𝑗.

Доказательство. Имеем

̃︀𝑃 2
𝑗 =

∑︁
γ1,γ2

𝑃 (γ1)𝒯𝑗(γ1)𝑃 (γ2)𝒯𝑗(γ2) =
∑︁
γ1,γ2

(𝑃 (γ1)γ
*
1
−1𝑃 (γ2))𝒯𝑗(γ1γ2) =

=
∑︁
γ

(︃ ∑︁
γ1γ2=γ

𝑃 (γ1)γ
*
1
−1𝑃 (γ2)

)︃
𝒯𝑗(γ) =

∑︁
γ

𝑃 (γ)𝒯𝑗(γ) = ̃︀𝑃𝑗, (2.83)

где мы воспользовались тем фактом, что 𝑃 2 = 𝑃 . Для краткости в вычислениях

выше был опущен знак ⊗.

Скрученные операторы. Путь 𝒟 — Γ-инвариантный оператор (2.79), а 𝑃

— проектор как в формуле (2.81). Обозначим прямую сумму 𝑛 копий операто­

ра 𝒟 через 𝒟 ⊗ 1𝑛.
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Определение 2.31. Оператор

̃︀𝑃2(𝒟 ⊗ 1𝑛) ̃︀𝑃1 : Im ̃︀𝑃1 −→ Im ̃︀𝑃2, где Im ̃︀𝑃𝑗 ⊂ 𝐿2(𝑀,𝐸𝑗 ⊗ C𝑛)⊕ 𝐿2(𝑋,𝐹𝑗 ⊗ C𝑛),

(2.84)

обозначается через 𝒟 ⊗ 1𝑃 и называется оператором 𝒟, скрученным проекто­

ром 𝑃 .

Лемма 2.32. Оператор (2.84) фредгольмов.

Доказательство. Утверждается, что оператор

̃︀𝑃1(ℛ⊗ 1𝑛) ̃︀𝑃2 (2.85)

является почти обратным к (2.84). Здесь ℛ — почти обратный оператор к 𝒟.
В самом деле, опустив для краткости знак ⊗, получаем

̃︀𝑃2𝒟 =
∑︁
γ

𝑃 (γ)𝒯2(γ)𝒟 =
∑︁
γ

𝑃 (γ)𝒟𝒯1(γ) =
∑︁
γ

(𝒟𝑃 (γ) + [𝑃 (γ),𝒟])𝒯1(γ) =

= 𝒟
∑︁
γ

𝑃 (γ)𝒯1(γ) +𝐾 = 𝒟 ̃︀𝑃1 +𝐾, (2.86)

где𝐾 обозначает некоторые компактные операторы. Здесь мы воспользовались

инвариантностью (2.80) и тем фактом, что коммутатор [𝑃 (γ),𝒟] компактен.

Тогда из равенства (2.86) следует, что

̃︀𝑃2𝒟 ̃︀𝑃1ℛ ̃︀𝑃2 = ̃︀𝑃 2
2𝒟ℛ ̃︀𝑃2+𝐾 = ̃︀𝑃2(1+𝐾) ̃︀𝑃2+𝐾 = ̃︀𝑃2+𝐾 = 1+𝐾 : Im ̃︀𝑃2 → Im ̃︀𝑃2.

Схожим образом доказывается, что

̃︀𝑃1ℛ ̃︀𝑃2𝒟 ̃︀𝑃1 = 1 +𝐾 : Im ̃︀𝑃1 → Im ̃︀𝑃1.

Лемма 2.32 доказана.

2.2.2 Формула индекса

Для получения формулы индекса аналогично параграфу 2.1.3 определим

необходимые характеры Черна.
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Характер Черна проектора. Определим характер Черна проектора (2.81)

chγ(𝑃 ) ∈ 𝐻𝑒𝑣(𝑀γ) (2.87)

по формуле

chγ(𝑃 ) = tr τγ
(︂
𝑃 exp

(︂
−∇2

𝑃

2π𝑖

)︂)︂
∈ Ω*(𝑀γ), (2.88)

где τγ — функционал (2.24), ∇𝑃 = 𝑃 · 𝑑 · 𝑃 и ∇2
𝑃 = 𝑃 (𝑑𝑃 )2. Форма (2.88)

является замкнутой, а ее класс когомологий также обозначим через (2.87).

Характер Черна символа оператора Буте де Монвеля. Теперь

определим характер Черна символа σ(𝒟). Рассмотрим эллиптический

Γ-инвариантный оператор 𝒟 (см. определение 2.29). Как и ранее, обозна­

чим через 𝑎,𝑟 и 𝑎𝑋 ,𝑟𝑋 гладкие продолжения внутреннего и граничного символа

гладкими символами на 𝑇 *𝑀 и на 𝑇 *𝑋 соответственно.

Реализуем расслоения 𝐸𝑖,𝐹𝑖 в терминах некоторых матричных проек­

торов. А именно, рассмотрим их как подрасслоения 𝐸𝑗 ⊂ 𝑀 × C𝑁 , 𝐹𝑗 ⊂
𝑋 × C𝑁 , определенные как образы матричных проекторов 𝑞𝐸𝑗

,𝑞𝐹𝑗
. Более того,

мы возьмем такое унитарное представление Γ → 𝑈(C𝑁), что проекторы 𝑞𝐸𝑗
,𝑞𝐹𝑗

Γ-инвариантны, а 𝐸𝑗 ≃ Im𝑞𝐸𝑗
, 𝐹𝑗 ≃ Im𝑞𝐹𝑗

— изоморфизмы Γ-расслоений.

Определим связности

∇𝐸𝑗
= 𝑞𝐸𝑗

𝑑𝑞𝐸𝑗
,

где 𝑑 означает внешнюю производную на 𝑇 *𝑀 , и связность

̃︀∇ = ∇𝐸1
+ 𝑟(∇𝑎), где ∇𝑎 ≡ ∇𝐸2

𝑎− 𝑎∇𝐸1
.

Ее форма кривизны равна

̃︀Ω def
= (̃︀∇)2 = ∇2

𝐸1
+∇𝐸1

(𝑟∇𝑎) + (𝑟∇𝑎)2.

Определим характер Черна по формуле

ch𝑀(𝒟)(γ) = tr
(︁
γ
(︁
𝑒−
̃︀Ω/2π𝑖𝑞𝐸1

− 𝑞𝐸2
𝑒−∇2

𝐸2
/2π𝑖
)︁)︁

∈ Ω𝑒𝑣
𝑐 (𝑇 *𝑀γ), (2.89)

где tr — матричный след.
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Теперь выполним аналогичные построения для граничного символа на

𝑇 *𝑋. Определим проекторы на 𝑇 *𝑋

𝑞′𝑗 = diag(𝑞𝐸𝑗

⃒⃒
𝑋
,𝑞𝐹𝑗

)

и связности

∇′
𝑗 = 𝑞′𝑗𝑑

′𝑞′𝑗,
̃︀∇′ = ∇′

1 + 𝑟𝑋(∇′𝑎𝑋),

где 𝑑′ означает внешнюю производную на 𝑇 *𝑋, а ∇′𝑎𝑋 = ∇′
2𝑎𝑋 − 𝑎𝑋∇′

1. Кри­

визна связности ̃︀∇′ равна

̃︀Ω′ def= (̃︀∇′)2 = ∇′2
1 +∇′

1(𝑟𝑋∇′𝑎𝑋) + (𝑟𝑋∇′𝑎𝑋)
2.

Определим характер Черна по формуле

ch𝑋(𝒟)(γ) = tr′
(︁
γ
(︁
𝑒−
̃︀Ω′/2π𝑖(𝑞′1 − 𝑟𝑋𝑎𝑋)

)︁)︁
−

− tr′
(︁
γ
(︁
𝑞′2𝑒

−(∇′
2)

2/2π𝑖 − 𝑎𝑋𝑒
−̃︀Ω′/2π𝑖𝑟𝑋

)︁)︁
,

ch𝑋(𝒟)(γ) ∈ Ω𝑒𝑣
𝑐 (𝑇 *𝑋γ). (2.90)

Здесь tr′ — регуляризованный след (1.13) граничного символа.

Замечание 2.33. Если 𝜕𝑀 = ∅, то определение (2.89) переходит в определе­
ние из [3].

Аналогично предложению 2.21 можно показать, что пара форм (2.89),(2.90)

определяет класс в когомологиях

ch(𝒟)(γ) = [ch𝑀(𝒟)(γ), ch𝑋(𝒟)(γ)] ∈ 𝐻*(𝑇 *𝑀γ,πγ).

Напомним, что здесь рассматривается группа когомологий, определенная

комплексом (2.18) на кокасательном расслоении подмногообразия 𝑇 *𝑀γ с про­

екцией πγ : 𝜕(𝑇 *𝑀γ) −→ 𝑇 *𝑋γ. Класс ch(𝒟)(γ) корректно определен, что

можно доказать аналогично проделанному в параграфе 2.1.4.

Формула индекса. Предположим, что все подмногообразия неподвижных

точек 𝑀γ ориентированы и диффеоморфизмы γ1 : 𝑀
γ2 → 𝑀γ1γ2γ

−1
1 сохраняют

ориентацию для любых элементов γ1,γ2 ∈ Γ. Рассмотрим проекцию

πγ : 𝜕(𝑇 *𝑀γ) −→ 𝑇 *𝑋γ.
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Для этой проекции аналогично формуле (2.21) определим соответствующий

изоморфизм Тома

αγ : 𝐻*(𝑇 *𝑀γ,πγ) −→ 𝐻*−𝑛(𝑀γ,𝑋γ).

Следующая теорема дает формулу индекса скрученных операторов.

Теорема 2.34. Справедлива следующая формула индекса скрученных операто­

ров:

ind(𝒟 ⊗ 1𝑃 ) =
∑︁
⟨γ⟩⊂Γ

⟨αγ (ch(𝒟)(γ)) Tdγ(𝑇 *𝑀 ⊗ C) chγ(𝑃 ), [𝑀γ, 𝑋γ]⟩ , (2.91)

где [𝑀γ,𝑋γ] ∈ 𝐻𝑛γ
(𝑀γ,𝑋γ), 𝑛γ = dim𝑀γ — фундаментальный класс в отно­

сительных гомологиях, а ⟨·,·⟩ означает спаривание между когомологиями и

гомологиями.

Доказательство. Доказательство является аналогичным доказательству тео­

ремы 10 в работе [16]. Укажем основные моменты в доказательстве.

1. Напомним формулу индекса из параграфа 2.1.4

ind(𝒟 ⊗ 1𝑃 ) =
∑︁
⟨γ⟩⊂Γ

⟨chγ σ(𝒟 ⊗ 1𝑃 )Td
γ(𝑇 *𝑀 ⊗ C), [𝑇 *𝑀γ,πγ]⟩ (2.92)

для индекса общих краевых задач со сдвигами. Здесь chγ σ(𝒟 ⊗ 1𝑃 ) ∈
𝐻𝑒𝑣(𝑇 *𝑀γ,πγ) — характер Черна главного символа нашего скрученного опе­

ратора, а спаривание с фундаментальным классом подмногообразия 𝑇 *𝑀γ

определяется аналогично формуле (2.16) как

⟨·,[𝑇 *𝑀γ,πγ]⟩ : 𝐻*(𝑇 *𝑀γ,πγ) −→ C,

(ω,ω𝑋) ↦−→
�

𝑇 *𝑀γ

ω−
�

𝑇 *𝑋γ

ω𝑋 .
(2.93)

Напомним, что кокасательные расслоения имеют ориентацию (ξ1,𝑥1,ξ2,𝑥2,...).

2. Аналогично [47, Lemma 9.10] можно доказать мультипликативное свой­

ство характеров Черна

chγ[σ(𝒟 ⊗ 1𝑃 )] = ch(𝒟)(γ) · chγ(𝑃 ). (2.94)

3. Теперь пусть (ω,ω𝑋) ∈ Ω𝑒𝑣
𝑐 (𝑇 *𝑀γ)⊕Ω𝑒𝑣

𝑐 (𝑇 *𝑋γ)— представитель класса

ch(𝒟)(γ), а ω0 ∈ Ω𝑒𝑣(𝑀γ) — представитель класса chγ(𝑃 )Tdγ(𝑇 *𝑀 ⊗C). Тогда
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имеем

⟨chγ σ(𝒟 ⊗ 1𝑃 )Td
γ(𝑇 *𝑀 ⊗ C), [𝑇 *𝑀γ,πγ]⟩ =

�

𝑇 *𝑀γ

ω ∧ω0 −
�

𝑇 *𝑋γ

ω𝑋 ∧ω0 =

=

�

𝑀γ

π𝑀
γ

* ω ∧ω0 −
�

𝑋γ

π𝑋
γ

* (ω𝑋) ∧ω0 = ⟨α[(ω,ω𝑋)][ω0], [𝑀
γ,𝑋γ]⟩, (2.95)

где мы использовали формулу (2.93) и свойства интегрирования по слоям. Тогда

равенство (2.95) дает формулу

⟨chγ σ(𝒟 ⊗ 1𝑃 )Td
γ(𝑇 *𝑀 ⊗ C), [𝑇 *𝑀γ,πγ]⟩ =

= ⟨αγ(ch(𝒟)(γ))Tdγ(𝑇 *𝑀 ⊗ C) chγ(𝑃 ),[𝑀γ,𝑋γ]⟩.

Отсюда и из формулы (2.92) получаем искомую формулу индекса (2.91).

Отметим, что вычисление индекса по формуле (2.91) оказывается проще,

чем по формуле (2.67).

2.2.3 Пример. Оператор Эйлера

Рассмотрим краевую задачу для оператора Эйлера:

ℰ =

(︃
𝑑+ 𝑑*

𝑖*

)︃
: Ω𝑒𝑣(𝑀) −→

Ω𝑜𝑑𝑑(𝑀)

⊕
Ω𝑒𝑣(𝑋)

, (2.96)

где 𝑖 : 𝑋 →˓ 𝑀 естественное вложение края, 𝑑 : Ω𝑒𝑣(𝑀) → Ω𝑜𝑑𝑑(𝑀) — внешний

дифференциал, а 𝑑* — сопряженный к нему относительно римановой метри­

ки на 𝑀 .

Эта краевая задача является Γ-инвариантной, поскольку группа Γ дей­

ствует на 𝑀 изометриями. Известно, что эта краевая задача является эллипти­

ческой, т.е. она удовлетворяет условию Шапиро–Лопатинского.

Пусть 𝑃 ∈ Mat𝑁(𝐶
∞(𝑀) ⋊ Γ) — матричный проектор над гладким скре­

щенным произведением. Рассмотрим скрученную краевую задачу ℰ ⊗ 1𝑃 .

Теорема 2.35. Индекс скрученной краевой задачи ℰ ⊗ 1𝑃 равен

ind(ℰ ⊗ 1𝑃 ) =
∑︁
⟨γ⟩⊂Γ

∑︁ ′
χ(𝑀γ, 𝜕𝑀γ) chγ0(𝑃 ).
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Здесь

� χ(𝑀γ, 𝜕𝑀γ) обозначает относительную эйлерову характеристику

множества неподвижных точек 𝑀γ;

� число chγ0(𝑃 ) равно компоненте нулевой степени характера Черна про­

ектора 𝑃 ;

� χ(𝑀γ, 𝜕𝑀γ) и chγ0(𝑃 ) рассматриваются как локально постоянные

функции на множестве 𝑀γ;

� знак
∑︀ ′ обозначает суммирование по компонентам связности мно­

жества 𝑀γ.

Доказательство. Сужение внутреннего символа σint(ℰ) на подмногообразие

неподвижных точек элемента γ имеет разложение

σint(ℰ)|𝑇 *𝑀γ ≃ σint(ℰ𝑀γ)⊗ 1Ω𝑒𝑣(𝑁) ⊕ σint(ℰ*
𝑀γ)⊗ 1Ω𝑜𝑑𝑑(𝑁), (2.97)

где через ℰ𝑀γ обозначена краевая задача Эйлера на 𝑀γ, а ℰ*
𝑀γ — сопряженная

к ней. Это разложение следует из ортогонального разложения касательного

расслоения

𝑇𝑀 |𝑀γ ≃ 𝑇𝑀γ ⊕𝑁γ,

где 𝑁γ — нормальное расслоение подмногообразия 𝑀γ ⊂ 𝑀 и соответствующе­

го градуированного разложения Ω(𝑇𝑀)|𝑀γ ≃ Ω(𝑇𝑀γ)⊗Ω(𝑁γ) внешних форм.

Похожее разложение справедливо и для граничного символа σ𝑋(ℰ)|𝑇 *𝑋γ.

Из разложения (2.97) для внутреннего и граничного символов следует, что

ch(ℰ)(γ) = chσ(ℰ𝑀γ) · ch(Ω𝑒𝑣(𝑁γ)− Ω𝑜𝑑𝑑(𝑁γ))(γ).

Следовательно, получаем

ch(ℰ)(γ)Tdγ(𝑇 *𝑀 ⊗ C) = ch(ℰ𝑀γ)(γ)Td(𝑇 *𝑀γ ⊗ C).

Подставляя эту формулу в равенство (2.91), мы видим, что вклад подмногооб­

разия 𝑀γ в формулу индекса равен

⟨αγ
(︀
ch𝑀(ℰ𝑀γ)(γ)

)︀
Td(𝑇 *𝑀γ ⊗ C) chγ(𝑃 ),[𝑀γ,𝑋γ]⟩ =

= ⟨𝑒(𝑇𝑀γ) chγ(𝑃 ),[𝑀γ,𝑋γ]⟩ =
∑︁

′(χ(𝑀γ, 𝜕𝑀γ)) chγ0(𝑃 ),

где через 𝑒(𝑇𝑀γ) обозначен класс Эйлера расслоения 𝑇𝑀γ, определенный в

терминах римановой метрики, а суммирование берется по компонентам связно­

сти.

Теорема 2.35 доказана.
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В качестве иллюстрации к теореме 2.35 рассмотрим следующие примеры.

Примеры. На диске D2 = {𝑥 ∈ R2
⃒⃒
|𝑥| ⩽ 1} рассмотрим краевую задачу

для оператора Эйлера

ℰ =

(︃
𝑑+ 𝑑*

𝑖*

)︃
: Ω𝑒𝑣(D2) −→

Ω𝑜𝑑𝑑(D2)

⊕
Ω𝑒𝑣(S1)

(2.98)

и скрученную краевую задачу ℰ ⊗ 1𝑃 , где 𝑃 ∈ Mat2(𝐶
∞(D2) ⋊ Γ) — матрич­

ный проектор над гладким скрещенным произведением. Вычислим индекс этой

задачи для групп Γ = Z𝑛 (при различных 𝑛) и их действий по формуле

ind(ℰ ⊗ 1𝑃 ) =
∑︁
⟨γ⟩⊂Γ

χ(𝑀γ, 𝜕𝑀γ)
∑︁
γ′∈⟨γ⟩

tr𝑃 (γ′),

где

𝑃 =
1

𝑛
(1 + 𝑇 + ...+ 𝑇 𝑛−1),

𝑇 — оператор сдвига, отвечающий действию образующей группы Γ.

1. Пусть группа Γ = Z2 действует на диске D2 поворотами на угол π вокруг

центра диска. Поворот осуществляется оператором сдвига 𝑇 по формуле

𝑇𝑢(𝑥,𝑦) = 𝑢(−𝑥,− 𝑦),

а проектор равен 𝑃 = 1
2(1 + 𝑇 ). При γ = 0 имеем 𝑀γ = D2, 𝜕𝑀γ = S1,

χ(D2,S1) = 1. При γ = 1 подмногообразием неподвижных точек является центр

диска pt, χ(pt) = 1. Вычислим индекс:

ind(ℰ ⊗ 1𝑃 ) = tr𝑃 (0) + tr𝑃 (1) =
1

2
+

1

2
= 1.

2. Пусть группа Γ = Z4 действует на диске D2 поворотами на углы π/2

вокруг центра диска. Оператор сдвига равен

𝑇 𝑘𝑢(𝑥,𝑦) = 𝑢

(︂
𝑥 cos

𝑘π

2
+ 𝑦 sin

𝑘π

2
,−𝑥 cos

𝑘π

2
+ 𝑦 sin

𝑘π

2

)︂
,

а проектор равен 𝑃 = 1
4(1 + 𝑇 + 𝑇 2 + 𝑇 3). При γ = 0 имеем 𝑀γ = D2, 𝜕D2 =

S1, χ(D2,S1) = 1. При γ ̸= 0 неподвижной точкой является центр диска pt,

χ(pt) = 1. Вычислим индекс

ind(ℰ ⊗ 1𝑃 ) =
3∑︁
γ=0

tr𝑃 (γ) = tr𝑃 (0) + tr𝑃 (1) + tr𝑃 (2) + tr𝑃 (3) = 4 · 1
4
= 1.
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3. Пусть группа Γ = Z2 действует на диске D2 отражениями относительно

горизонтальной оси. Оператором сдвига 𝑇 равен

𝑇𝑢(𝑥,𝑦) = 𝑢(𝑥,− 𝑦),

а проектор равен 𝑃 = 1
2(1 + 𝑇 ). При γ = 0 имеем 𝑀γ = D2, 𝜕𝑀γ = S1,

χ(D2,S1) = 1. При γ = 1 имеем 𝑀γ — диаметр {[−1,1],0}, а χ(𝑀γ, 𝜕𝑀γ) =

−1. Вычислим индекс

ind(ℰ ⊗ 1𝑃 ) = tr𝑃 (0) + tr𝑃 (1) =
1

2
− 1

2
= 0.

Действие группы на диске D2 Индекс

Z2 поворот на угол π вокруг центра диска 1

Z4 поворот на угол π/2 вокруг центра диска 1

Z2 отражение относительно горизонтальной оси 0
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Глава 3. Неизометрическое действие группы

Настоящая глава посвящена краевым задачам, ассоциированным с неизо­

метрическим действием дискретной группы. В §3.1 рассматриваются нелокаль­

ные краевые задачи для дифференциальных операторов со сдвигами. Для таких

операторов вычислены траекторные символы и найдены условия эллиптично­

сти. Показана фредгольмовость эллиптических операторов. В §3.2 строятся

периодические циклические коциклы на алгебре символов Буте де Монвеля, ас­

социированной с действием группы. Полученные коциклы позволяют построить

топологический индекс операторов Буте де Монвеля. В §3.3 рассматривается

пример нелокальной краевой задачи со скручиваниями конечного цилиндра.

Для такой задачи вычислены траекторные символы и найдены условия эллип­

тичности.

3.1 Фредгольмовость краевых задач

В данном параграфе рассмотрены нелокальные краевые задачи для

дифференциальных операторов со сдвигами. Формулируются условия их эл­

липтичности и показано, что нелокальные эллиптические операторы являются

фредгольмовыми в соответствующих пространствах Соболева. Результаты та­

кого типа хорошо известны в литературе (см. [27; 28]). Здесь мы приведем

формулировку в случае, когда действие группы не сохраняет переменную, нор­

мальную к краю многообразия (эти результаты опубликованы в статье [36] и

существенно опираются на методы из работ [27; 31]).

3.1.1 Постановка задачи

Пусть 𝑀 — гладкое компактное подмногообразие с краем 𝜕𝑀 , Γ —

дискретная конечнопорожденная группа диффеоморфизмов γ : 𝑀 → 𝑀, со­

храняющих край γ(𝜕𝑀) = 𝜕𝑀. Рассмотрим оператор сдвига на 𝑀

𝑇γ : 𝐶
∞(𝑀) −→ 𝐶∞(𝑀), 𝑇γ𝑢(𝑥) = 𝑢(γ−1𝑥).
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Напомним, что через Ψ𝐵(𝑀) обозначается алгебра псевдодифференциаль­

ных задач нулевых порядка и типа на 𝑀 . Действие группы Γ на паре (𝑀,𝜕𝑀)

индуцирует действие автоморфизмами алгебры Ψ𝐵(𝑀).

Пусть Ψ𝑚,𝑑
𝐵 (𝑀) — пространство операторов Буте де Монвеля порядка𝑚 ∈

Z и типа 𝑑 ∈ Z+ на 𝑀 .

Рассмотрим оператор

𝒟 =
∑︁
γ∈Γ

𝒟γ𝒯γ : ℋ𝑠(𝑀) −→ ℋ𝑠−𝑚(𝑀), (3.1)

где ℋ𝑠(𝑀) = 𝐻𝑠(𝑀) ⊕𝐻𝑠(𝜕𝑀), 𝒟γ ∈ Ψ𝑚,𝑑
𝐵 (𝑀), 𝒯γ — оператор сдвига

𝒯γ(𝑢(𝑥),𝑣(𝑥′)) = (γ*−1𝑢(𝑥),γ*−1𝑣(𝑥′)).

3.1.2 Внутренний траекторный символ

Фиксируем точку (𝑥,ξ) ∈ 𝑇 *
0𝑀. Для произвольного элемента γ ∈ Γ через

𝜕γ : 𝑇 *𝑀 → 𝑇 *𝑀 обозначим кодифференциал 𝜕γ = (𝑑γ𝑡)−1 диффеоморфизма

γ : 𝑀 → 𝑀 . Пусть на многообразии 𝑀 выбрана риманова метрика, vol𝑀 —

риманова форма объема, Δ — оператор Лапласа.

Определим следующие объекты:

� вес µ𝑠 : Γ −→ R+, определяемый формулой

µ𝑠(γ) =

[︂
γ*−1vol𝑀
vol𝑀

(𝜕γ*−1σ(Δ))𝑠
]︂
(𝑥,ξ); (3.2)

� весовое пространство ℓ2 на группе Γ:

ℓ2(Γ,𝑠) =

{︃
{𝑤(γ)}γ∈Γ

⃒⃒⃒⃒
𝑤(γ) ∈ C при всех γ ∈ Γ и

∑︁
γ

|𝑤(γ)|2µ𝑠(γ) < ∞

}︃
.

Определение 3.1. Внутренний траекторный символ оператора (3.1) опреде­

ляется как оператор

σint(𝒟)(𝑥,ξ) : ℓ2(Γ, 𝑠) −→ ℓ2(Γ, 𝑠−𝑚), (3.3)

причем для оператора сдвига мы полагаем

(σint(𝑇γ1)𝑤)(γ) = 𝑤(γγ1),

а для оператора Буте де Монвеля 𝒟′ ∈ Ψ𝑚,𝑑
𝐵 (𝑀) полагаем

(σint(𝒟′)𝑤)(γ) = σint(𝒟′)(𝜕γ−1(𝑥,ξ))𝑤(γ).
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3.1.3 Граничный траекторный символ

Фиксируем точку (𝑥′,ξ′) ∈ 𝑇 *
0 𝜕𝑀. Вложение касательных пространств

𝑇𝑥′𝜕𝑀 ⊂ 𝑇𝑥′𝑀 индуцирует проекцию кокасательных пространств

𝑝 : 𝑇 *
𝑥′𝑀 −→ 𝑇 *

𝑥′𝜕𝑀.

Слой этой проекции 𝑝−1(𝑥′,ξ′) над точкой (𝑥′,ξ′) является прямой. Снабдим

эти прямые ориентацией, непрерывно зависящей от (𝑥′,ξ′) так, что для пря­

мой 𝑝−1(𝑥′,0) положительным ковектором ξ ∈ 𝑝−1(𝑥′,0) будет тот, для которого

ξ(𝑣) > 0 для любого касательного вектора 𝑣 ∈ 𝑇𝑥′𝑀 , направленного внутрь

многообразия 𝑀 . Через vol𝑥′,ξ′ обозначим форму объема на прямой 𝑝−1(𝑥′,ξ′) ⊂
𝑇 *
𝑥′𝑀 , определяемую как форма объема сужения метрики на 𝑇 *

𝑥′𝑀 на эту пря­

мую.

Через 𝐻±(𝑥
′,ξ′) ⊂ 𝐶∞(𝑝−1(𝑥′,ξ′)) обозначим пространства 𝐻± на ориен­

тированной прямой 𝑝−1(𝑥′,ξ′). Через 𝐻𝑠
±(𝑥

′,ξ′), 𝑠 ∈ Z, обозначим пополнение

пространства 𝐻± по норме

‖𝑢‖2𝐻𝑠
±
=

�

𝑝−1(𝑥′,ξ′)

|Π±ℓ
𝑠
±𝑢|2vol𝑥′,ξ′,

где ℓ± : 𝑇 *
0𝑀 −→ C — эллиптические символы первого порядка, которые в

окрестности края многообразия 𝑀 равны ℓ±(𝑥
′,𝑥𝑛,ξ

′,ξ𝑛) = ∓𝑖ξ𝑛 + |ξ′|, Π± —

проекторы на 𝐻±(𝑥
′,ξ′).

Теперь фиксируем элемент γ ∈ Γ. Тогда γ−1(𝑥′) ∈ 𝜕𝑀 , а кодифференциал

𝜕γ индуцирует аффинный изоморфизм прямых

𝜕γ : 𝑝−1(𝜕γ−1(𝑥′,ξ′)) −→ 𝑝−1(𝑥′,ξ′). (3.4)

Определим пространство

ℰ𝑠 = 𝐻𝑠
+(𝑥

′,ξ′)⊕ C

и через ℓ2(Γ,ℰ𝑠) обозначим пространство функций 𝑤(γ) на группе Γ со значе­

ниями в пространстве ℰ𝑠, для которых сходится ряд∑︁
γ

‖𝑤(γ)‖2𝑠,γ.
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Здесь ‖·‖𝑠,γ — норма в пространстве ℰ𝑠, которая для пары (𝑤,𝑧) ∈ 𝐻𝑠
+(𝑥

′,ξ′)⊕C
задается формулой

‖(𝑤,𝑧)‖2𝑠,γ =

= ‖Π+𝜕γ
*−1ℓ𝑠+𝑤‖2𝐿2

𝜕γ*−1vol𝑀
vol𝑀

+ |𝑧|2(𝜕γ*−1σ(Δ𝜕)
𝑠)

(︂
𝜕γ*−1vol𝜕𝑀

vol𝜕𝑀

)︂
, (3.5)

где vol𝑀 и vol𝜕𝑀 — формы объема, определяемые метриками на 𝑀 и 𝜕𝑀, соот­

ветственно, а Δ𝜕 — оператор Лапласа на подмногообразии 𝜕𝑀 .

Определение 3.2. Граничный траекторный символ оператора 𝒟 (см. (3.1))

порядка 𝑚 в точке (𝑥′,ξ′) ∈ 𝑇 *
0 𝜕𝑀 определяется как оператор

σ𝜕(𝒟)(𝑥′,ξ′) : ℓ2(Γ,ℰ𝑠) −→ ℓ2(Γ,ℰ𝑠−𝑚), (3.6)

причем символ оператора сдвига определяется формулой

(σ𝜕(𝑇γ1)𝑤)(γ) = 𝑤(γγ1),

а символ оператора Буте де Монвеля 𝒟′ определяется формулой

(σ𝜕(𝒟′)(𝑥′,ξ′)𝑤)(γ) = 𝜕γ*−1σ𝜕(𝒟′)(𝜕γ−1(𝑥′,ξ′))𝜕γ*𝑤(γ).

3.1.4 Теорема о фредгольмовости

Определение 3.3. Краевая задача 𝒟 (см. (3.1)) называется эллиптической,

если выполнены два условия:

1) внутренний символ σint(𝒟)(𝑥,ξ) (см. (3.3)) обратим для любых (𝑥,ξ) ∈
𝑇 *
0𝑀 ;

2) граничный символ σ𝜕(𝒟)(𝑥′,ξ′) (см. (3.6)) обратим для любых (𝑥′,ξ′) ∈
𝑇 *
0 𝜕𝑀 .

Рассмотрим 𝐶*-алгебру Ψ(𝑀)/𝒦, где через Ψ(𝑀) ⊂ ℬ(𝐿2(𝑀)⊕ 𝐿2(𝜕𝑀))

обозначено замыкание по операторной норме алгебры Ψ𝐵(𝑀), а 𝒦 — идеал

компактных операторов. Обозначим через 𝑆∨𝑀 пространство

𝑆∨𝑀 = 𝑆*𝑀/ ∼,
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где мы отождествляем точки (𝑥′,0,0,ξ𝑛) и (𝑥′,0,0, − ξ𝑛), и рассмотрим объеди­

нение 𝑆∨𝑀 ⊔ 𝑆*𝜕𝑀 непересекающихся множеств. Наделим это объединение

следующей топологией: замыкание cl(𝑈 ⊔ 𝑉 ) множества

𝑈 ⊔ 𝑉 ⊂ 𝑆∨𝑀 ⊔ 𝑆*𝜕𝑀, где 𝑈 ⊂ 𝑆∨𝑀,𝑉 ⊂ 𝑆*𝜕𝑀,

равно множеству

cl(𝑈 ⊔ 𝑉 ) = (𝑈 ∪ 𝑉𝑀) ⊔ 𝑉 ,

где через 𝑈 и 𝑉 обозначены замыкания в подмножествах 𝑆∨𝑀 и 𝑆*𝜕𝑀 , со­

ответственно, и

𝑉𝑀 =
{︁
(𝑥′,0,(cosφ)ξ′, (sinφ)ξ𝑛) ∈ 𝑆∨𝑀

⃒⃒
(𝑥′,ξ′) ∈ 𝑉,φ ∈

[︁
−π
2
,
π

2

]︁}︁
.

Отметим, что это пространство не является хаусдорфовым. Построенное про­

странство обозначим через Σ.

В [27] доказано, что пространство примитивных идеалов алгебрыΨ(𝑀)/𝒦
гомеоморфно множеству Σ.

Определение 3.4. Напомним, что действие дискретной группы Γ на топологи­

ческом пространстве 𝑋 называется топологически свободным, если для любого

конечного набора γ1, . . . ,γ𝑁 ∈ Γ ∖ {𝑒} объединение соответствующих множеств
неподвижных точек 𝑋γ1 ∪ . . . ∪ 𝑋γ𝑁 не содержит в себе ни одного открытого

множества.

Для того, чтобы сформировать основной результат, дадим следующее

условие:

Условие 3.5. Группа Γ аменабельна, а ее действие на пространстве прими­

тивных идеалов Σ является топологически свободным.

Теорема 3.6. Пусть выполнено условие 3.5. Тогда краевая задача (3.1) фред­

гольмова тогда и только тогда, когда она эллиптична.

Доказательство. Сначала сведем задачу (3.1) к задаче для оператора нулевого

порядка, действующего в пространствах 𝐿2. Для этого воспользуемся операто­

ром редукции порядка (ср., напр., с [13, §3.1.2.1])

Λ : 𝐶∞(𝑀) −→ 𝐶∞(𝑀), ordΛ = 1, (3.7)
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который задается как

Λ =

(︃
Λ𝑀 0

0 Λ𝜕𝑀

)︃
где Λ𝑀 ,Λ𝜕𝑀 — неотрицательные эллиптические ПДО порядка 1 на 𝑀 и 𝜕𝑀 ,

соответственно. Оператор (3.7) таков, что оператор𝒟 фредгольмов или не фред­

гольмов одновременно с оператором

𝒟0 = Λ𝑠−𝑚𝒟Λ−𝑠 : ℋ0(𝑀) −→ ℋ0(𝑀).

Последний оператор является оператором вида (3.1). Из результатов работы [31]

следует, что оператор 𝒟0 фредгольмов тогда и только тогда, когда он эллипти­

чен, т.е. его внутренний и граничный траекторные символы обратимы в смысле

цитированной работы (теоремы из цитированной работы применимы в силу вы­

полнения условия 3.5). При этом внутренний траекторный символ оператора

𝒟0 в смысле цитированной работы, обозначаемый через σ′int(𝒟0), равен

σ′int(𝒟0) = σ
′
int(Λ

𝑠−𝑚)σ′int(𝒟)σ′int(Λ
−𝑠) : ℓ2(Γ,0) −→ ℓ2(Γ,0).

Оператор 𝒟 запишем в виде

𝒟 =
∑︁
γ1

𝒟γ1𝒯γ1,

где 𝒟γ1 ∈ Ψ0,0
BdM(𝑀). Его внутренний символ в смысле работы [31] равен

σ′int(𝒟) =
∑︁
γ1

σint(𝒟γ1)σ′int(𝒯γ1).

Вычислим внутренний символ оператора сдвига 𝒯γ1. Для этого запишем опера­

тор 𝒯γ1 в виде

𝒯γ1 =

⎛⎜⎝
(︁

vol𝑀
γ*1

−1vol𝑀

)︁1/2
0

0
(︁

vol𝜕𝑀
γ*1

−1vol𝜕𝑀

)︁1/2
⎞⎟⎠ ̃︀𝒯γ1,

где ̃︀𝒯γ1 — унитарный оператор в 𝐻0(𝑀). Тогда внутренний символ равен

σ′int(𝒯γ1) = σint

(︃(︂
vol𝑀

γ*1
−1vol𝑀

)︂1/2
)︃
σ(𝒯γ1).
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Наконец, вычислим внутренний символ оператора 𝒟0

σ′int(𝒟0) = σ
′
int(Λ

𝑠−𝑚𝒟Λ−𝑠) =

=
∑︁
γ1

(︂
γ*−1vol𝑀
vol𝑀

)︂1/2

σint(Λ
𝑠−𝑚)σint(𝒟γ1𝑇γ1)σint(Λ−𝑠)

(︂
vol𝑀

γ*−1vol𝑀

)︂1/2

=

=

(︂
γ*−1vol𝑀
vol𝑀

)︂1/2

σint(Λ
𝑠−𝑚)σint(𝒟)σint(Λ

−𝑠)

(︂
vol𝑀

γ*−1vol𝑀

)︂1/2

.

Рассмотрим коммутативную диаграмму

ℓ2(Γ, 0)

σint(Λ
−𝑠)

(︂
vol𝑀

γ*−1
vol𝑀

)︂1/2

↓↓

σ′
int

(𝒟0)
→→ ℓ2(Γ, 0)

ℓ2(Γ, 𝑠)
σint(𝒟)

→→ ℓ2(Γ, 𝑠−𝑚).

σint(Λ
𝑠−𝑚)

(︂
γ*−1

vol𝑀
vol𝑀

)︂1/2
↑↑

(3.8)

Из эллиптичности внутренних символов σint(Λ
𝑠−𝑚),σint(Λ

−𝑠) следует, что вер­

тикальные отображения в (3.8) являются обратимыми операторами. Следова­

тельно, получаем искомую эквивалентность обратимости символов σ′int(𝒟0) и

σint(𝒟).

Для граничных символов доказательство аналогично. Теорема доказана.

3.2 Топологический индекс в циклических когомологиях

В данном параграфе применяется аппарат циклических когомологий для

получения формулы индекса нелокальных краевых задач. Определяются пе­

риодические циклические коциклы на алгебре символов операторов Буте де

Монвеля и строится класс в периодических циклических когомологиях этой

алгебры. С его помощью возможно определить топологический индекс нело­

кальных краевых задач с операторами сдвига. Результаты данного параграфа

опубликованы в статье [35].

3.2.1 Периодические циклические когомологии

Напомним определение периодических циклических когомологий уни­

тальной алгебры 𝒜 в терминах операторов (𝑏,𝐵) (см. [38; 43]). Обозначим
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через 𝐶𝑛(𝒜) = Hom(𝒜𝑛+1,C) пространство (𝑛 + 1)-линейных функционалов

φ(𝑎0,...,𝑎𝑛), где 𝑎0,...,𝑎𝑛 ∈ 𝒜. Такие функционалы называются 𝑛-коцепями. Рас­

смотрим следующие операторы:

� 𝐵0 : 𝐶
𝑛(𝒜) −→ 𝐶𝑛−1(𝒜),

(𝐵0φ)(𝑎0, . . . ,𝑎𝑛−1) = φ(1,𝑎0, . . . ,𝑎𝑛−1)− (−1)𝑛φ(𝑎0, . . . ,𝑎𝑛−1,1);

� 𝑁 : 𝐶𝑛(𝒜) −→ 𝐶𝑛(𝒜),

𝑁φ(𝑎0, . . . ,𝑎𝑛) =
𝑛∑︁

𝑗=0

(−1)𝑛𝑗φ(𝑎𝑗, . . . ,𝑎𝑗−1);

� дифференциал Конна 𝐵 : 𝐶𝑛(𝒜) −→ 𝐶𝑛−1(𝒜), 𝐵 = 𝑁𝐵0;

� дифференциал Хохшильда 𝑏 : 𝐶𝑛(𝒜) −→ 𝐶𝑛+1(𝒜),

(𝑏φ)(𝑎0, . . . ,𝑎𝑛+1) =
𝑛∑︁

𝑖=0

(−1)𝑖φ(𝑎0, . . . ,𝑎𝑖𝑎𝑖+1, . . . ,𝑎𝑛+1)

+ (−1)𝑛+1φ(𝑎𝑛+1𝑎0, . . . ,𝑎𝑛);

� 𝑏′ : 𝐶𝑛(𝒜) −→ 𝐶𝑛+1(𝒜),

(𝑏′φ)(𝑎0, . . . ,𝑎𝑛+1) =
𝑛∑︁

𝑖=0

(−1)𝑖φ(𝑎0, . . . ,𝑎𝑖𝑎𝑖+1, . . . ,𝑎𝑛+1),

при этом 𝑏𝑁 = 𝑁𝑏′.

Из соотношений 𝑏2 = 0, 𝐵2 = 0, 𝑏𝐵 + 𝐵𝑏 = 0 следует, что определен

следующий периодический комплекс:

. . .
𝐵+𝑏−→ 𝐶𝑒𝑣(𝒜)

𝐵+𝑏−→ 𝐶𝑜𝑑𝑑(𝒜)
𝐵+𝑏−→ 𝐶𝑒𝑣(𝒜)

𝐵+𝑏−→ . . . , (3.9)

где 𝐶𝑒𝑣(𝒜) =
⨁︀
𝑘

𝐶2𝑘(𝒜), 𝐶𝑜𝑑𝑑(𝒜) =
⨁︀
𝑘

𝐶2𝑘+1(𝒜).

Определение 3.7. Периодическими циклическими когомологиями алгебры 𝒜
называются когомологии комплекса (3.9), обозначаемые через

𝐻𝑃 *(𝒜) = 𝐻*(𝐶𝑒𝑣/𝑜𝑑𝑑(𝒜),𝐵 + 𝑏).

Таким образом, элементы 𝐻𝑃 𝑜𝑑𝑑 — это классы когомологий последова­

тельностей

(φ1,φ3, . . . ,φ2𝑛−1, 0, . . . ),

для которых выполнены равенства

𝐵φ1 = 0, 𝑏φ1 +𝐵φ3 = 0, 𝑏φ3 +𝐵φ5 = 0, . . . , 𝑏φ2𝑛−1 = 0.
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3.2.2 Эквивариантные циклические коциклы

Рассмотрим пространство 𝑀 = R𝑛
+ с координатами (𝑥′,𝑥𝑛) и краем

𝑋 = R𝑛−1, определяемым уравнением 𝑥𝑛 = 0. Будем рассматривать алгебру

𝒜 символов Буте де Монвеля нулевых порядка и типа на 𝑀 . Здесь элементы

алгебры 𝒜 — это пары

̃︀𝑎 = (𝑎,𝑎𝑋) ∈ 𝒪(𝑇 *
0𝑀)⊕𝒪(𝑇 *

0𝑋,ℬ(𝐻+ ⊕ C)), (3.10)

где 𝑎 и 𝑎𝑋 — внутренний и граничный символы, а через 𝒪 обозначены простран­

ства символов. Внутренний символ 𝑎 — гладкая однородная функция нулевой

степени однородности на кокасательном расслоении 𝑇 *
0𝑀 без нулевого сечения,

удовлетворяющая свойству трансмиссии. Граничный символ 𝑎𝑋(𝑥
′,ξ′) является

скрученно однородным при ξ′ ̸= 0 (см. параграф 1.1, определение 1.6). Будем

предполагать, что пары символов (3.10) являются скалярами на бесконечности.

Пусть Γ ⊂ Diff(𝑀) — дискретная конечнопорожденная группа диффео­

морфизмов γ : 𝑀 −→ 𝑀 , сохраняющих край: γ(𝑋) = 𝑋 для всех γ ∈ Γ.

Рассмотрим действие группы Γ на элементах ̃︀𝑎 = (𝑎,𝑎𝑋) алгебры 𝒜. Действие
группы Γ на внутренних символах определяется как

𝑎 ↦−→ (𝜕γ)*−1𝑎, где 𝜕γ : 𝑇 *𝑀 −→ 𝑇 *𝑀, 𝜕γ(𝑥,ξ) =
(︀
γ(𝑥),

(︀(︀𝜕γ
𝜕𝑥

)︀𝑡)︀−1
ξ
)︀
,

(3.11)

— кодифференциал диффеоморфизма γ. В свою очередь, действие группы Γ

на граничных символах дается формулой

𝒪(𝑇 *
0𝑋,ℬ(𝐻+ ⊕ C)) −→ 𝒪(𝑇 *

0𝑋,ℬ(𝐻+ ⊕ C)),

𝑎𝑋(𝑥
′,ξ′) ↦−→ κλ,µ𝑎𝑋(𝜕γ−1(𝑥′,ξ′))κ−1

λ,µ,
(3.12)

где параметры λ ∈ R+, µ ∈ R определяются формулами

λ = λ(𝑥′) =
𝜕γ𝑛
𝜕𝑥𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑛=0

, µ =

(︃
𝜕γ′

𝜕𝑥𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑛=0

)︃
η′,

а через κλ,µ обозначено представление аффинной группы R × R+

κλ,µ : 𝐻+ ⊕ C −→ 𝐻+ ⊕ C,

(𝑢(ξ𝑛),𝑣) ↦−→ (λ1/2𝑢(λξ𝑛 + µ),𝑣), λ ∈ R+,µ ∈ R.
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Для краткости будем обозначать действие (3.11), (3.12) группы Γ на алгебре

𝒜 через

(𝑎,𝑎𝑋) ↦−→ γ(𝑎,𝑎𝑋). (3.13)

Наконец, определим алгебраическое скрещенное произведение 𝒜⋊ Γ, отвечаю­

щее действию (3.13) группы Γ на алгебре 𝒜.
Зададим 𝑑 : Ω*(𝑆*𝑀)⋊ Γ −→ Ω*+1(𝑆*𝑀)⋊ Γ — внешний дифференциал

на косферическом расслоении многообразия𝑀 . Пусть Ω*(𝑆*𝑋) — пространство

2 × 2-матричных дифференциальных форм. Определим 𝑑′ : Ω*(𝑆*𝑋) ⋊ Γ −→
Ω*+1(𝑆*𝑋) ⋊ Γ — внешний дифференциал на косферическом расслоении края

𝑆*𝑋; Определим пару коцепей (φ2𝑛−3,φ2𝑛−1) ∈ 𝐶𝑜𝑑𝑑(𝒜 ⋊ Γ):

φ2𝑛−1(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−1) =

�

𝑆*𝑀

(𝑎0𝑑𝑎1 . . . 𝑑𝑎2𝑛−1)(𝑒), (3.14)

φ2𝑛−3(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−3) =

�

𝑆*𝑋

tr′
2𝑛−3∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗(𝑎𝑗𝑑
′𝑎𝑗+1 . . . 𝑑

′𝑎𝑗−1)(𝑒) = (3.15)

= 𝑁φ′
2𝑛−3(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−3),

где φ′
2𝑛−3(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−3) =

�

𝑆*𝑋

tr′(𝑎0𝑑
′𝑎1 . . . 𝑑

′𝑎2𝑛−3)(𝑒), (3.16)

Поясним обозначения в этих формулах:

� 𝑎(𝑒) — значение элемента скрещенного произведения 𝒜⋊ Γ в элементе

γ = 𝑒;

� в формуле (3.14) мы интегрируем выражение, определяемое внутренни­

ми символами;

� в формулах (3.15) и (3.16) мы имеем дело с граничными символами 𝑎𝑗𝑋

и для краткости обозначаем их через 𝑎𝑗, а tr
′ — это регуляризованный

след (1.13).

Теперь дадим аналог формулы для регуляризованного следа коммутатора

(см. (1.14)). Обозначим через Ω𝑋 дифференциальную градуированную алгеб­

ру, порожденную граничными символами и дифференциальными формами на

𝑆*𝑋. Более точно, это пространство определяется как пространство всех мат­

риц (1.6), где функции 𝑎|𝜕𝑇 *𝑀 , 𝑏, 𝑐, 𝑔, 𝑞 принимают значения в пространстве

внешних форм на 𝑆*𝑋.
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Предложение 3.8. Для любых форм ̃︀ω1, ̃︀ω2 ∈ Ω𝑋 ⋊ Γ справедлива формула�

𝑆*𝑋

tr′[ ̃︀ω1, ̃︀ω2](𝑒) = −𝑖

�

𝑆*𝑋

Π′ (𝑑ω1ω2) (𝑒), (3.17)

где [ ̃︀ω1, ̃︀ω2] = ̃︀ω1 ̃︀ω2 − (−1)deg ̃︀ω1deg ̃︀ω2 ̃︀ω2 ̃︀ω1 — суперкоммутатор, а ω1,ω2 ∈
Ω(𝑇 *

0𝑋) — главные символы форм ̃︀ω1, ̃︀ω2 на 𝑆*𝑋 × Rξ𝑛.

Доказательство. Для доказательства данного предложения рассмотрим фор­

мы вида ̃︀ω1 = 𝑎1δγ, ̃︀ω2 = 𝑎2δγ−1, где δγ — дельта-функция на Γ с носителем в

точке γ ∈ Γ.

1. Сначала рассмотрим случай, когда λ = 1,µ = 0 в (3.12). С одной сторо­

ны, имеем
�

𝑆*𝑋

tr′[ ̃︀ω1, ̃︀ω2](𝑒) =

�

𝑆*𝑋

tr′
(︀
𝑎1𝜕γ

*−1(𝑎2)− (−1)deg𝑎1deg𝑎2𝑎2𝜕γ
*(𝑎1)

)︀
=

=

�

𝑆*𝑋

𝜕γ*
(︀
tr′
(︀
𝑎1𝜕γ

*−1(𝑎2)
)︀)︀

− (−1)deg𝑎1deg𝑎2
�

𝑆*𝑋

tr′ (𝑎2𝜕γ
*(𝑎1)) =

=

�

𝑆*𝑋

tr′
(︀
𝜕γ*(𝑎1)𝑎2 − (−1)deg𝑎1deg𝑎2𝑎2𝜕γ

*(𝑎1)
)︀
=

=

�

𝑆*𝑋

tr′[𝜕γ*(𝑎1),𝑎2] = −𝑖

�

𝑆*𝑋

Π′ 𝜕

𝜕ξ𝑛
(𝜕γ*𝑎1) 𝑎2, (3.18)

где мы воспользовались формулой (1.14) для следа коммутатора. С другой сто­

роны, интеграл в правой части равенства (3.17) равен
�

𝑆*𝑋

Π′ (𝑑ω1ω2) (𝑒) =

�

𝑆*𝑋

Π′ 𝜕𝑎1
𝜕ξ𝑛

𝜕γ*−1(𝑎2) =

�

𝑆*𝑋

Π′
(︂

𝜕

𝜕ξ𝑛
(𝜕γ*𝑎1)

)︂
𝑎2. (3.19)

Теперь из выражений (3.18) и (3.19) следует равенство (3.17).

2. Рассмотрим случай, когда γ = Id над 𝑋. Левая часть в формуле (3.17)

равна�

𝑆*𝑋

tr′[ ̃︀ω1, ̃︀ω2](𝑒) =

�

𝑆*𝑋

tr′
(︁
𝑎1κ−1

λ,µ𝑎2κλ,µ − (−1)deg𝑎1deg𝑎2𝑎2κλ,µ𝑎1κ−1
λ,µ

)︁
. (3.20)

Для доказательства этой части предложения воспользуемся следующей леммой.

Лемма 3.9. Справедливо равенство

tr′(κλ,µ𝑎κ−1
λ,µ) = tr′𝑎, ∀(λ,µ) ∈ R+ × R.
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Доказательство. Отметим, что когда мы ищем регуляризованный след tr′

граничного символа, достаточно сравнить только операторы Грина в верхних

левых блоках матриц (1.6). Имеем

tr′(κλ,µ𝑎κ−1
λ,µ) = λΠ

′
η𝑔(λη+ µ,λη+ µ) = Π′

η𝑔(η,η) = tr′𝑎,

где мы использовали трансляционную инвариантность функционала Π′.

Теперь вернемся к доказательству пункта 2 предложения 3.8. Применяя

лемму 3.9 к первому слагаемому в (3.20), получим

�

𝑆*𝑋

tr′
(︁
𝑎1κ−1

λ,µ𝑎2κλ,µ − (−1)deg𝑎1deg𝑎2𝑎2κλ,µ𝑎1κ−1
λ,µ

)︁
=

=

�

𝑆*𝑋

tr′
(︁
κλ,µ𝑎1κ−1

λ,µ𝑎2 − (−1)deg𝑎1deg𝑎2𝑎2κλ,µ𝑎1κ−1
λ,µ

)︁
=

=

�

𝑆*𝑋

tr′
[︁
κλ,µ𝑎1κ−1

λ,µ,𝑎2

]︁
= −𝑖

�

𝑆*𝑋

Π′
(︂

𝜕

𝜕ξ𝑛
(κλ,µ𝑎1κ−1

λ,µ)𝑎2

)︂
= (3.21)

= − 𝑖

2π

�

𝑆*𝑋

�

R

𝑑

𝑑ξ𝑛
𝑎1(λξ𝑛 + µ)𝑎2(ξ𝑛)𝑑ξ𝑛 = − 𝑖

2π

�

𝑆*𝑋

�

R

𝑎′1(λξ𝑛 + µ)𝑎2(ξ𝑛)λ𝑑ξ𝑛 =

= − 𝑖

2π

�

𝑆*𝑋

�

R

𝑎′1(η)𝑎2((η− µ)/λ)𝑑η = −𝑖

�

𝑆*𝑋

Π′(𝑑ω1ω2)(𝑒).

Равенства (3.20) и (3.21) дают нам искомую формулу (3.17) в рассматриваемом

случае.
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3. Теперь докажем формулу (3.17) в общем случае. С одной стороны, име­

ем�

𝑆*𝑋

tr′[ ̃︀ω1, ̃︀ω2](𝑒) =

=

�

𝑆*𝑋

tr′
(︁
𝑎1κ−1

λ,µ𝜕γ
*−1(𝑎2𝜕γ

*(κλ,µ))− (−1)deg𝑎1deg𝑎2𝑎2𝜕γ
*(κλ,µ(𝑎1κ−1

λ,µ𝜕γ
*−1))

)︁
=

=

�

𝑆*𝑋

tr′
(︁
𝑎1κ−1

λ,µ𝜕γ
*−1(𝑎2𝜕γ

*(κλ,µ))
)︁
− (−1)deg𝑎1deg𝑎2

�

𝑆*𝑋

tr′
(︁
𝑎2𝜕γ

*(κλ,µ𝑎1κ−1
λ,µ)
)︁
=

=

�

𝑆*𝑋

tr′
(︁
𝑎1κ−1

λ,µ𝜕γ
*−1(𝑎2𝜕γ

*(κλ,µ))
)︁
− (−1)deg𝑎1deg𝑎2

�

𝑆*𝑋

tr′
(︁
𝜕γ*−1(𝑎2)κλ,µ𝑎1κ−1

λ,µ

)︁
=

=

�

𝑆*𝑋

tr′
(︁
𝑎1κ−1

λ,µ𝜕γ
*−1(𝑎2)κλ,µ

)︁
− (−1)deg𝑎1deg𝑎2

�

𝑆*𝑋

tr′
(︁
𝜕γ*−1(𝑎2)κλ,µ𝑎1κ−1

λ,µ

)︁
=

=

�

𝑆*𝑋

tr′
(︁
𝑎1κ−1

λ,µ𝜕γ
*−1(𝑎2)κλ,µ

)︁
− (−1)deg𝑎1deg𝑎2

�

𝑆*𝑋

tr′
(︁
κ−1
λ,µ𝜕γ

*−1(𝑎2)κλ,µ𝑎1
)︁
=

=

�

𝑆*𝑋

tr′
[︁
𝑎1,κ−1

λ,µ𝜕γ
*−1(𝑎2)κλ,µ

]︁
.

Здесь в третьем равенстве мы воспользовались заменой переменных во втором

интеграле, а в пятом равенстве применили лемму 3.9. Тогда согласно форму­

ле (1.14) получаем

�

𝑆*𝑋

tr′
[︁
𝑎1,κ−1

λ,µ𝜕γ
*−1(𝑎2)κλ,µ

]︁
= −𝑖

�

𝑆*𝑋

Π′
(︂
𝜕𝑎1
𝜕ξ𝑛

κ−1
λ,µ𝜕γ

*−1(𝑎2)κλ,µ
)︂

=

= − 𝑖

2π

�

𝑆*𝑋

�

Rξ𝑛

𝜕𝑎1
𝜕ξ𝑛

κ−1
λ,µ𝜕γ

*−1(𝑎2)κλ,µ𝑑ξ𝑛. (3.22)

С другой стороны, правая часть в формуле (3.17) равна

− 𝑖

�

𝑆*𝑋

Π′ (𝑑ω1ω2) (𝑒) = −𝑖

�

𝑆*𝑋

Π′ 𝜕

𝜕ξ𝑛
(𝑎1κ−1

λ,µ)𝜕γ
*−1(𝑎2𝜕γ

*κλ,µ) =

= − 𝑖

2π

�

𝑆*𝑋

�

Rξ𝑛

𝜕𝑎1
𝜕ξ𝑛

κ−1
λ,µ𝜕γ

*−1(𝑎2)κλ,µ𝑑ξ𝑛. (3.23)

Тогда из формул (3.22) и (3.23) получаем искомую формулу (3.17).

Следующая теорема является основным результатом данного параграфа.
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Теорема 3.10. Пара (𝑘φ2𝑛−3,φ2𝑛−1), где 𝑘 = 2π𝑖(2𝑛− 1)/(2𝑛− 2), определяет

класс в периодических циклических когомологиях 𝐻𝑃 𝑜𝑑𝑑(𝒜⋊Γ). Это означает,

что справедливы следующие равенства:

𝐵φ2𝑛−3 = 0; 𝑘𝑏φ2𝑛−3 +𝐵φ2𝑛−1 = 0; 𝑏φ2𝑛−1 = 0. (3.24)

Доказательство. 1. Докажем сначала первое равенство в формуле (3.24). Из

равенства (3.15) и формулы для оператора 𝐵0, учитывая 𝑑′1 = 0, получим

(𝐵0φ2𝑛−3)(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−4) = φ2𝑛−3(1,𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−4) +φ2𝑛−3(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−4,1) =

=

�

𝑆*𝑋

tr′(𝑑′𝑎0𝑑
′𝑎1 . . . 𝑑

′𝑎2𝑛−4)(𝑒)−
�

𝑆*𝑋

tr′(𝑑′𝑎0𝑑
′𝑎1 . . . 𝑑

′𝑎2𝑛−4)(𝑒) = 0.

2. Теперь докажем, что 𝑏φ2𝑛−1 = 0. По определению дифференциала Хох­

шильда 𝑏 имеем

(𝑏φ2𝑛−1)(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛) =
2𝑛∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖
�

𝑆*𝑀

(𝑎0𝑑𝑎1 . . . 𝑑(𝑎𝑖𝑎𝑖+1) . . . 𝑑𝑎2𝑛+1)(𝑒)+

+ (−1)2𝑛+1φ2𝑛−1(𝑎2𝑛+1𝑎0𝑑𝑎1 . . . 𝑑𝑎2𝑛)(𝑒) =

=
2𝑛∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖
�

𝑆*𝑀

(𝑎0𝑑𝑎1 . . . 𝑑𝑎𝑖𝑎𝑖+1 . . . 𝑑𝑎2𝑛+1 + 𝑎0𝑑𝑎1 . . . 𝑎𝑖𝑑𝑎𝑖+1 . . . 𝑑𝑎2𝑛+1) (𝑒)−

−
�

𝑆*𝑀

(𝑎2𝑛+1𝑎0𝑑𝑎1 . . . 𝑑𝑎2𝑛)(𝑒) =

=

�

𝑆*𝑀

(𝑎0𝑑𝑎1 . . . 𝑑𝑎2𝑛𝑎2𝑛+1)(𝑒)−
�

𝑆*𝑀

(𝑎2𝑛+1𝑎0𝑑𝑎1 . . . 𝑑𝑎2𝑛)(𝑒) = 0.

Здесь второе равенство следует из правила Лейбница, а третье равенство верно

в силу того, что знаки слагаемых чередуются и слагаемые попарно сокращают­

ся. Четвертое равенство справедливо в силу циклического свойства.

3. Наконец, докажем второе равенство в формуле (3.24). Для этого сначала

вычислим величину 𝐵φ2𝑛−1. Имеем

(𝐵0φ2𝑛−1)(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−2) =

= φ2𝑛−1(1,𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−2) +φ2𝑛−1(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−2,1) = φ2𝑛−1(1,𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−2).
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Подставим полученное выражение в формулу 𝐵 = 𝑁𝐵0:

(𝐵φ2𝑛−1)(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−2) = (𝑁𝐵0φ2𝑛−1)(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−2) =

= (2𝑛−1)

�

𝑆*𝑀

(𝑑𝑎0𝑑𝑎1 . . . 𝑑𝑎2𝑛−2)(𝑒) = (2𝑛−1)

�

𝜕(𝑆*𝑀)

(𝑑𝑎0𝑑𝑎1 . . . 𝑑𝑎2𝑛−3𝑎2𝑛−2)(𝑒).

(3.25)

Здесь мы воспользовались циклическим свойством дифференциальных форм

и формулой Стокса (см., напр., [8, §3]). Теперь выполним следующую замену

переменных в последнем интеграле в формуле (3.25):

R𝑛−1
𝑥′ × S𝑛−2

ξ′ × Rξ𝑛 −→ 𝜕(𝑆*𝑀) = R𝑛−1 × S𝑛−1,

(𝑥′,ξ′,ξ𝑛)
𝑓↦−→

(︃
𝑥′,

ξ′√︀
ξ2𝑛 + 1

,
ξ𝑛√︀
ξ2𝑛 + 1

)︃
.

(3.26)

Тогда получаем

1

2𝑛− 1
(𝐵φ2𝑛−1)(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−2) =

�

𝜕(𝑆*𝑀)

(𝑑𝑎0𝑑𝑎1 . . . 𝑑𝑎2𝑛−3𝑎2𝑛−2)(𝑒) =

=

�

𝑆*𝑋×Rξ𝑛

𝑓 *((𝑑𝑎0𝑑𝑎1 . . . 𝑑𝑎2𝑛−3𝑎2𝑛−2)(𝑒)) =

�

𝑆*𝑋×Rξ𝑛

(𝑑𝑎0𝑑𝑎1 . . . 𝑑𝑎2𝑛−3𝑎2𝑛−2)(𝑒) =

=

�

𝑆*𝑋×Rξ𝑛

(︂(︂
𝑑′𝑎0 +

𝜕𝑎0
𝜕ξ𝑛

𝑑ξ𝑛

)︂
. . .

(︂
𝑑′𝑎2𝑛−3 +

𝜕𝑎2𝑛−3

𝜕ξ𝑛
𝑑ξ𝑛

)︂
𝑎2𝑛−2

)︂
(𝑒) =

=

�

𝑆*𝑋×Rξ𝑛

2𝑛−3∑︁
𝑗=0

(︂
𝑑′𝑎0 ∧ . . . ∧ 𝜕𝑎𝑗

𝜕ξ𝑛
𝑑ξ𝑛 ∧ . . . ∧ 𝑑′𝑎2𝑛−3𝑎2𝑛−2

)︂
(𝑒). (3.27)

В третьем равенстве воспользовались заменой переменных (3.26). В четвертом

равенстве мы воспользовались однородностью символов. В пятом равенстве ис­

пользовали подстановку 𝑑 = 𝑑′ + 𝑑ξ𝑛
𝜕

𝜕ξ𝑛
. Интегралы в формуле (3.27) сходятся

при ξ𝑛 → ∞, так как подынтегральные выражения обращаются в нуль на бес­

конечности как |ξ𝑛|−(𝑛−1).
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Теперь вычислим величину 𝑏φ2𝑛−3. Поскольку 𝑏𝑁 = 𝑁𝑏′ и φ2𝑛−3 =

𝑁φ′
2𝑛−3, то мы сначала вычислим величину

(𝑏′φ′
2𝑛−3)(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−2) =

2𝑛−3∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖
�

𝑆*𝑋

tr′(𝑎0𝑑
′𝑎1 . . . 𝑑

′(𝑎𝑖𝑎𝑖+1) . . . 𝑑
′𝑎2𝑛−2)(𝑒) =

=

�

𝑆*𝑋

tr′(𝑎0𝑎1𝑑
′𝑎2 . . . 𝑑

′𝑎2𝑛−2)(𝑒)+

+
2𝑛−3∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖
�

𝑆*𝑋

tr′(𝑎0𝑑
′𝑎1 . . . (𝑑

′𝑎𝑖𝑎𝑖+1 + 𝑎𝑖𝑑
′𝑎𝑖+1) . . . 𝑑

′𝑎2𝑛−2)(𝑒) =

= −
�

𝑆*𝑋

tr′(𝑎0𝑑
′𝑎1 . . . 𝑑

′𝑎2𝑛−3𝑎2𝑛−2)(𝑒).

Здесь последнее равенство справедливо в силу того, что все слагаемые в сумме,

кроме предпоследнего, попарно сокращаются. Следовательно, получаем

(𝑏φ2𝑛−3)(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−2) = (𝑁𝑏′φ′
2𝑛−3)(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−2) =

= −
�

𝑆*𝑋

tr′(𝑎0𝑑
′𝑎1 . . . 𝑑

′𝑎2𝑛−3𝑎2𝑛−2 + 𝑎1𝑑
′𝑎2 . . . 𝑑

′𝑎2𝑛−2𝑎0 + . . .+

+𝑎2𝑛−2𝑑
′𝑎0 . . . 𝑑

′𝑎2𝑛−4𝑎2𝑛−3)(𝑒). (3.28)

Теперь преобразуем первое слагаемое в интеграле в (3.28) следующим образом

�

𝑆*𝑋

tr′(𝑎0𝑑
′𝑎1 . . . 𝑑

′𝑎2𝑛−3𝑎2𝑛−2)(𝑒) =

=

�

𝑆*𝑋

tr′
(︀
[𝑎0, 𝑑

′𝑎1 . . . 𝑑
′𝑎2𝑛−3𝑎2𝑛−2] + 𝑑′𝑎1 . . . 𝑑

′𝑎2𝑛−3𝑎2𝑛−2𝑎0
)︀
(𝑒) =

=

�

𝑆*𝑋

tr′
(︀
[𝑎0, 𝑑

′𝑎1 . . . 𝑑
′𝑎2𝑛−3𝑎2𝑛−2]− 𝑎1𝑑

′𝑎2 . . . 𝑑
′𝑎2𝑛−3(𝑑

′𝑎2𝑛−2𝑎0 + 𝑎2𝑛−2𝑑
′𝑎0)
)︀
(𝑒) =

=

�

𝑆*𝑋

tr′
(︀
[𝑎0, 𝑑

′𝑎1 . . . 𝑑
′𝑎2𝑛−3𝑎2𝑛−2]− 𝑎1𝑑

′𝑎2 . . . 𝑑
′𝑎2𝑛−3𝑑

′𝑎2𝑛−2𝑎0
)︀
(𝑒)−

−
�

𝑆*𝑋

tr′
(︀
𝑎1𝑑

′𝑎2 . . . 𝑑
′𝑎2𝑛−3𝑎2𝑛−2𝑑

′𝑎0
)︀
(𝑒), (3.29)

где во втором равенстве было проведено интегрирование по частям (это воз­

можно, так как функционал
�

𝑆*𝑋

tr′ замкнут). Второе слагаемое в (3.29) и второе
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слагаемое в (3.28) взаимно уничтожаются. Преобразовывая похожим образом

все слагаемые в формуле (3.28), получаем следующее выражение для 𝑏φ2𝑛−3:

(𝑏φ2𝑛−3)(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−2) =

= −
�

𝑆*𝑋

(︃
2𝑛−3∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗tr′[𝑎𝑗 , 𝑑
′𝑎𝑗+1 . . . 𝑑

′𝑎2𝑛−3𝑎2𝑛−2𝑑
′𝑎0 . . . 𝑑

′𝑎𝑗−1](𝑒)

)︃
. (3.30)

Теперь применим предложение 3.8 к следам коммутаторов в форму­

ле (3.30):

�

𝑆*𝑋

tr′[𝑎𝑗,𝑑
′𝑎𝑗+1 . . . 𝑑

′𝑎2𝑛−3𝑎2𝑛−2𝑑
′𝑎0 . . . 𝑑

′𝑎𝑗−1](𝑒) =

= −𝑖

�

𝑆*𝑋

Π′ (𝑑𝑎𝑗𝑑
′𝑎𝑗+1 . . . 𝑎2𝑛−2 . . . 𝑑

′𝑎𝑗−1) (𝑒) =

= − 𝑖

2π

�

𝑆*𝑋×Rξ𝑛

(︂(︂
𝑑′𝑎𝑗 +

𝜕𝑎𝑗
𝜕ξ𝑛

𝑑ξ𝑛

)︂
𝑑′𝑎𝑗+1 . . . 𝑎2𝑛−2 . . . 𝑑

′𝑎𝑗−1

)︂
(𝑒) =

= − 𝑖

2π
(−1)2𝑛−2−𝑗

�

𝑆*𝑋×Rξ𝑛

(︂
𝑑′𝑎0 ∧ . . . ∧ 𝜕𝑎𝑗

𝜕ξ𝑛
𝑑ξ𝑛 ∧ 𝑑′𝑎𝑗+1 . . . 𝑑

′𝑎2𝑛−1𝑎2𝑛−2

)︂
(𝑒).

(3.31)

Здесь мы заменили Π′ на 1
2π

�
Rξ𝑛

по определению функционала Π′, посколь­

ку подынтегральное выражение принадлежит 𝐿1. Теперь подставим форму­

лу (3.31) в (3.30) и получим

(𝑏φ2𝑛−3)(𝑎0, . . . ,𝑎2𝑛−2) =

=
𝑖

2π

�

𝑆*𝑋×Rξ𝑛

2𝑛−3∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗
(︂
(−1)−𝑗𝑑′𝑎0 ∧ . . . ∧ 𝜕𝑎𝑗

𝜕ξ𝑛
𝑑ξ𝑛 ∧ 𝑑′𝑎𝑗+1 . . . 𝑎2𝑛−2

)︂
(𝑒) =

=
𝑖

2π
(2𝑛− 2)

�

𝑆*𝑋×Rξ𝑛

2𝑛−3∑︁
𝑗=0

(︂
𝑑′𝑎0 ∧ . . . ∧ 𝜕𝑎𝑗

𝜕ξ𝑛
𝑑ξ𝑛 ∧ 𝑑′𝑎𝑗+1 . . . 𝑎2𝑛−2

)︂
(𝑒). (3.32)

Наконец, сравнив формулы (3.27) и (3.32), получим искомое второе равен­

ство в (3.24).

Наконец, определим топологический индекс нелокальных краевых задач,

используя полученный циклический коцикл. Пусть 𝐾1(𝒜 ⋊ Γ) — группа 𝐾1
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скрещенного произведения алгебры символов Буте де Монвеля 𝒜 и группы Γ.

Эллиптический символ σ = σ(𝒟) ∈ 𝒜 ⋊ Γ определяет класс

[σ] ∈ 𝐾1(𝒜⋊ Γ). (3.33)

Обозначим класс из теоремы 3.10 через

Todd = [𝑘φ2𝑛−3,φ2𝑛−1] ∈ 𝐻𝑃 𝑜𝑑𝑑(𝒜⋊ Γ), (3.34)

где 𝑘 = 2π𝑖(2𝑛−1)/(2𝑛−2), коцепи φ2𝑛−1,φ2𝑛−3 определены в формулах (3.14)

и (3.15).

Спаривание Черна–Конна классов (3.33) и (3.34) (ср., [50, §3]) обознача­

ется через ⟨Todd,[·]⟩ и равно

⟨Todd, [σ]⟩ = (−1)𝑛−1

2(2π𝑖)𝑛−1

(𝑛− 2)!

(2𝑛− 2)!
φ2𝑛−3(σ

−1,σ, . . .)+

+
(−1)𝑛−1

(2π𝑖)𝑛
(𝑛− 1)!

(2𝑛− 1)!
φ2𝑛−1(σ

−1,σ, . . .). (3.35)

Определение 3.11. Топологический индекс нелокальной эллиптической крае­

вой задачи 𝒟 с символом σ = σ(𝒟) определим как число

ind𝑡𝒟 = ⟨Todd, [σ(𝒟)]⟩. (3.36)

Отметим, что в случае замкнутого многообразия первое слагаемое в (3.35)

равно нулю и формула (3.36) эквивалентна формуле индекса Федосова (см. [22,

Гл.2 §4]).

Из теоремы 3.10 и спаривания Черна–Конна получаем следствие

Следствие 3.12. Пусть 𝒟ε, ε ∈ [0,1] — такое гладкое семейство краевых

задач, что существует гладкое семейство обратимых символов σ(𝒟ε)−1 ∈
𝒜⋊ Γ. Тогда топологический индекс ind𝑡𝒟ε = ind𝑡𝒟0 не зависит от ε.

3.3 Краевые задачи со скручиваниями конечного цилиндра

В данном параграфе рассматриваются краевые задачи для дифференци­

альных операторов со скручиваниями конечного цилиндра. Получены условия

эллиптичности. Результаты данного параграфа опубликованы в статье [7].
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3.3.1 Постановка задачи

Фиксируем число α > 0, несоизмеримое с π. Рассмотрим бесконечный

цилиндр 𝑌 = S1 × R, на котором группа Γ = Z действует скручиваниями

перпендикулярно образующей цилиндра (𝑥,𝑡) ↦→ (𝑥 + 𝑘α𝑡,𝑡), 𝑘 ∈ Z. Элементу
𝑘 ∈ Z сопоставим диффеоморфизм

γ : 𝑀 −→ 𝑀, γ(𝑥,𝑡) = (𝑥+ 𝑘α𝑡,𝑡)

и оператор сдвига, отвечающий скручиваниям, формулой

(𝑇𝑢)(𝑥,𝑡) = 𝑢(𝑥− α𝑡, 𝑡).

На конечном цилиндре 𝑀 = S1 × [0,1] ⊂ 𝑌 рассмотрим нелокальную

краевую задачу

𝒟 =

(︃
𝐷

𝑖*𝐵

)︃
: 𝐻𝑠(𝑀) −→

𝐻𝑠−𝑚(𝑀)

⊕
𝐻𝑠−𝑏−1/2(𝜕𝑀,C𝑁).

(3.37)

Определим операторы, участвующие в краевой задаче (3.37). Во-первых,

𝐷 = 𝐷

(︂
𝑒𝑖𝑥,𝑡,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑥
,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑡
,𝑇

)︂
=
∑︁
𝑙∈Z

𝐷𝑙

(︂
𝑒𝑖𝑥,𝑡,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑥
,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑡

)︂
𝑇 𝑙, ord𝐷 = 𝑚

(3.38)

— дифференциальный оператор со сдвигами на цилиндре 𝑀 , а операторы 𝐷𝑙

в нем являются дифференциальными операторами порядка ⩽ 𝑚 с гладкими

коэффициентами. Здесь и ниже для операторов со сдвигами предполагается,

что операторы 𝐷𝑙 ̸= 0 только для конечного числа 𝑙. Во-вторых, оператор

𝐵 = (𝐵0,𝐵1) в задаче (3.37) представляет собой пару операторов на левом и

правом основаниях цилиндра, соответственно, причем дифференциальный опе­

ратор на левом основании

𝐵0 = 𝐵0

(︂
𝑒𝑖𝑥,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑥
,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑡

)︂
имеет порядок ord𝐵0 = 𝑏0

и определяет 𝑁 граничных условий, а дифференциальный оператор со сдвига­

ми на правом основании

𝐵1 = 𝐵1

(︂
𝑒𝑖𝑥,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑥
,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑡
,𝑇

)︂
=
∑︁
𝑙∈Z

𝐵1,𝑙

(︂
𝑒𝑖𝑥,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑥
,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑡

)︂
𝑇 𝑙, ord𝐵1 = 𝑏1,
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также определяет 𝑁 граничных условий, в то время, как 𝐵1,𝑙 — дифференци­

альные операторы. Положим 𝑏 = (𝑏0,𝑏1) и обозначим

𝐻𝑠−𝑏−1/2(𝜕𝑀,C𝑁) = 𝐻𝑠−𝑏0−1/2(𝜕𝑀 |𝑡=0,C𝑁)⊕𝐻𝑠−𝑏1−1/2(𝜕𝑀 |𝑡=1,C𝑁).

Вложение 𝑖 : 𝜕𝑀 →˓ 𝑀 индуцирует отображение сужения 𝑖* : 𝐻𝑠(𝑀) −→
𝐻𝑠−1/2(𝜕𝑀) функций на границу при 𝑠 > 1/2.

Замечание 3.13. Левое основание цилиндра 𝑀 является неподвижным отно­

сительно скручиваний. Поэтому добавление к оператору 𝐵0 операторов сдвига

не приведет к новому классу операторов.

Цель данного параграфа — дать условия эллиптичности задачи (3.37),

обеспечивающие ее фредгольмовую разрешимость в явном виде. Общая теория

была построена в работах [31;36] (см. также § 3.1), в которых условие эллиптич­

ности дается в терминах внутреннего и граничного символов оператора (3.37).

3.3.2 Скручивания цилиндра

Перед тем, как дать внутренний и граничный символы задачи (3.37), опи­

шем действие группы Z скручиваниями на 𝑇 *𝑀 — кокасательном расслоении

цилиндра 𝑀.

Действие группы Z поднимается на касательное расслоение 𝑇𝑀 при по­

мощи дифференциала

𝑑γ : 𝑇𝑀 −→ 𝑇𝑀

𝑑γ(𝑥,𝑡,ξ1,ξ2) = (𝑥+ 𝑘α𝑡,𝑡,ξ1 + 𝑘αξ2,ξ2)

диффеоморфизма γ и на кокасательное расслоение 𝑇 *𝑀 при помощи кодиф­

ференциала

𝜕γ = ((𝑑γ)𝑡)−1 : 𝑇 *𝑀 −→ 𝑇 *𝑀

𝜕γ(𝑥,𝑡,ξ1,ξ2) = (𝑥+ 𝑘α𝑡,𝑡,ξ1,ξ2 − 𝑘αξ1).

Фиксируем точку (𝑥,𝑡,ξ1,ξ2) ∈ 𝑇 *
0𝑀 . Поскольку диффеоморфизм γ линеен, то

𝑑γ и 𝜕γ действуют как операторы умножения на матрицы

𝑑γ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 𝑘α 0 0

0 1 0 0

0 0 1 𝑘α

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝜕γ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 𝑘α 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 −𝑘α 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Исследуем топологическую свободу действия группы Z на топологическом

пространстве Σ. Для этого определим пространство Σ, следуя п. 3.1.4. Напом­

ним определение множества

𝑆∨𝑀 = {(𝑥,𝑡,ξ1,ξ2) ∈ 𝑆*𝑀}
⧸︀
({(𝑥,0,ξ2) = (𝑥,0,− ξ2)}∪ {(𝑥,1,ξ2) = (𝑥,1,− ξ2)})

и множества

𝑆*𝜕𝑀 = 𝑆*𝜕𝑀 |𝑡=0 ∪ 𝑆*𝜕𝑀 |𝑡=1 = {(𝑥, 0,±1) |𝑥 ∈ S1} ∪ {(𝑥, 1,±1) |𝑥 ∈ S1}.

Пространство Σ по определению равно

Σ = 𝑆∨𝑀 ⊔ 𝑆*𝜕𝑀.

Зададим топологию на этом пространстве. Замыкание cl(𝑈 ⊔𝑉0⊔𝑉1) множества

𝑈 ⊔ 𝑉0 ⊔ 𝑉1 ⊂ 𝑆∨𝑀 ⊔ 𝑆*𝜕𝑀 равно

cl(𝑈 ∪ 𝑉0 ∪ 𝑉1) = (𝑈 ∪ 𝑉𝑀) ⊔ 𝑉0 ⊔ 𝑉1, где 𝑈 ⊂ 𝑆∨𝑀,𝑉𝑗 ⊂ 𝑆*𝜕𝑀 |𝑡=𝑗.

Здесь 𝑈 определяется как замыкание 𝑈 ⊂ 𝑆∨𝑀 в топологии на 𝑆∨𝑀 , 𝑉𝑗 как

замыкание 𝑉𝑗 ⊂ 𝑆*𝜕𝑀 |𝑡=𝑗.

Наконец, определим множество 𝑉𝑀 как объединение множеств на различ­

ных основаниях

𝑉𝑀 = 𝑉 0
𝑀 ⊔ 𝑉 1

𝑀 ,

где

𝑉 𝑗
𝑀 =

{︁
(𝑥,𝑗,ξ1 cosφ, sinφ) ∈ 𝑆∨𝑀

⃒⃒
(𝑥,ξ1) ∈ 𝑉 𝑗,φ ∈

[︁
−π
2
,
π

2

]︁}︁
.

Опишем действие группы Z на топологическом пространстве Σ. Сна­

чала опишем действие диффеоморфизма 𝜕γ, отвечающего 𝑘 ∈ Z, на точке

(𝑥,𝑡,ξ1,ξ2) ∈ 𝑆∨𝑀 формулой

(𝑥,𝑡,ξ1,ξ2)
𝜕γ↦−→

(︃
𝑥+ 𝑘α𝑡, 𝑡,

ξ1√︀
ξ21 + (ξ2 − 𝑘αξ1)2

,
ξ2 − 𝑘αξ1√︀

ξ21 + (ξ2 − 𝑘αξ1)2

)︃
.

На множестве 𝑆*𝜕𝑀 |𝑡=0 группа действует как тождественное отображение

(𝑥,0,± 1)
𝜕γ↦−→ (𝑥, 0,±1) .

В свою очередь, на множестве 𝑆*𝜕𝑀 |𝑡=1 имеем действие диффеоморфизма 𝜕γ

(𝑥,1,± 1)
𝜕γ↦−→ (𝑥+ 𝑘α, 1,±1) .
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Теперь вычислим множество неподвижных точек диффеоморфизма 𝜕γ на

Σ. Для этого рассмотрим три случая:

1. Сначала возьмем точку 𝑚 = (𝑥,𝑡,ξ1,ξ2) ∈ 𝑆∨𝑀 . Равенство 𝜕γ(𝑚) = 𝑚

эквивалентно системе уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥 =𝑥+ 𝑘α𝑡 mod 2π

ξ1 =
ξ1√︀

ξ21 + (ξ2 − 𝑘αξ1)2

ξ2 =
ξ2 − 𝑘αξ1√︀

ξ21 + (ξ2 − 𝑘αξ1)2
.

Решив эту систему уравнений, получим множество неподвижных точек

Σγ0 =

{︂(︂
𝑥,

2π𝑚

𝑘α
,0,±1

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝑥 ∈ S1,𝑚 ∈ Z, 0 ⩽

2π𝑚

𝑘α
⩽ 1

}︂
.

2. Множество Σγ1 = 𝑆*𝜕𝑀 |𝑡=0 является неподвижным относительно скручива­

ний.

3. Рассмотрим действие диффеоморфизма 𝜕γ на множестве 𝑆*𝜕𝑀 |𝑡=1. Возь­

мем точку 𝑚 = (𝑥, 1,±1) ∈ 𝑆*𝜕𝑀 |𝑡=1. Равенство 𝜕γ(𝑚) = 𝑚 эквивалентно

уравнению

𝑥 = 𝑥+ 𝑘α mod 2π.

Так как α несоизмеримо с 2π, а 𝑘 ∈ Z, то уравнение выше не имеет решений
при 𝑘 ̸= 0, а потому на множестве 𝑆*𝜕𝑀 |𝑡=1 нет неподвижных точек диф­

феоморфизма 𝜕γ.

Теперь докажем, что множество Σγ1 открыто. Рассмотрим дополнение

Σ ∖ Σγ1 :

Σ ∖ Σγ1 = 𝑆∨𝑀 ⊔ 𝑆*𝜕𝑀 |𝑡=1

и найдем его замыкание

cl(Σ ∖ Σγ1) = (𝑈 ∪ 𝑉𝑀) ⊔ 𝑉 , где 𝑈 = 𝑆∨𝑀, 𝑉 = 𝑆*𝜕𝑀 |𝑡=1.

Очевидно, 𝑈 = 𝑈, 𝑉 = 𝑉. Получаем, что замыкание cl(Σ∖Σγ1) совпадает с самим
множеством Σ ∖ Σγ1 , откуда следует, что оно замкнуто. Так как дополнение к

множеству Σγ1 замкнуто, то само множество Σγ1 открыто.

Таким образом, показано, что множество неподвижных точек диффеомор­

физма 𝜕γ содержит открытое множество Σγ1 , а значит действие группы Z на Σ

не является топологически свободным в смысле определения 3.4.
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Поскольку действие группы Z на Σ не является топологически свободным,

то результаты § 3.1 неприменимы к нелокальной краевой задаче (3.37). Для ее

исследования воспользуемся аналогом теоремы 3.6 (см. [31, §6], а также [27] в

случае не топологически свободного действия), в которой не предполагается,

что действие группы топологически свободно.

3.3.3 Внутренний символ

Для вычисления внутреннего символа оператора 𝒟 по формуле (3.3) из

п. 3.1.2 сначала по формуле (3.2) из того же пункта вычислим вес, который

равен

µ𝑠(𝑘) =
γ*−1(𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑡)

𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑡
𝜕γ*−1(|ξ|2𝑠) = 𝑑(𝑥− 𝑘α𝑡) ∧ 𝑑𝑡

𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑡
(ξ21+(ξ2+𝑘αξ1)

2)𝑠, (3.39)

µ𝑠(𝑘) ∼

{︃
1, если ξ1 = 0,

|𝑘|2𝑠, если ξ1 ̸= 0.

Здесь символом “∼” обозначается эквивалентность весов1.

Следуя п. 3.1.2, выпишем весовое пространство ℓ2(Z,𝑠):

ℓ2(Z,𝑠) :=
{︁
𝑤 : Z −→ C

⃒⃒⃒∑︁
𝑘

|𝑤(𝑘)|2µ𝑠(𝑘) < ∞
}︁
.

Тогда в соответствии с формулой (3.3) внутренний символ оператора 𝒟 в

точке (𝑥,𝑡,ξ1,ξ2) ∈ 𝑇 *
0𝑀 по определению равен

σint (𝒟) (𝑥,𝑡,ξ1,ξ2) : ℓ
2(Z,𝑠) −→ ℓ2(Z,𝑠−𝑚),

σint (𝒟) (𝑥,𝑡,ξ1,ξ2) = 𝐷(𝑒𝑖(𝑥−𝑘α𝑡),𝑡,ξ1,ξ2 + 𝑘αξ1,𝒯 ),
(3.40)

где (𝒯 𝑤)(𝑘) = 𝑤(𝑘 + 1), и является конечно-разностным оператором с пере­

менными коэффициентами:

𝐷(𝑒𝑖(𝑥−𝑘α𝑡),𝑡,ξ1,𝑘αξ1 + ξ2,𝒯 ) =
∑︁
𝑙

𝐷𝑙

(︁
𝑒𝑖(𝑥−𝑘α𝑡),𝑡,ξ1,ξ2 + 𝑘αξ1

)︁
𝒯 𝑙,

1Веса µ𝑠,µ
′
𝑠 : Z −→ R+, называются эквивалентными, если существуют такие положительные

константы 𝐶1, 𝐶2, что для любых 𝑘 ∈ Z выполнены неравенства

𝐶1µ𝑠(𝑘) ⩽ µ
′
𝑠(𝑘) ⩽ 𝐶2µ𝑠(𝑘).
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где 𝐷𝑙

(︀
𝑒𝑖𝑥,𝑡,ξ1,ξ2

)︀
— главные символы слагаемых в операторе (3.38).

Отметим, что в частном случае, когда ξ1 = 0, в соответствии с форму­

лой (3.39) получаем µ𝑠(𝑘) ∼ 1, и внутренний символ оператора 𝒟 в точке

(𝑥,𝑡,0,ξ2) ∈ 𝑇 *
0𝑀 равен

σint (𝒟) (𝑥,𝑡,0,ξ2) : ℓ
2(Z) −→ ℓ2(Z),

σint (𝒟) (𝑥,𝑡,0,ξ2) = 𝐷(𝑒𝑖(𝑥−𝑘α𝑡),𝑡,0,ξ2,𝒯 ).
(3.41)

3.3.4 Эллиптичность внутреннего символа

Выпишем условия эллиптичности внутреннего символа. В дальнейшем из­

ложении будем пользоваться обратным преобразованием Фурье

ℱ−1
𝑘→φ : ℓ2(Z,𝑠) −→ 𝐻𝑠(S1),

{𝑤(𝑘)} ↦−→ ̃︀𝑤(φ) = ∑︀
𝑘∈Z

𝑤(𝑘)𝑒𝑖𝑘φ,
(3.42)

которое осуществляет изоморфизм весовых пространств на Z и пространств

Соболева на окружности S1 с координатой φ. Следующее предложение дает

условия эллиптичности внутреннего символа оператора 𝒟.

Предложение 3.14. Следующие условия эквивалентны:

1) внутренний символ σint (𝒟) (𝑥,𝑡,ξ1,ξ2) эллиптичен при любых значе­

ниях параметров (𝑥,𝑡,ξ1,ξ2) ∈ 𝑇 *
0𝑀 ;

2) семейство дифференциально-разностных операторов на окружности

S1

̃︀σint(𝒟) : 𝐻𝑠(S1) −→ 𝐻𝑠−𝑚(S1),

̃︀σint(𝒟) = ℱ−1
𝑘→φσint(𝒟)ℱφ→𝑘 = 𝐷

(︁
𝑒𝑖𝑥 ̃︀𝑇α𝑡,𝑡,1,ξ2 − 𝑖α 𝑑

𝑑φ , 𝑒
−𝑖φ
)︁
,

(3.43)

где (̃︀𝑇α𝑡𝑢)(φ) = 𝑢(φ−α𝑡), обратимо при любых значениях параметров
(𝑥,𝑡) ∈ 𝑀, ξ2 ∈ R.

Доказательство. Для доказательства эквивалентности условий 1) и 2) преоб­

разуем внутренний символ. Положим сначала ξ1 ̸= 0 и рассмотрим следующую
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диаграмму:

ℓ2(Z,𝑠)
ℱ−1

𝑘→φ
↓↓

σint(𝒟)
→→ ℓ2(Z,𝑠−𝑚)

ℱ−1
𝑘→φ

↓↓

𝐻𝑠(S1) ̃︀σint(𝒟)
→→𝐻𝑠−𝑚(S1).

(3.44)

Здесь ℱ−1
𝑘→φ — обратное преобразование Фурье (3.42), а в нижней строке диа­

граммы (3.44) участвует оператор (3.43).

Коммутативность диаграммы (3.44) доказывается прямым вычислени­

ем. Приведем таблицу для операторов в 𝑘-пространстве и их образов в

φ-пространстве под действием обратного преобразования Фурье ℱ−1
𝑘→φ :

Оператор в 𝑘-пространстве Оператор в φ-пространстве

𝑤(𝑘) ↦→ 𝑘𝑤(𝑘) 𝑢(φ) ↦→ −𝑖𝜕φ𝑢(φ)

𝑤(𝑘) ↦→ 𝑒−𝑖𝑘𝑎𝑤(𝑘), 𝑎 ∈ R 𝑢(φ) ↦→ 𝑢(φ− 𝑎)

𝑤(𝑘) ↦→ 𝑤(𝑘 + 1) 𝑢(φ) ↦→ 𝑒−𝑖φ𝑢(φ)

Теперь рассмотрим случай ξ1 = 0. Для оператора (3.43) рассмотрим усло­

вие его эллиптичности на окружности (см. [29, §4]). Это условие состоит в

обратимости разностного оператора с переменными коэффициентами

𝐷
(︁
𝑒𝑖𝑥 ̃︀𝑇α𝑡,𝑡,0,ξ2, 𝑒−𝑖φ

)︁
: 𝐿2(S1) −→ 𝐿2(S1) ∀(𝑥,𝑡) ∈ 𝑀, ξ2 ̸= 0, (3.45)

которая эквивалентна обратимости оператора (3.41).

Эквивалентность условий 1) и 2) следует из диаграммы (3.44) и изоморф­

ности обратного преобразования Фурье ℱ−1
𝑘→φ. Предложение доказано.

В случае операторов с постоянными по 𝑥 коэффициентами условие можно

упростить.

Замечание 3.15. Пусть операторы 𝐷𝑙 в формуле (3.38) имеют постоянные по

𝑥 коэффициенты (всюду ниже опускаем первый аргумент операторов). Тогда

условия 1) и 2) из предложения 3.14 эквивалентны условию

3) семейство дифференциальных операторов с периодическими коэффи­

циентами на прямой

𝐷

(︂
𝑡,1,− 𝑖α

𝑑

𝑑ψ
, 𝑒−𝑖ψ

)︂
: 𝐻𝑠(R) −→ 𝐻𝑠−𝑚(R) (3.46)

обратимо ∀𝑡 ∈ [0,1],ψ ∈ [0,2π].
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Доказательство. Для проверки эквивалентности условий 2) и 3) в этом случае

воспользуемся преобразованием Фурье–Лапласа (см., напр., [59, §4]). Преобра­

зование Фурье–Лапласа определяется формулой

ℱθ : 𝐻𝑠(Rψ) −→ 𝐿2(S1θ, 𝐻𝑠(S1φ)),

(ℱθ𝑢)(φ,θ) = 𝑒𝑖θφ/2π
∑︁
𝑛∈Z

𝑒𝑖𝑛θ𝑢(φ+ 2π𝑛),

а обратное — формулой

𝑢(ψ) =
1

2π

2π�

0

𝑒−𝑖θψ/2π(ℱθ𝑢)(ψ,θ) 𝑑θ.

В работе [11] показано, что это преобразование определяет изоморфизм указан­

ных пространств.

Теперь положим ξ2 = −αθ/(2π), θ ∈ [0,2π], и семейству операторов (3.43)

сопоставим оператор

𝑎(θ) = 𝐷
(︀
𝑡,1,α(−𝑖𝜕φ − θ/(2π)), 𝑒−𝑖φ

)︀
: 𝐿2(S1θ, 𝐻𝑠(S1φ)) −→ 𝐿2(S1θ, 𝐻𝑠−𝑚(S1φ)).

(3.47)

Применим к оператору (3.47) обратное преобразование Фурье–Лапласа и

составим коммутативную диаграмму

𝐻𝑠(Rψ)
ℱθ
↓↓

ℱ−1
θ 𝑎(θ)ℱθ

→→𝐻𝑠−𝑚(Rψ)
ℱθ
↓↓

𝐿2(S1θ, 𝐻𝑠(S1φ))
𝑎(θ)

→→ 𝐿2(S1θ, 𝐻𝑠−𝑚(S1φ)).

(3.48)

Поскольку имеет место коммутационное соотношение(︂
−𝑖𝜕φ − θ

2π

)︂
(ℱθ𝑢(ψ)) =

=

(︂
−𝑖𝜕φ − θ

2π

)︂(︃
𝑒𝑖θφ/2π

∑︁
𝑛∈Z

𝑒𝑖θ𝑛𝑢(φ+ 2π𝑛)

)︃
= ℱθ(−𝑖𝜕ψ𝑢(ψ)),

а экспоненты 𝑒−𝑖ψ являются периодическими функциями, то оператор в верхней

строчке диаграммы (3.48) совпадает с оператором (3.46).

В силу коммутативности диаграммы (3.48) эллиптичность внутренне­

го символа σint (𝒟) (𝑥,𝑡,ξ1,ξ2) эквивалентна обратимости семейства операто­

ров (3.46).
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3.3.5 Граничный символ на левом основании цилиндра

Граничный символ представляет собой пару граничных символов на двух

основаниях цилиндра. Рассмотрим сначала левое основание цилиндра S1×{0}.
Фиксируем точку (𝑥,ξ1) ∈ 𝑇 *

0 𝜕𝑀, т.е. ξ1 ̸= 0. Граничный символ на левом

основании — это оператор, действующий по формуле

σ𝐿𝜕 (𝒟)(𝑥,ξ1) : 𝐻
𝑠
+ −→

𝐻𝑠−𝑚
+

⊕
C𝑁

𝑤(ξ2)
σ𝐿𝜕 (𝒟)↦−→

(︃
Π+𝐷(𝑒𝑖𝑥,0,ξ1,ξ2, 𝑇αξ1)𝑤(ξ2)

Π′
ξ2
(𝐵0(𝑥,ξ1,ξ2)𝑤(ξ2))

)︃
.

(3.49)

Здесь

� 𝐵0(𝑥,ξ1,ξ2) — главный символ оператора 𝐵0 в задаче (3.37);

� 𝑇 : 𝐻𝑠
+ −→ 𝐻𝑠

+ — оператор сдвига, действующий по формуле

(𝑇αξ1𝑤)(ξ2) = 𝑤(ξ2 + αξ1);

� проектор Π+, функционал Π′ и пространство 𝐻𝑠
+ были введены в § 1.1

и § 3.1.3.

Воспользовавшись обратным преобразованием Фурье ℱ−1
ξ2→𝑡, перейдем от

задачи (3.49) к краевой задаче для оператора с периодическими коэффициен­

тами периода 2π/(αξ1) на полуоси

̃︀σ𝐿𝜕 (𝒟)(𝑥,ξ1) : 𝐻
𝑠(R+) −→

𝐻𝑠−𝑚(R+)

⊕
C𝑁

, (3.50)

где

̃︀σ𝐿𝜕 (𝒟)(𝑥,ξ1) =

(︃
𝐷(𝑒𝑖𝑥,0,ξ1,− 𝑖𝜕𝑡,𝑒

−𝑖αξ1𝑡)

𝑗*𝐵0(𝑒
𝑖𝑥,ξ1,− 𝑖𝜕𝑡)

)︃
,

а 𝑗* — сужение в точку 𝑡 = 0. Получим условия однозначной разрешимости

краевой задачи (3.50).

Пусть ℳ — матрица монодромии при 𝑡 = 0 оператора с периодически­

ми коэффициентами

𝐷(𝑒𝑖𝑥,0,ξ1,− 𝑖𝜕𝑡,𝑒
−𝑖αξ1𝑡) : 𝐻𝑠(R) −→ 𝐻𝑠−𝑚(R). (3.51)

Напомним, что матрица монодромии — это квадратная матрица ℳ ∈
Mat𝑚(C), равная

ℳ(𝑣0, . . . ,𝑣𝑚−1) = (𝑢(𝑡),𝑢′(𝑡), . . . , 𝑢(𝑚−1)(𝑡))
⃒⃒⃒
𝑡=2π/αξ1

.
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Здесь 𝑢(𝑡) — решение однородного уравнения

𝐷(𝑒𝑖𝑥,0,ξ1,− 𝑖𝜕𝑡, 𝑒
−𝑖αξ1𝑡)𝑢(𝑡) = 0

с данными Коши в начальной точке 𝑡 = 0

𝑢(0) = 𝑣0, . . . , 𝑢
(𝑚−1)(0) = 𝑣𝑚−1.

Из теории дифференциальных операторов с периодическими коэффициентами

(см., напр., [25, гл. 2]) известно, что оператор (3.51) обратим тогда и только

тогда, когда спектр его матрицы монодромии не пересекает единичную окруж­

ность.

Составим матрицу монодромии ℳ оператора (3.51) и обозначим через λ𝑘

собственные значения этой матрицы. Обозначим через 𝐿+(𝑥,ξ1) пространство

решений уравнения

𝐷(𝑒𝑖𝑥,0,ξ1,− 𝑖𝜕𝑡, 𝑒
−𝑖αξ1𝑡)𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡),

стремящихся к нулю при 𝑡 → +∞. Ясно, что имеет место изоморфизм конеч­

номерных линейных пространств

𝐿+(𝑥,ξ1) ≃
⨁︁

𝑘:|λ𝑘|<1

𝑉𝑘,

где через 𝑉𝑘 обозначено корневое подпространство, соответствующее собствен­

ному значению λ𝑘 матрицы ℳ.

Предложение 3.16. Следующие условия эквивалентны:

1) граничный символ σ𝐿𝜕 (𝒟)(𝑥,ξ1) на левом основании цилиндра

(см. (3.49)) эллиптичен при любых значениях параметров (𝑥,ξ1) ∈
𝑇 *
0 𝜕𝑀 |𝑡=0;

2) краевая задача (3.50) на R+ с периодическими коэффициентами обра­

тима при любых значениях параметров (𝑥,ξ1) ∈ 𝑇 *
0 𝜕𝑀 |𝑡=0;

3) (условие Шапиро-Лопатинского на левом основании цилиндра S1 ×
[0,1]) оператор

𝑗*
(︀
𝐵0(𝑒

𝑖𝑥,ξ1,− 𝑖𝜕𝑡)
)︀
: 𝐿+(𝑥,ξ1) −→ C𝑁 , (3.52)

где 𝑁 — число граничных условий в задаче (3.37) на левом основании

цилиндра, обратим.
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Доказательство. Эквивалентность условий 1) и 2) предложения следует из

изоморфности преобразования Фурье.

Докажем эквивалентность условий 2) и 3), для чего воспользуемся следу­

ющей известной леммой.

Лемма 3.17. Пусть дан ограниченный оператор

𝐴 =

(︃
𝐴1

𝐴2

)︃
: 𝐻1 −→

𝐻2

⊕
𝐻3

, (3.53)

где пространства 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3 банаховы, а оператор 𝐴1 : 𝐻1 −→ 𝐻2 сюръекти­

вен. Тогда оператор 𝐴 является изоморфизмом тогда и только тогда, когда

сужение оператора 𝐴2|ker𝐴1
: ker𝐴1 −→ 𝐻3 на ядро оператора 𝐴1 является

изоморфизмом.

Вернемся к доказательству предложения 3.16. Утверждается, что опера­

тор

𝐷(𝑒𝑖𝑥,0,ξ1,− 𝑖𝜕𝑡,𝑒
−𝑖αξ1𝑡) : 𝐻𝑠(R+) −→ 𝐻𝑠−𝑚(R+) (3.54)

сюръективен. В самом деле, продолжим функцию 𝑓 ∈ 𝐻𝑠−𝑚(R+) на всю пря­

мую R с помощью оператора продолжения ℰ : 𝐻𝑠(R+) −→ 𝐻𝑠(R) (см., напр., [1,
стр. 157]). Оператор

𝐷(𝑒𝑖𝑥,0,ξ1,− 𝑖𝜕𝑡,𝑒
−𝑖αξ1𝑡) : 𝐻𝑠(R) −→ 𝐻𝑠−𝑚(R)

является изоморфизмом на всей прямой (см. (3.46)). Применив оператор суже­

ния на полупрямую R+ к функции 𝑢 = (𝐷−1ℰ)𝑓 , получим функцию в 𝐻𝑠(R+),

что доказывает сюръективность оператора (3.54) на полупрямой.

В силу приведенной леммы изоморфность оператора (3.52) эквивалентна

обратимости краевой задачи (3.50) при любых значениях параметров (𝑥,ξ1) ∈
𝑇 *
0 𝜕𝑀 |𝑡=0. Таким образом, условия 2) и 3) эквивалентны. Предложение доказа­

но.

3.3.6 Граничный символ на правом основании цилиндра

Теперь рассмотрим правое основание S1 × {1} цилиндра. Фиксируем точ­

ку (𝑥,ξ1) ∈ 𝑇 *
0 𝜕𝑀 |𝑡=1. Граничный символ, обозначаемый через σ𝑅𝜕 (𝒟)(𝑥,ξ1),
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согласно формуле (20) из [36] действует в пространствах

σ𝑅𝜕 (𝒟)(𝑥,ξ1) : ℓ
2(Z, 𝐻𝑠

−) −→ ℓ2(Z, 𝐻𝑠−𝑚
− ⊕ C) (3.55)

по формуле

𝑤(𝑘,ξ2) ↦−→

(︃
𝐷(𝑒𝑖(𝑥−𝑘α), 1, ξ1, ξ2 + 𝑘αξ1, 𝒯 )𝑤(𝑘,ξ2)

Π′
ξ2

(︀
𝐵1(𝑒

𝑖(𝑥−𝑘α),ξ1,ξ2 + 𝑘αξ1, 𝒯 )𝑤(𝑘,ξ2)
)︀
)︃
,

где (𝒯 𝑤)(𝑘,ξ2) = 𝑤(𝑘 + 1,ξ2 + αξ1), и выражения

𝐷(𝑒𝑖(𝑥−𝑘α), 1, ξ1, ξ2 + 𝑘αξ1, 𝒯 ) =
∑︁
𝑙

𝐷𝑙

(︁
𝑒𝑖(𝑥−𝑘α),1,ξ1,ξ2 + 𝑘αξ1

)︁
𝒯 𝑙,

𝐵1(𝑒
𝑖(𝑥−𝑘α),ξ1,ξ2 + 𝑘αξ1, 𝒯 ) =

∑︁
𝑙

𝐵1,𝑙

(︁
𝑒𝑖(𝑥−𝑘α),ξ1,ξ2 + 𝑘αξ1

)︁
𝒯 𝑙

определяются главными символами операторов 𝐷 и 𝐵1 в задаче (3.37). Дадим

явные выражения для пространств в (3.55). Имеем пространство

ℓ2(Z, 𝐻𝑠
−) =

{︁
{𝑤(𝑘)}

⃒⃒⃒
𝑤(𝑘) ∈ 𝐻𝑠

− и
∑︁
𝑘

‖𝑤(𝑘)‖2𝐻𝑠
−
𝑘2𝑠 < ∞

}︁
с нормой

‖𝑢‖2𝐻𝑠
−
=

�

R

|Π−(𝑖ξ2 + |ξ1|)𝑠𝑢(ξ2)|2𝑑ξ2

и пространство

ℓ2(Z, 𝐻𝑠(R−)⊕ C𝑁) =

=
{︀
(𝑤,𝑣) = {(𝑤(𝑘),𝑣(𝑘))}

⃒⃒⃒
𝑤(𝑘) ∈ 𝐻𝑠(R−),𝑣(𝑘) ∈ C𝑁 и∑︁

𝑘

‖(𝑤(𝑘),𝑣(𝑘))‖2𝑠,𝑘 < ∞
}︀
,

где в соответствии с формулой (19) из [36] семейство норм ‖(𝑤,𝑣)‖2𝑠,𝑘 в последнем
пространстве равно

‖(𝑤,𝑣)‖2𝑠,𝑘 =

= ‖Π−𝜕γ
*−1ℓ𝑠−𝑤‖2𝐿2

𝜕γ*−1vol𝑀
vol𝑀

+ |𝑣|2(𝜕γ*−1σ(Δ𝑋𝑀
)𝑠)

(︂
𝜕γ*−1vol𝑋𝑀

vol𝑋𝑀

)︂
=

= ‖Π−𝜕γ
*−1ℓ𝑠−𝑤‖2𝐿2 + |𝑣|2(𝜕γ*−1σ(Δ𝑋𝑀

)𝑠) =

= ‖Π−(𝑖(ξ2 + 𝑘αξ1) + |ξ1|)𝑠𝑤‖2𝐿2 + |𝑣|2ξ2𝑠1 . (3.56)

Здесь
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� ℓ− : 𝑇 *
0𝑀 −→ C — эллиптические символы первого порядка, которые в

окрестности края многообразия 𝑀 равны ℓ−(𝑥,𝑡,ξ1,ξ2) = 𝑖ξ2 + |ξ1|;
� второе равенство в (3.56) справедливо в силу того, что формы объема

vol𝑀 = 𝑑𝑥∧𝑑𝑡 и vol𝑋𝑀
= 𝑑𝑥 не изменяются при скручиваниях цилиндра;

� в третьем равенстве в (3.56) мы учли, что γ(𝑥,𝑡) = (𝑥+𝑘α𝑡,𝑡), и сделали

подстановки 𝜕γ*−1ℓ− = 𝑖(ξ2 + 𝑘αξ1) + |ξ1| и σ(Δ𝑋𝑀
) = ξ21.

Далее для простоты будем полагать ξ1 = 1 и приведем следующую лемму.

Лемма 3.18. Справедлива коммутативная диаграмма

ℓ2(Z, 𝐻𝑠
−)

ℱ−1
𝑘→φ⊗ℱ−1

ξ2→𝑡
↓↓

σ𝑅𝜕 (𝒟)
→→ ℓ2(Z, 𝐻𝑠−𝑚

− ⊕ C𝑁)

ℱ−1
𝑘→φ⊗ℱ−1

ξ2→𝑡
↓↓

𝐻𝑠
𝑎(S1 × R−)

̃︀σ𝑅𝜕 (𝒟)
→→𝐻𝑠−𝑚

𝑎 (S1 × R−)⊕ 𝐿2(S1,C𝑁),

(3.57)

где ℱ−1
𝑘→φ и ℱ−1

ξ2→𝑡 — обратные преобразования Фурье, а в нижней строчке

диаграммы участвует оператор, действующий по формуле

̃︀σ𝑅𝜕 (𝒟)𝑢(φ,𝑡) =

(︃
𝐷(𝑒𝑖𝑥 ̃︀𝒯α, 1, 1,−𝑖𝜕𝑡 − 𝑖α𝜕φ, 𝑒

−𝑖(φ−α𝑡))𝑢(φ,𝑡)

𝐵1(𝑒
𝑖𝑥 ̃︀𝒯α,1,− 𝑖𝜕𝑡 − 𝑖α𝜕φ, 𝑒

−𝑖(φ−α𝑡))𝑢(φ,0)

)︃
, (3.58)

где ̃︀𝒯α𝑢(φ,𝑡) = 𝑢(φ − α,𝑡). Пространства 𝐻𝑠
𝑎 в диаграмме (3.57) являются

анизотропными пространствами Соболева с нормой

‖𝑤‖2
𝐻𝑠

𝑎(S1×R−)
=

�

S1

�

R−

[︀
(1− (𝜕𝑡 + α𝜕φ)

2)𝑠𝑤(φ,𝑡)
]︀
𝑤(φ,𝑡)𝑑𝑡𝑑φ. (3.59)

Знак ⊗ в диаграмме (3.57) означает, что первое преобразование действует

по первой переменной, а второе — по второй переменной.

Доказательство. Для нахождения нормы в пространстве 𝐻𝑠
𝑎(S1 × R−) вы­

числим второе вертикальное отображение в диаграмме. Введем обозначения
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𝑤̂(𝑘,ξ2) = ℱφ→𝑘(𝑤(φ,ξ2)) и 𝑣(𝑘) = ℱφ→𝑘(𝑣(φ)) и выразим норму в простран­

стве ℓ2(Z, 𝐻𝑠
− ⊕ C) в терминах обратных преобразований Фурье:

‖(𝑤̂,𝑣)‖2ℓ2(Z,𝐻𝑠
−⊕C) =

∑︁
𝑘

�

R

Π−((ξ2 + 𝑘α)2 + 1)𝑠𝑤̂(𝑘,ξ2)𝑤̂(𝑘,ξ2)𝑑ξ2 + |𝑣(𝑘)|2 =

=

�

S1

�

R

Π−((ξ2 − 𝑖α𝜕φ)
2 + 1)𝑠𝑤(φ,ξ2)𝑤(φ,ξ2)𝑑ξ2𝑑φ+ ‖𝑣‖2𝐿2(S1) =

=

�

S1

�

R−

(1− (𝜕𝑡 + α𝜕φ)
2)𝑠𝑤(φ,𝑡)𝑤(φ,𝑡)𝑑𝑡𝑑φ+ ‖𝑣‖2𝐿2(S1).

Полученное выражение является квадратом нормы в пространстве 𝐻𝑠
𝑎(S1 ×

R−) ⊕ 𝐿2(S1,C). В первом интеграле мы воспользовались обратным преобра­

зованием Фурье ℱ−1
𝑘→φ, а во втором — обратным преобразованием Фурье ℱ−1

ξ2→𝑡.

Последнее равенство справедливо в силу того, что преобразование Фурье пере­

водит проектор Π− в отображение сужения на R−.

Воспользуемся в краевой задаче (3.58) следующей заменой переменных:

(φ,𝑡) = (ψ + ατ, τ) с соответствующей заменой производных 𝜕ψ = 𝜕φ, 𝜕τ =

𝜕𝑡 + α𝜕φ. Тогда задача (3.58) примет вид

σ𝑅𝜕 (𝒟) : 𝐻𝑠(R−,𝐿
2(S1)) −→

𝐻𝑠−𝑚(R−,𝐿
2(S1))

⊕
𝐿2(S1,C𝑁)

, (3.60)

σ𝑅𝜕 (𝒟)𝑢(τ,ψ) =

(︃
𝐷(𝑒𝑖𝑥 ̃︀𝒯α, 1, 1,−𝑖𝜕τ, 𝑒

−𝑖ψ)𝑢(τ,ψ)

𝐵1(𝑒
𝑖𝑥 ̃︀𝒯α,1,− 𝑖𝜕τ, 𝑒

−𝑖ψ)𝑢(0,ψ)

)︃
,

где ̃︀𝒯α𝑢(τ,ψ) = 𝑢(τ,ψ − α).

Следующее предложение является аналогом предложения 3.16 для гра­

ничного символа на правом основании цилиндра.

Предложение 3.19. Следующие условия эквивалентны:

1) граничный символ σ𝑅𝜕 (𝒟)(𝑥,ξ1) на правом основании цилиндра

(см. (3.55)) эллиптичен при любых значениях параметров 𝑥 ∈ S1,
ξ1 ∈ R;

2) оператор (3.60) обратим при любых 𝑥 ∈ S1;
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Если операторы 𝐷𝑙 в формуле (3.38) имеют постоянные по 𝑥 коэффициенты

при 𝑡 = 1, то условия 1) и 2) эквивалентны условию

3) (условие Шапиро-Лопатинского на правом основании цилиндра S1 ×
[0,1]) обратимо семейство краевых задач для дифференциальных опе­

раторов с постоянными коэффициентами на полупрямой:

(︃
𝐷(1, 1,−𝑖𝜕τ, 𝑒

−𝑖ψ)

𝑗*𝐵1(1,− 𝑖𝜕τ, 𝑒
−𝑖ψ)

)︃
: 𝐻𝑠(R−) −→

𝐻𝑠−𝑚(R−)

⊕
C𝑁

(3.61)

с параметром ψ ∈ [0,2π].

Доказательство. Аналогично предложению 3.16 условия 1) и 2) эквивалентны

в силу диаграммы (3.57) и изоморфности преобразования Фурье. В случае, ко­

гда оператор 𝒟 имеет постоянные по 𝑥 коэффициенты, оператор (3.60) отвечает

семейству операторов (3.61) с параметром ψ ∈ [0,2π]. В силу коммутативности

диаграммы (3.57) и изоморфности преобразования Фурье условия 1) и 3) экви­

валентны.

Из предложений 3.14, 3.16 и 3.19 получаем условие эллиптичности зада­

чи (3.37), которое является основным результатом данного параграфа.

Теорема 3.20. Краевая задача (3.37) эллиптична тогда и только тогда, когда

выполнены следующие три условия:

1) внутренний символ оператора 𝒟 (см. (3.40)) эллиптичен;

2) выполнено условие Шапиро–Лопатинского на левом основании цилин­

дра 𝑀 (см. предложение 3.16);

3) выполнено условие Шапиро–Лопатинского на правом основании ци­

линдра 𝑀 (см. предложение 3.19).

Поскольку α несоизмеримо с π, то применяя результаты из [31, следствие

2] и [36, §4], можно получить следующее следствие.

Следствие 3.21. Если краевая задача (3.37) эллиптична (т.е. выполнены

условия теоремы 3.20), то она фредгольмова.
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3.3.7 Пример

На цилиндре 𝑀 = S1 × [0,1] найдем условия эллиптичности задачи{︃
𝜕2
𝑡 𝑢+ (1 + ε(𝑇 + 𝑇 *))𝜕2

𝑥𝑢 = 𝑓(𝑥,𝑡),

𝑢|𝑡=0 = 𝑔0(𝑥), 𝑢|𝑡=1 = 𝑔1(𝑥),
(3.62)

где 𝑢 ∈ 𝐻𝑠(𝑀), 𝑓 ∈ 𝐻𝑠−2(𝑀), 𝑔0,𝑔1 ∈ 𝐻𝑠(S1), (𝑇𝑢)(𝑥,𝑡) = 𝑢(𝑥−α𝑡, 𝑡), ε = ε(𝑡) ∈
𝐶∞[0,1], α ∈ R+. Нетрудно проверить, что оператор 𝑇 является унитарным,

а потому 𝑇 * = 𝑇−1.

Выпишем условия эллиптичности задачи (3.62).

1. В силу предложения 3.14 обратимость внутреннего символа зада­

чи (3.62) эквивалентна обратимости оператора Матье

α−2̃︀σint (𝒟) = − 𝑑2

𝑑φ2
+

(︂
1

α2
+

2ε

α2
cosφ

)︂
: 𝐻𝑠(R) −→ 𝐻𝑠−2(R). (3.63)

Оператор (3.63) является оператором Матье с коэффициентами 1/α2 и 2ε/α2

(см., напр., [51]). Хорошо известно, что оператор (3.63) будет фредгольмов тогда

и только тогда, когда его ядро не содержит периодических функций.

2. В силу предложения 3.16 граничному символу σ𝐿𝜕 (𝒟)(ξ1) соответствует

краевая задача⎧⎨⎩ −𝑢′′(𝑡) +

(︂
1

α2
+

2ε0
α2

cos 𝑡

)︂
𝑢(𝑡) = 0, 𝑢 ∈ 𝐻𝑠(R+),

𝑢(0) = ℎ1,
(3.64)

где ε0 = ε(0). Дифференциальный оператор в полученной краевой задаче явля­

ется оператором Матье, аналогичным оператору (3.63). Условие эллиптичности

состоит в однозначной разрешимости задачи (3.64).

3. Теперь зафиксируем ψ ∈ [0,2π]. В силу предложения 3.19 обратимость

граничного символа задачи (3.62) на правом основании цилиндра эквивалентна

однозначной разрешимости краевой задачи{︃
−α2𝑢′′(τ) + (1 + 2ε1 cosψ)𝑢(τ) = 0, 𝑢 ∈ 𝐻𝑠(R−),

𝑢(0) = ℎ1,
(3.65)

где ε1 = ε(1). Это условие легко проверить. Уравнение

−α2𝑢′′(τ) + (1 + 2ε cosψ)𝑢(τ) = 0
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имеет решение 𝑢(τ) = 𝐶1𝑒
−
√
λτ+𝐶2𝑒

√
λτ, где λ = α−2(1+2ε1 cosψ).Для однознач­

ной разрешимости задачи (3.65) необходимо выполнение условия 1+2ε1 cosψ >

0 при всех ψ ∈ [0,2π], откуда получаем условие |ε1| < 1/2.

Таким образом, доказана следующая теорема:

Теорема 3.22. Задача (3.62) эллиптична, когда выполнены следующие усло­

вия:

1) оператор Матье (3.63) обратим;

2) выполнено условие |ε(1)| < 1/2.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем.

1. Получена формула индекса краевых задач, ассоциированных с изо­

метрическим действием дискретной группы степенного роста. Эти

результаты являются новыми даже в случае конечной группы.

2. Рассмотрено приложение полученной формулы индекса к скрученным

краевым задачам. В частности, вычислен индекс скрученной краевой

задачи для оператора Эйлера.

3. Определен топологический индекс краевых задач, ассоциированных с

неизометрическим действием дискретной группы на многообразии с

краем. В определении используются циклические когомологии.

4. Для краевых задач со скручиваниями конечного цилиндра получены

условия эллиптичности в явном виде. Рассмотрен случай, когда эти

условия эквивалентны однозначной разрешимости уравнения Матье.

В заключение автор выражает глубокую благодарность и большую при­

знательность научному руководителю Савину А.Ю. за постановку задачи,

поддержку, помощь и обсуждение результатов.

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образо­

вания Российской Федерации (мегагрант соглашение № 075-15-2022-1115)
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