
ÐÎÑÑÈÉÑÊÈÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ ÄÐÓÆÁÛ ÍÀÐÎÄÎÂ

ÈÌÅÍÈ ÏÀÒÐÈÑÀ ËÓÌÓÌÁÛ

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Àäõàìîâà Àìèíà Øóõðàòîâíà

ÊÐÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÑÈÑÒÅÌ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎ-ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Ñ

ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ

1.1.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà

Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü:

Àëåêñàíäð Ëåîíèäîâè÷ Ñêóáà÷åâñêèé

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð

Ìîñêâà � 2024



2

Îãëàâëåíèå

Ââåäåíèå 3

Ãëàâà 1. Cèñòåìà óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì ñ ïîñòîÿííûìè

ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè 24

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû . . . . . . . . . 24

1.2 Ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé è êðàåâîé çàäà÷àìè . . . . . . . . . . 29

1.3 Ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

Ãëàâà 2. Cèñòåìà óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì íåéòðàëüíîãî òèïà

ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè 39

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.2 Ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé è êðàåâîé çàäà÷àìè . . . . . . . . . . 40

2.3 Ñâîéñòâà ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.4 Ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé íà ïîäûíòåðâàëàõ . . . . . . . . . 53

Ãëàâà 3. Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì, îïèñûâàåìàÿ ñè-

ñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé çàïàçäûâàþ-

ùåãî òèïà 63

3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.2 Ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé è êðàåâîé çàäà÷àìè . . . . . . . . . . 65

3.3 Ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.4 Ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé íà âñåì èíòåðâàëå . . . . . . . . 73

Ãëàâà 4. Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì ñ ðàçëè÷íûì ÷èñ-

ëîì âõîäîâ è âûõîäîâ 75

4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

4.2 Âàðèàöèîííàÿ è êðàåâàÿ çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.3 Àïðèîðíûå îöåíêè. Ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è.

Ôðèäðèõñîâî ðàñøèðåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

Çàêëþ÷åíèå 89



3

Ëèòåðàòóðà 90



4

Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü åå ðàçðàáîòàííîñòè

Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ

ïîñòîÿííûìè è ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè çàïàçäûâàþùåãî è íåéòðàëüíî-

ãî òèïîâ, ñâÿçàííûõ ñ çàäà÷åé Í.Í. Êðàñîâñêîãî îá óñïîêîåíèè ñèñòåìû óïðàâ-

ëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì.

Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòî-

ðàÿ áåðåò ñâîå íà÷àëî ñ ðàáîò À.Ä. Ìûøêèñà [32, 33], â äàëüíåéøåì ðàçâè-

âàëàñü ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè, òàêèìè êàê Ë.Ý. Ýëüñãîëüö [67], Í.Í. Êðà-

ñîâñêèé [23, 24], Ã.À. Êàìåíñêèé [20, 71], Äæ. Õåéë [64], Ð. Áåëëìàí è Ê. Êóê

[9], è äð. Ñóùåñòâåííûå ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåòîäû êîòîðîé ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ â

íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè, ïîñâÿùåí öåëûé ðÿä ðàáîò - Ô.Õàðòìàíà è Ã.Ñòàì-

ïàêüÿ [72], À.Á. Àíòîíåâè÷à [8], Â.Ñ. Ðàáèíîâè÷à [41] è äð. Èíòåðåñ ê ýòèì

óðàâíåíèÿì ñâÿçàí ïðåæäå âñåãî ñ ìíîãèìè âàæíûìè ïðèëîæåíèÿìè: â òåî-

ðèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì [23�25, 36, 48], â òåîðèè óïðóãîñòè

[35, 73, 74, 79], â íåëèíåéíîé îïòèêå [12, 42, 56, 80, 82], â òåîðèè ìíîãîìåðíûõ

äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ [13, 55, 70, 77, 79, 81] è äð. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî êðàå-

âûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

òåñíî ñâÿçàíû ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [50,54,68,69,79], òåîðèÿ êîòîðûõ ñòàëà àêòèâíî ðàçðà-

áàòûâàòüñÿ ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ èçâåñòíîé ðàáîòû À.Â. Áèöàäçå, À.À Ñàìàð-

ñêîãî [10].

Îñíîâû òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôå-

ðåöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ñäâèãè àðãóìåíòà, êîòîðûå ìîãóò îòîá-

ðàæàòü òî÷êè ãðàíèöû â îáëàñòü, ïîñòðîèë â ñâîèõ ðàáîòàõ À.Ë. Ñêóáà÷åâ-

ñêèé [50�54, 58, 78]. Íàèáîëåå ïîëíî ðåçóëüòàòû À.Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî â ýòîé îá-

ëàñòè ïðåäñòàâëåíû â ìîíîãðàôèè [79].

Â äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñ-

òíûõ óðàâíåíèé áûëè ïðîäîëæåíû åãî ó÷åíèêàìè. Òàê, êðàåâûå çàäà÷è äëÿ

ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé èññëåäîâàëèñü â [34,

57,65,66], êðàåâûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ íåñî-
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èçìåðèìûìè ñäâèãàìè àðãóìåíòîâ ðàññìàòðèâàëèñü â [18, 19], ñëó÷àé äèôôå-

ðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ âûðîæäåíèåì - â ðàáîòàõ [39, 40], ñïåê-

òðàëüíàÿ àñèìïòîòèêà ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ - â ðàáîòàõ [37, 38], âòî-

ðàÿ è òðåòüÿ êðàåâûå çàäà÷è - â ðàáîòàõ [46, 47], çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ ñèëüíî

ýëëèïòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ íà ãðàíèöå ñîñåäíèõ

ïîäîáëàñòåé - â ðàáîòå [34], ñìåøàííûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåí-

öèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñî ñäâèãàìè ïî ïðîñòðàíñòâåí-

íûì ïåðåìåííûì â ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ - â ðàáîòàõ [27, 28], êðàåâûå çàäà÷è

äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà íà èíòåðâàëå

êîíå÷íîé äëèíû - â ðàáîòàõ [59,60].

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ àôôèííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿì àðãóìåíòîâ è â òîì ÷èñëå ñ ðàñòÿæå-

íèÿìè-ñæàòèÿìè èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Ë.Å. Ðîññîâñêîãî è åãî ó÷åíèêîâ [44, 45,

75, 76]. Ñòàòüè À.Á. Ìóðàâíèêà ïîñâÿùåíû êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ ýëëèïòè÷å-

ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â ïîëóïðîñòðàíñòâå [30, 31], à

òàêæå çàäà÷å Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíå-

íèé ñî ñäâèãàìè àðãóìåíòîâ â ñòàðøèõ ÷ëåíàõ [29]. Íåëèíåéíûå ýëëèïòè÷åñêèå

ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Î.Â. Ñî-

ëîíóõè, ñì. [61�63]. Â ðàáîòàõ Â.Â. Âëàñîâà, Í.À. Ðàóòèàí ìåòîäàìè ñïåêòðà-

ëüíîé òåîðèè èçó÷àþòñÿ ýâîëþöèîííûå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì ïî âðåìåíè, ñì. [14�16].

Øèðîêî èçâåñòíî, ÷òî îáðàòíàÿ ñâÿçü â ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ ìîæåò ïðèâî-

äèòü ê çàäåðæêå ñèãíàëà [ñì. Ðèñ.1].
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Âïåðâûå çàäà÷à îá óñïîêîåíèè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì ðàñ-

ñìàòðèâàëàñü Í.Í. Êðàñîâñêèì [24]. Ïîâåäåíèå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ îïèñûâà-

ëîñü ñèñòåìîé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé çàïàçäûâà-

þùåãî òèïà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïîñòîÿííûì çàïàçäûâàíèåì.

Â ðàáîòàõ [48, 49] çàäà÷à Í.Í. Êðàñîâñêîãî îá óñïîêîåíèè ñèñòåìû óïðàâëå-

íèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì áûëà îáîáùåíà íà ñëó÷àé, êîãäà óðàâíåíèå, îïèñûâàþ-

ùåå óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó, ñîäåðæèò òàêæå ñòàðøèå ÷ëåíû ñ çàïàçäûâàíèåì,

ò. å. èìååò íåéòðàëüíûé òèï. Ìíîãîìåðíàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ñ ïîñòîÿííû-

ìè ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè èññëåäîâàëàñü â [26]. Ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

ñ ïîñëåäåéñòâèåì çàïàçäûâàþùåãî òèïà èçó÷àëèñü â [25, 36]. Îòìåòèì òàêæå

ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå èññëåäîâàíèþ ñèñòåì íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ìàëûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè ïðè ÷ëåíàõ ñ çàïàçäûâàíèåì [21, 22], èññëåäîâàíèå äëÿ ñëó÷àÿ

çàïàçäûâàíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîãî âðåìåíè (óðàâíåíèå ïàíòîãðàôà) � Ë.Å. Ðîñ-

ñîâñêèì [43], à òàêæå èññëåäîâàíèå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà

ñ ãëîáàëüíûì ïîñëåäåéñòâèåì íà ãðàôå - Ñ.À. Áóòåðèíûì [11].

Öåëè è çàäà÷è ðàáîòû

Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

1) äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî è çà-

ïàçäûâàþùåãî òèïîâ óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé çàäà÷åé, ñîîòâåò-

ñòâóþùåé çàäà÷å îá óñïîêîåíèè ñèñòåìû ñ ïîñëåäåéñòâèåì, è êðàåâîé çàäà÷åé

äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà;

2) èçó÷èòü ðàçðåøèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåì äèô-



7

ôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé;

3) èññëåäîâàòü ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé

çàäà÷è íà ïîäûíòåðâàëàõ è íà âñåì èíòåðâàëå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû îá îáîáùåííûõ ðåøåíèÿõ êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî è çàïàçäû-

âàþùåãî òèïîâ, ïîëó÷åííûõ èç âàðèàöèîííûõ çàäà÷.

Ðàññìîòðåíû êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ

óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî è çàïàçäûâàþùåãî òèïîâ. Âïåðâûå áûëà äîêàçàíà îä-

íîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü è èññëåäîâàíà ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé êðàå-

âûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè

êîýôôèöèåíòàìè íåéòðàëüíîãî è çàïàçäûâàþùåãî òèïîâ. Äîêàçàíî, ÷òî ãëàä-

êîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñîõðà-

íÿåòñÿ íà ïîäûíòåðâàëàõ è ìîæåò íàðóøàòüñÿ íà âñåì èíòåðâàëå. Ïîëó÷åíû

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé íà âñåì èí-

òåðâàëå.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëü-

çîâàíû â îáùåé òåîðèè íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ è â òåîðèè óïðàâëåíèÿ

ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì, à òàêæå äëÿ àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ ðåøåíèé ïîäîáíûõ çàäà÷.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû âêëþ÷åíû â èññëåäîâàíèÿ ïî ãðàíòó ÐÔÔÈ Àñïèðàíòû

� 20-31-90119 ¾Ìíîãîìåðíûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì¿.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Èçó÷åíèå âàðèàöèîííûõ è êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ

óðàâíåíèé îñíîâàíî íà êîìáèíàöèè ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñâîéñòâàõ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ è òåîðèè ïðî-

ñòðàíñòâ Ñîáîëåâà. Â ÷àñòè ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ïðåæäå âñåãî ñ ðàçðåøèìî-

ñòüþ, èñïîëüçóåòñÿ âàðèàöèîííûé ïîäõîä, ñóòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó-

÷åíèè îöåíîê êîýðöèòèâíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ áèëèíåéíûõ ôîðì.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííûìè çàäà÷àìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè

çàäà÷å Í.Í. Êðàñîâñêîãî îá óñïîêîåíèè íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû óïðàâ-
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ëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì â ñëó÷àÿõ íåéòðàëüíîãî è çàïàçäûâàþùåãî òèïîâ,

è êðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíå-

íèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

2. Åäèíûì ìåòîäîì äîêàçàíû òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðà-

åâûõ çàäà÷ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ

óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà íåéòðàëüíîãî è çàïàçäûâàþùåãî òèïîâ. Ïî-

ëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà.

3. Äîêàçàíà òåîðåìà î ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé íà ïîäûíòåðâàëàõ

äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ ñîõðàíåíèÿ ãëàäêîñòè íà âñåì èíòåðâàëå.

4. Äîêàçàíà òåîðåìà î ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû óðàâíå-

íèé çàïàçäûâàþùåãî òèïà íà âñåì èíòåðâàëå.

5. Äëÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì âõîäîâ è

âûõîäîâ ïîñòðîåíî ôðèäðèõñîâî ðàñøèðåíèå îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùå-

ãî êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 100 ñòðàíèö ñ 1 ðèñóíêîì.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 82 íàèìåíîâàíèÿ.

Ãëàâà 1 ñîñòîèò èç 3 ïàðàãðàôîâ è ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòî-

ÿííûìè ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â

ðàáîòå [1].

Ïàðàãðàô 1.1 ñîäåðæèò ïîñòàíîâêó çàäà÷è. À èìåííî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ëè-

íåéíàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñò-

íûõ óðàâíåíèé

M∑
m=0

Amy
′(t−mτ) +

M∑
m=0

Bmy(t−mτ) = u(t), 0 < t, (0.1)
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ãäå y(t) =

 y1(t)
...

yn(t)

 � íåèçâåñòíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå

ñèñòåìû, u(t) =

 u1(t)
...

un(t)

 � âåêòîð-ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ,

Am, Bm � ìàòðèöû ïîðÿäêà n × n ñ ïîñòîÿííûìè ýëåìåíòàìè, A0 � íåâûðîæ-

äåííàÿ ìàòðèöà, çàïàçäûâàíèå τ > 0 � êîíñòàíòà, M ∈ N.
Ïðåäûñòîðèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(t) = φ(t), t ∈ [−Mτ, 0], (0.2)

ãäå φ(t) =

 φ1(t)
...

φn(t)

 � çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðèâåäåíèè ñèñòåìû (0.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (0.2)

â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ýòîãî áóäåì èñêàòü òàêîå óïðàâëåíèå u(t), 0 <

t < T , ÷òî

y(t) = 0, t ∈ [T −Mτ, T ], (0.3)

ãäå T > (M + 1)τ, T −Mτ = (N + θ)τ, N ∈ N, 0 < θ ≤ 1.

Óïðàâëåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå âûïîëíåíèå (0.1) - (0.3), íå åäèíñòâåííî. Ñðåäè

âñåõ âîçìîæíûõ óïðàâëåíèé, áóäåì èñêàòü óïðàâëåíèå, äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì

ôóíêöèîíàëó ∫ T

0

|u(t)|2dt→ min,

ãäå |.| � åâêëèäîâà íîðìà. Ïîëó÷èì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó î ìèíèìóìå ôóíêöè-

îíàëà

J(y) =

∫ T

0

∣∣∣∣∣
M∑

m=0

Amy
′(t−mτ) +

M∑
m=0

Bmy(t−mτ)

∣∣∣∣∣
2

dt→ min (0.4)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (0.2) - (0.3).

Â ðàáîòå Í.Í. Êðàñîâñêîãî çàäà÷à (0.2) - (0.4) ðàññìàòðèâàëàñü â ñëó÷àå

Am = 0, m ̸= 0.

Â ïàðàãðàôå 1.2 áûëè ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íõ âåùåñòâåííûõ
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ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ:

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(R) ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ íà R
ôóíêöèé ñ íîðìîé:

||x(t)||C(R) = sup
t∈R

|x(t)|.

Ïóñòü Ck(R), k ∈ N,�ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ è k ðàç íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà R, îãðàíè÷åííûõ íà R âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîä-

íûìè âïëîòü äî k-ãî ïîðÿäêà, ñ íîðìîé

||x(t)||Ck(R) = max
0≤i≤k

sup
t∈R

|x(i)(t)|.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W k
2 (a, b) ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà [a, b]

ôóíêöèé, èìåþùèõ ïðîèçâîäíóþ k-ãî ïîðÿäêà èç L2(a, b) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèç-

âåäåíèåì

(v, w)W k
2 (a,b)

=
k∑

i=0

b∫
a

v(i)(t)w(i)(t)dt.

Ïóñòü W̊ k
2 (a, b) = {w ∈ W k

2 (a, b) : w
(i)(a) = w(i)(b) = 0, i = 0, . . . , k − 1}.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ôóíêöèé

Ln
2(a, b) =

n∏
i=1

L2(a, b),

W k,n
2 (a, b) =

n∏
i=1

W k
2 (a, b),

W̊ k,n
2 (a, b) =

n∏
i=1

W̊ k
2 (a, b),

ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

(v, w)Ln
2 (a,b)

=
n∑

i=1

(vi, wi)L2(a,b),

(v, w)W k,n
2 (a,b) =

n∑
i=1

(vi, wi)W k
2 (a,b)

,

ãäå v = (v1, . . . , vn)
T , w = (w1, . . . , wn)

T .
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Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà

L̃ = {v ∈ Ln
2(−Mτ, T ) : v(t) = 0, t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −Mτ, T )},

W̃ = {v ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) : v(t) = 0, t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −Mτ, T )}.

Ïîêàçàíî, ÷òî âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (0.4), (0.2), (0.3) ýêâèâàëåíòà êðàåâîé

çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà:

−(
M∑

l,m=0

AT
l Amy

′(t+ (l −m)τ))′+

+
M∑

l,m=0

[BT
l Amy

′(t+ (l −m)τ)− AT
l Bmy

′(t+ (l −m)τ)+ (0.5)

+BT
l Bmy(t+ (l −m)τ)] = 0, t ∈ (0, T −Mτ).

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (0.2) - (0.3) ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

M∑
l,m=0

AT
l Amy

′(t+ (l −m)τ) ∈ W 1,n
2 (0, T −Mτ). (0.6)

Îïðåäåëåíèå 0.1. Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) íàçûâàåòñÿ îáîáùåí-

íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (0.5), (0.2), (0.3), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (0.6), è

âåêòîð-ôóíêöèÿ y(t) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (0.5) à òàêæå êðàåâûì

óñëîâèÿì (0.2), (0.3).

Òåîðåìà 0.1. Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) äîñòàâëÿåò ìèíèìóì

ôóíêöèîíàëó (0.4) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (0.2), (0.3) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (0.5), (0.2), (0.3).

Â ïàðàãðàôå 1.3 áûëà ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ è

äîêàçàíà òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è:

Òåîðåìà 0.2. Ïóñòü detA0 ̸= 0. Òîãäà äëÿ êàæäîãî φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0) ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) êðàåâîé çàäà÷è

(0.5), (0.2), (0.3), è

||y||W 1,n
2 (−Mτ,T ) ≤ c||φ||W 1,n

2 (−Mτ,0), (0.7)
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ãäå c > 0 íå çàâèñèò φ.

Ãëàâà 2 ñîñòîèò èç 4 ïàðàãðàôîâ è ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìî-

ñòè êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íåé-

òðàëüíîãî òèïà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, à òàêæå èññëåäîâàíèþ ãëàä-

êîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [2,

3, 5, 6].

Ïàðàãðàô 2.1 ñîäåðæèò ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñè-

ñòåìà óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâ-

íåíèé

M∑
m=0

Am(t)y
′(t−mτ) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ) = u(t), 0 < t < T. (0.8)

Çäåñü y(t) =

 y1(t)
...

yn(t)

�íåèçâåñòíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿ-

íèå ñèñòåìû, u(t) =

 u1(t)
...

un(t)

� âåêòîð-ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ,

Am(t) = {amij (t)}i,j=1,...,n, Bm(t) = {bmij (t)}i,j=1,...,n�ìàòðèöû ïîðÿäêà n × n ñ

ýëåìåíòàìè amij (t), b
m
ij (t), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè íà R, τ = const > 0� çàïàçäûâàíèå.

Ïðåäûñòîðèÿ ñèñòåìû çàäàåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(t) = φ(t), t ∈ [−Mτ, 0]. (0.9)

Çäåñü φ(t) =

 φ1(t)
...

φn(t)

�íåêîòîðàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.

Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó î ïðèâåäåíèè ñèñòåìû (0.8) ñ íà÷àëüíûì óñëî-

âèåì (0.9) â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè t ≥ T. Äëÿ ýòîãî ìû íàéäåì òàêîå

óïðàâëåíèå u(t), 0 < t < T, ÷òî:

y(t) = 0, t ∈ [T −Mτ, T ], (0.10)
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ãäå T > (M + 1)τ, M,N ∈ N, T −Mτ = (N + θ)τ.

Áóäåì èñêàòü óïðàâëåíèå, äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó ýíåðãèè

T∫
0

|u(t)|2dt→ min,

ãäå |.|� åâêëèäîâà íîðìà â Rn. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì âàðèàöèîííóþ çà-

äà÷ó î ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà

J(y) :=

T∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

m=0

Am(t)y
′(t−mτ) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ)

∣∣∣∣∣
2

dt→ min. (0.11)

Â ïàðàãðàôå 2.2 óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé çàäà÷åé, ñîîòâåò-

ñòâóþùåé çàäà÷å îá óñïîêîåíèè ñèñòåìû ñ ïîñëåäåéñòâèåì, è êðàåâîé çàäà÷åé

äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, äîêà-

çûâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è.

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (0.9)�(0.11) ýêâèâàëåíòà êðàåâîé

çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà:

− (
M∑

l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ))′ +

+
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ)−

− (
M∑

l,m=0

AT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))′ +

+
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ) = 0, t ∈ (0, T −Mτ) (0.12)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (0.9), (0.10) ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

M∑
l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ) ∈ W 1,n

2 (0, T −Mτ). (0.13)

Áûëî ñôîðìóëèðîâàíî îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé êðà-
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åâîé çàäà÷è è óñòàíîâëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé è êðàåâîé çàäà÷à-

ìè.

Îïðåäåëåíèå 0.2. Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) íàçûâàåòñÿ îáîáùåí-

íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (0.12), (0.9), (0.10), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (0.13), y(t)

ïî÷òè âñþäó íà (0, T −Mτ) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (0.12), à òàêæå

êðàåâûì óñëîâèÿì (0.9), (0.10).

Òåîðåìà 0.3. Ïóñòü φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0). Ôóíêöèîíàë (2.4) ñ êðàåâûìè óñëîâè-

ÿìè (2.2), (2.3) äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà íåêîòîðîé ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (2.12), (2.2),

(2.3).

Äàëåå áûëà ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ è äîêàçàíà

òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 0.4. Ïóñòü detA0(t) ̸= 0, t ∈ R. Òîãäà äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè

φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå

y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) êðàåâîé çàäà÷è (0.12), (0.9), (0.10), ïðè ýòîì

||y||W 1,n
2 (−Mτ,T ) ≤ c||φ||W 1,n

2 (−Mτ,0), (0.14)

ãäå c > 0�ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò φ.

Ïàðàãðàô 2.3 ïîñâÿùåí ñâîéñòâàì ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå

L2(a, b) è â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà.

Ïàðàãðàô 2.4 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ãëàäêîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íà

ïîäûíòåðâàëàõ. Äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è áûëî äîñòàòî÷-

íî, ÷òîáû ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñòîëáöå ïðîèçâîäíûõ áåç çàïàçäûâàíèÿ

áûëà íåâûðîæäåííîé â êàæäîé òî÷êå. Íàêëàäûâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà ïîâåäåíèå

îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ìàòðèö) íå íóæ-

íî. Ýòîãî æå óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû îáîáùåííîå ðåøåíèå îáëàäàëî

ñîîòâåòñòâóþùåé ãëàäêîñòüþ íà ïîäûíòåðâàëàõ, ïîëó÷åííûõ âûáðàñûâàíèåì

îðáèò êîíöîâ èíòåðâàëà ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû ñäâèãîâ:

Òåîðåìà 0.5. Ïóñòü detA0(t) ̸= 0, t ∈ R, è ïóñòü φ ∈ W 2,n
2 (−Mτ, 0). Òîãäà

îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (0.12), (0.9), (0.10) y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) îáëàäàåò

ñëåäóþùåé ãëàäêîñòüþ íà ïîäûíòåðâàëàõ èíòåðâàëà (0, d):
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� y ∈ W 2,n
2 ((j − 1)τ, jτ) (j = 1, . . . , N + 1), åñëè θ = 1;

� y ∈ W 2,n
2 ((j−1)τ, (j−1+θ)τ) (j = 1, . . . , N+1) è y ∈ W 2,n

2 ((j−1+θ)τ, jτ)

(j = 1, . . . , N), åñëè θ < 1.

Áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé íà ìàòðèöû Al(t) è

ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî φ ∈ W 2,n
2 (−Mτ, 0), îáîáùåííîå ðåøåíèå y ∈ W 1,n

2 (−Mτ, T )

çàäà÷è (0.12), (0.9), (0.10) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W 2,n
2 (0, T −Mτ) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà (φ, ψj)W 2,m
2 (−Mτ,0) = 0, j = 1, . . . , p, ãäå ψj ∈ W 2,m

2 (−Mτ, 0),

j = 1, . . . , p, - ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ôóíêöèè, ãäå p ≤ 2m.

Ãëàâà 3 ñîñòîèò èç 4 ïàðàãðàôîâ è ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé çàïàç-

äûâàþùåãî òèïà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [4].

Ïàðàãðàô 3.1 ñîäåðæèò ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñè-

ñòåìà óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâ-

íåíèé

A0(t)y
′(t) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ) = u(t), 0 < t < T, (0.15)

ãäå y(t) =

 y1(t)
...

yn(t)

 - âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, u(t)

=

 u1(t)
...

un(t)

 - âåêòîð-ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, A0(t) - íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà

ïîðÿäêà n × n, Bm(t) = {bmij (t)}i,j=1...n � ìàòðèöà ïîðÿäêà n × n ñ ýëåìåíòàìè

a0ij(t), b
m
ij (t), ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-

ìûìè ôóíêöèÿìè íà R, τ = const > 0 � çàïàçäûâàíèå, T > (M + 1)τ.

Ïðåäûñòîðèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(t) = φ(t) äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [−Mτ, 0], (0.16)

ãäå φ(t) =

 φ1(t)
...

φn(t)

 � çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, φ ∈ Ln
2(−Mτ, 0).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ φ ∈ Ln
2(−Mτ, 0) îïðåäåëåíà ï.â. íà îòðåçêå [−Mτ, 0],
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ìû çàäàäèì äîïîëíèòåëüíî íà÷àëüíîå óñëîâèå

y(0 + 0) = φ0, (0.17)

ãäå φ0 ∈ Rn - íåêîòîðûé âåêòîð.

Ðàññìîòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïðèâåäåíèè ñèñòåìû (0.15) ñ íà÷àëüíûìè óñëî-

âèÿìè (0.16), (0.17) â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè t ≥ T. Äëÿ ýòîãî ìû íàéäåì

òàêîå óïðàâëåíèå u(t), 0 < t < T , ÷òî

y(t) = 0, t ∈ [T −Mτ, T ], (0.18)

ãäå T > (M + 1)τ.

Èç âñåâîçìîæíûõ óïðàâëåíèé ìû áóäåì èñêàòü óïðàâëåíèå, äîñòàâëÿþùåå

ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó ýíåðãèè∫ T

0

|u(t)|2dt→ min,

ãäå |.|� åâêëèäîâà íîðìà â Rn. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì âàðèàöèîííóþ çà-

äà÷ó î ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà

J(y) :=

∫ T

0

∣∣∣∣∣A0(t)y
′(t) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ)

∣∣∣∣∣
2

dt→ min (0.19)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (0.16) � (0.18).

Â ïàðàãðàôå 3.2 óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé çàäà÷åé, ñîîòâåò-

ñòâóþùåé çàäà÷å îá óñïîêîåíèè ñèñòåìû ñ ïîñëåäåéñòâèåì, è êðàåâîé çàäà÷åé

äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (0.16)�(0.19) ýêâèâàëåíòà êðàåâîé

çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà:

−[AT
0 (t)A0(t)y

′(t) + AT
0 (t)

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ)]′+ (0.20)

+
M∑
l=0

BT
l (t+ lτ)A0(t+ lτ)y′(t+ lτ)+
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+
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t− (m− l)τ) = 0, t ∈ (0, T −Mτ)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (0.16)�(0.18) ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

AT
0 (t)A0(t)y

′(t) +
M∑

m=0

AT
0 (t)Bm(t)y(t−mτ) ∈ W 1,n

2 (0, T −Mτ). (0.21)

Áûëî ñôîðìóëèðîâàíî ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (0.20),

(0.16)�(0.18) è äîêàçàíà òåîðåìà î ñâÿçè âàðèàöèîííîé è êðàåâîé çàäà÷.

Îïðåäåëåíèå 0.3. Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (0, T ) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì

ðåøåíèåì çàäà÷è (0.20), (0.16)-(0.18), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (0.21), y(t) ïî-

÷òè âñþäó íà (0, T − Mτ) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (0.20), à òàêæå

êðàåâûì óñëîâèÿì (0.16) - (0.18).

Òåîðåìà 0.6. Ïóñòü φ ∈ Ln
2(−Mτ, 0). Ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n

2 (0, T ) äîñòàâëÿ-

åò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (0.19) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (0.16) - (0.18) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

(0.20), (0.16) - (0.18).

Ïàðàãðàô 3.3 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøè-

ìîñòè êðàåâîé çàäà÷è (0.20), (0.16)�(0.18).

Òåîðåìà 0.7. Ïóñòü detA0(t) ̸= 0, t ∈ R. Òîãäà äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè φ ∈
Ln
2(−Mτ, 0) è ëþáîãî φ0 ∈ Rn ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå

êðàåâîé çàäà÷è (0.20), (0.16)-(0.18) y ∈ W 1,n
2 (0, T ), ïðè ýòîì

||y||W 1,n
2 (0,T ) ≤ c(||φ||Ln

2 (−Mτ,0) + |φ0|). (0.22)

ãäå c > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò φ è φ0.

Â ïàðàãðàôå 3.4 áûëà äîêàçàíà ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé íà âñåì

èíòåðâàëå:

Òåîðåìà 0.8. Ïóñòü φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0), è ïóñòü φ(0) = φ0. Òîãäà îáîáùåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è (0.20), (0.16)-(0.18) y ∈ W 2,n
2 (0, T −Mτ).
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Ãëàâà 4 ñîñòîèò èç 3 ïàðàãðàôîâ è ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìî-

ñòè êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íåé-

òðàëüíîãî òèïà äëÿ ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè âåêòîð-ôóíêöèé óïðàâëåíèÿ è ñî-

ñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Äîêàçàíà òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé

çàäà÷è. Ïîñòðîåíî ôðèäðèõñîâî ðàñøèðåíèå.

Ïàðàãðàô 4.1 ñîäåðæèò ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñè-

ñòåìà óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâ-

íåíèé

M∑
m=0

Am(t)y
′(t−mτ) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ) = u(t), 0 < t < T. (0.23)

Çäåñü y(t) =

 y1(t)
...

yk(t)

�íåèçâåñòíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿ-

íèå ñèñòåìû, u(t) =

 u1(t)
...

un(t)

� âåêòîð-ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, Am(t), Bm(t) =

{akij(t)}, {bkij(t)}, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m�ìàòðèöû ïîðÿäêà n× k ñ ýëåìåí-

òàìè amij (t), b
m
ij (t) êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìûìè ôóíêöèÿìè íà R, τ = const > 0� çàïàçäûâàíèå.

Ïðåäûñòîðèÿ ñèñòåìû çàäàåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(t) = φ(t), t ∈ [−Mτ, 0]. (0.24)

Çäåñü φ(t) =

 φ1(t)
...

φk(t)

�íåêîòîðàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïðèâåäåíèè ñèñòåìû (0.23) ñ íà÷àëüíûì óñëîâè-

åì (0.24) â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè t ≥ T. Äëÿ ýòîãî ìû íàéäåì òàêîå óïðàâ-

ëåíèå u(t), 0 < t < T, ÷òî

y(t) = 0, t ∈ [T −Mτ, T ], (0.25)

ãäå T > (M + 1)τ.
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Áóäåì èñêàòü óïðàâëåíèå, äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó ýíåðãèè

T∫
0

|u(t)|2dt→ min,

ãäå |.|� åâêëèäîâà íîðìà â Rn. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (0.23) ìû ïîëó÷àåì âà-

ðèàöèîííóþ çàäà÷ó î ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà

J(y) :=

T∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

m=0

Am(t)y
′(t−mτ) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ)

∣∣∣∣∣
2

dt→ min . (0.26)

Â ïàðàãðàôå 4.2 èññëåäóåòñÿ ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé è êðàåâîé çàäà÷àìè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé n > k.

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (0.26), (0.24), (0.25) ýêâèâàëåíòà

êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî

ïîðÿäêà

−

 M∑
l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ)

′

+

+
M∑

l,m=0

{BT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ)− (0.27)

−

 M∑
l,m=0

AT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ)

′

+

+
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ)} = 0, t ∈ (0, T −Mτ)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (0.24), (0.25) ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

M∑
l,k=0

AT
l (t+ lτ)Ak(t+ lτ)y′(t+ (l − k)τ) ∈ W 1,n

2 (0, T −Mτ). (0.28)

Ñôîðìóëèðîâàíî ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (0.27),

(0.24), (0.25).
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Îïðåäåëåíèå 0.4. Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,m
2 (−Mτ, T ) íàçûâàåòñÿ îáîáùåí-

íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (0.27), (0.24), (0.25), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (0.28), y(t)

ïî÷òè âñþäó íà (0, T −Mτ) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (0.27), à òàêæå

êðàåâûì óñëîâèÿì (0.24), (0.25).

Äîêàçàíà òåîðåìà î ñâÿçè âàðèàöèîííîé è êðàåâîé çàäà÷.

Òåîðåìà 0.9. Ïóñòü φ ∈ W 1,m
2 (−Mτ, 0). Ôóíêöèîíàë (0.26) ñ êðàåâûìè óñëî-

âèÿìè (0.24), (0.25) äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà íåêîòîðîé ôóíêöèè òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

(0.27), (0.24), (0.25).

Ïàðàãðàô 4.3 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé

çàäà÷è.

Òåîðåìà 0.10. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìèíîð k-îãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A0(t), êîòî-

ðûé íå ðàâåí 0 ïðè t ∈ R. Òîãäà äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè φ ∈ W 1,k
2 (−Mτ, 0)

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (0.27), (0.24),

(0.25) y ∈ W 1,k
2 (−Mτ, T ), ïðè ýòîì

||y||W 1,k
2 (−Mτ,T ) ≤ c||φ||W 1,k

2 (−Mτ,0), (0.29)

ãäå c > 0�ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò φ.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 0.10 ñâîäèòñÿ ïî ñóùåñòâó ê ñâåäåíèþ îäíî-

ðîäíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (0.27) ñ íåîäíîðîä-

íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (0.24) è îäíîðîäíûìè óñëîâèÿìè (0.25) ê íåîäíî-

ðîäíîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ îäíîðîäíûìè êðàå-

âûìè óñëîâèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâó-

þùåãî íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå L̃ è èçó÷åíèè

åãî ñâîéñòâ.

Ïóñòü AR : L̃ ⊃ D(AR) → L̃�íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, çàäàííûé ïî
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ôîðìóëå:

(ARy)(t) := −

 M∑
l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ)

′

+

+
M∑

l,m=0

{BT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ)− (0.30)

−

 M∑
l,m=0

AT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ)

′

+

+
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ)}, t ∈ (0, T −Mτ),

ïðè y ∈ D(AR), ãäå

D(AR) =
{
y ∈ W̃ :

M∑
l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)×

×y′(t+ (l −m)τ) ∈ W 1,k
2 (0, T −Mτ)

}
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç AR ñóæåíèå îïåðàòîðà AR íà Ċ∞,k(0, T −Mτ), ò. å. AR :

L̃ ⊃ D(AR) → L̃ åñòü íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, çàäàííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ARy = ARy ïðè y ∈ D(AR) := Ċ∞,k(0, T −Mτ).

Äîêàçàíà òåîðåìà î ñàìîñîïðÿæåííîì ôðèäðèõñîâîì ðàñøèðåíèè:

Òåîðåìà 0.11. Îïåðàòîð AR : L̃ ⊃ D(AR) → L̃ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì

ôðèäðèõñîâûì ðàñøèðåíèåì îïåðàòîðà AR ñ íèæíåé ãðàíüþ cAR
> 0.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè, îáåñïå-

÷èâàåòñÿ ñòðîãîñòüþ ïðèâåäåííûõ äîêàçàòåëüñòâ, ìíîãî÷èñëåííûìè âûñòóïëå-

íèÿìè íà ñåìèíàðàõ, êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ, à òàêæå èìåþùèìèñÿ ïóáëèêà-

öèÿìè â ðåöåíçèðóåìûõ èçäàíèÿõ, êîòîðûå èíäåêñèðóþòñÿ â ìåæäóíàðîäíûõ

áàçàõ äàííûõ, à òàêæå âûñòóïëåíèÿìè íà ñåìèíàðàõ, êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, èçëàãàëèñü íà ñåìè-

íàðàõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà: ïîä

ðóêîâîäñòâîì Í.À. Ðàóòèàí; íà ñåìèíàðå ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìà-
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òèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì È.Ñ. Ëîìîâà;

íà Êîëîìåíñêîì íàó÷íîì ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì Â.Ï. Ëåêñèíà; â Ðîññèé-

ñêîì óíèâåðñèòåòå äðóæáû íàðîäîâ íà ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì À.Ë. Ñêó-

áà÷åâñêîãî; íà 19-îé Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè Distributed Computer and

Communicational Networks: Control, Computation, Communication (Ìîñêâà,

2016); íà 8-îé è 9-é Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì è

ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (Ìîñêâà, 2017, 2022); íà Ìåæ-

äóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ

Ëîìîíîñîâ (Ìîñêâà, 2019); íà 30-é, 31-é è 32-é Êðûìñêèõ Îñåííèõ Ìàòåìàòè-

÷åñêèõØêîëàõ-ñèìïîçèóìàõ ïî ñïåêòðàëüíûì è ýâîëþöèîííûì çàäà÷àì (Ñåâà-

ñòîïîëü, 2019, 2020, 2021); íà 5-é Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ôóíêöèîíàëü-

íûå ïðîñòðàíñòâà. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû. Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî

îáðàçîâàíèÿ¿ (Ìîñêâà, 2018); íà Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå

¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû¿ (Âîðîíåæ, 2019);

íà Âîðîíåæñêîé âåñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè

êðàåâûõ çàäà÷¿ (Âîðîíåæ, 2020), íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Frontier in

mathematics and computer science¿ (Òàøêåíò, 2020); íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé

êîíôåðåíöèè ¾Óôèìñêàÿ îñåííÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà¿ (Óôà, 2022, 2023);

íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Nonlocal and Nonlinear Problems¿ (Ìîñêâà,

2023) è íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è

äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì (Ñóçäàëü, 2024).
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Ãëàâà 1. Cèñòåìà óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì ñ

ïîñòîÿííûìè ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà çàäà÷å îá óñïîêîåíèè íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû óïðàâ-

ëåíèÿ, îïèñûâàåìîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íåé-

òðàëüíîãî òèïà ñ ïîñòîÿííûìè ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè è íåñêîëüêèìè

çàïàçäûâàíèÿìè. Ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ

ðàçðåøèìîñòü ïîëó÷åííîé êðàåâîé çàäà÷è. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû

îïóáëèêîâàíû â ñòàòüå [1].

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ìû ðàññìàòðèâàåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìóþ ñèñòåìîé äèô-

ôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

M∑
m=0

Amy
′(t−mτ) +

M∑
m=0

Bmy(t−mτ) = u(t), 0 < t, (1.1)

ãäå y(t) =

 y1(t)
...

yn(t)

 � íåèçâåñòíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå

ñèñòåìû, u(t) =

 u1(t)
...

un(t)

 � âåêòîð-ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, Am, Bm � ìàòðè-

öû ïîðÿäêà n × n ñ ïîñòîÿííûìè ýëåìåíòàìè, A0 � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà,

çàïàçäûâàíèå τ > 0 � êîíñòàíòà è u(t) � âåêòîð-ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ.

Ïðåäûñòîðèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(t) = φ(t), t ∈ [−Mτ, 0], (1.2)
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ãäå φ(t) =

 φ1(t)
...

φn(t)

 - çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðèâåäåíèè ñèñòåìû (1.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (1.2)

â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ýòîãî áóäåì èñêàòü òàêîå óïðàâëåíèå u(t), 0 <

t < T , ÷òî

y(t) = 0, t ∈ [T −Mτ, T ], (1.3)

ãäå T > (M + 1)τ .

Âåêòîð-ôóíêöèÿ y(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ çàäà÷å (1.1) � (1.3), íå åäèíñòâåííà.

Ìû òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî∫ T

0

|u(t)|2dt→ min,

ãäå |.| � åâêëèäîâà íîðìà. Ïîëó÷èì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó î ìèíèìóìå ôóíêöè-

îíàëà

J(y) =

∫ T

0

∣∣∣∣∣
M∑

m=0

Amy
′(t−mτ) +

M∑
m=0

By(t−mτ)

∣∣∣∣∣
2

dt→ min (1.4)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.2) - (1.3).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W k
2 (a, b) ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííîçíà÷íûõ àáñîëþòíî

íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé, èìåþùèõ ïðîèçâîäíóþ k-ãî ïîðÿäêà èç L2(a, b)

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(v, w)W k
2 (a,b)

=
k∑

i=0

b∫
a

v(i)(t)w(i)(t)dt.

Ïóñòü W̊ k
2 (a, b) = {w ∈ W k

2 (a, b) : w
(i)(a) = w(i)(b) = 0, i = 0, . . . , k − 1}.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà âåùåñòâåííîçíà÷íûõ âåêòîð-ôóíêöèé

Ln
2(a, b) =

n∏
i=1

L2(a, b),

W k,n
2 (a, b) =

n∏
i=1

W k
2 (a, b),
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W̊ k,n
2 (a, b) =

n∏
i=1

W̊ k
2 (a, b),

ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

(v, w)Ln
2 (a,b)

=
n∑

i=1

(vi, wi)L2(a,b),

(v, w)W k,n
2 (a,b) =

n∑
i=1

(vi, wi)W k
2 (a,b)

,

ãäå v = (v1, . . . , vn)
T , w = (w1, . . . , wn)

T .

Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íûé îïåðàòîð R : Ln
2(R) → Ln

2(R)

R =

 R11 · · · R1n
... . . . ...

Rn1 · · · Rnn

 .

Ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû Rik : L2(R) → L2(R) çàäàíû ïî ôîðìóëàì

Riky =
N∑

j=−N

bjiky(t− jτ), (1.5)

ãäå bjik - âåùåñòâåííûå ÷èñëà (i, k = 1, ..., n).

Ïóñòü d = (N + θ)τ (0 < θ ≤ 1).

Ââåäåì îïåðàòîðû

IQ : L2(0, d) → L2(R), PQ : L2(R) → L2(0, d), RQ : L2(0, d) → L2(0, d),

ïî ôîðìóëàì

(IQv)(t) = v(t) (t ∈ (0, d)), v(t) = 0 (t ∈ (−∞, 0) ∪ (d,+∞)),

(PQv)(t) = v(t) (t ∈ (0, d)),

RikQ = PQRikIQ : L2(0, d) → L2(0, d).

(1.6)
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Îïðåäåëèì ìàòðè÷íûé îïåðàòîð RQ : Ln
2(0, d) → Ln

2(0, d) :

RQ =

 R11Q · · · R1nQ
... . . . ...

Rn1Q · · · RnnQ

 .

Íèæå áóäóò ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ. Äîêà-

çàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè â ïàðàãðàôå 2 èç [49].

Ëåììà 1.1. I∗Q = PQ, P
∗
Q = IQ, ò. å. äëÿ ëþáûõ u ∈ L2(0, d) , v ∈ L2(R) èìååì

(IQu, v)L2(R) = (u, PQv)L2(0,d). (1.7)

Ëåììà 1.2. Îïåðàòîðû Rik : L2(R) → L2(R), RikQ : L2(0, d) → L2(0, d) îãðà-

íè÷åíû, è

R∗
iky(t) =

N∑
j=−N

bjiky(t+ jτ); R∗
ikQ = PQR

∗
ikIQ. (1.8)

Ëåììà 1.3. Ìàòðè÷íûå îïåðàòîðû R, RQ îãðàíè÷åíû, è

R∗ =

 R∗
11 · · · R∗

n1
... . . . ...

R∗
1n · · · R∗

nn


T

, R∗
Q =

 R∗
11Q · · · R∗

n1Q
... . . . ...

R∗
1nQ · · · R∗

nnQ


T

.

Ëåììà 1.4. Ìàòðè÷íûé îïåðàòîð R (RQ) ñàìîñîïðÿæåííûé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

Rik = R∗
ki (RikQ = R∗

kiQ).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A â ãèëüáåðòî-

âîì ïðîñòðàíñòâå H íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî

y ∈ H

(Ay, y)H > 0.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A â ãèëüáåðòî-

âîì ïðîñòðàíñòâå H íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì, åñëè ñóùåñòâóåò

êîíñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ y ∈ H

(Ay, y)H ≥ c(y, y)H .
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Ëåììà 1.5. Ïóñòü R - ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð. Òîãäà RQ òîæå ÿâëÿåòñÿ

ïîëîæèòåëüíûì îïåðàòîðîì.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ îïåðàòîðà RQ ââåäåì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îáî-

çíà÷åíèÿ. Åñëè 0 < θ < 1, ìû îáîçíà÷àåì

Q1s = ((s− 1)τ, (s− 1 + θ)τ), s = 1, ..., N + 1

è

Q2s = ((s− 1 + θ)τ, sτ), s = 1, ..., N.

Åñëè θ = 1, îáîçíà÷èì

Q1s = ((s− 1)τ, sτ), s = 1, ..., N + 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì äâà êëàññà íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ, åñëè 0 <

θ < 1, è òîëüêî îäèí êëàññ ïîäûíòåðâàëîâ, åñëè θ = 1. Êàæäûå äâà èíòåðâàëà

îäíîãî êëàññà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç äðóãîãî ñ ïîìîùüþ ñäâèãà íà jτ .

Ïóñòü Pα : Ln
2(0, d) → Ln

2(
⋃
s
Qαs) - îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè íà

Ln
2(
⋃
s
Qαs), ãäå

Ln
2(
⋃
s

Qαs) = {y ∈ Ln
2(0, d) : y(t) = 0, t ∈ (0, d) \

⋃
s

Qαs};

åñëè θ < 1, òîãäà α = 1, 2; åñëè θ = 1, òîãäà α = 1 è Pα - òîæäåñòâåííûé

îïåðàòîð.

Ëåììà 1.6. Ln
2(
⋃
s
Qαs) - èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà RQ.

Ââåäåì èçîìîðôèçì

Uα : L2(
⋃
s

Qαs) → LK
2 (Qα1)

ïî ôîðìóëå

(Uαu)k(t) = u(t+ (k − 1)τ), t ∈ Qα1,

k = 1, ..., K;K = N + 1, åñëè α = 1;K = N , åñëè α = 2.
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Ââåäåì èçîìîðôèçì ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Ũα : Ln
2(
⋃
s

Qαs) → LnK
2 (Qα1)

ïî ôîðìóëå

(Ũαy)(t) = ((Uαy1)
T , ..., (Uαyn)

T )T (t),

ãäå y(t) =

 y1(t)
...

yn(t)

 ∈ Ln
2(0, d), (Uαyj)(t) = ((Uαyj)1(t), ..., (Uαyj)K(t))

T .

Äëÿ êàæäîé α = 1, 2 ðàññìîòðèì áëî÷íóþ ìàòðèöó Rα = {Rikα}ni,k=1. Rik1

- ìàòðèöà ïîðÿäêà (N + 1) × (N + 1) ñ ýëåìåíòàìè rlp = bp−l
ik , è Rik2 - ìàòðè-

öà ïîðÿäêà N × N , ïîëó÷åííàÿ èç Rik1 âû÷åðêèâàíèåì ïîñëåäíåãî ñòîëáöà è

ïîñëåäíåé ñòðîêè.

Ëåììà 1.7. Îïåðàòîð

RQα = ŨαRQŨ
−1
α : LnK

2 (Qα1) → LnK
2 (Qα1)

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó Rα, ãäå K = N + 1, åñëè α =

1, K = N, åñëè α = 2.

Èç ëåììû 1.7 ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 1.8.

σ(RQ) =

{
σ(R1) ∪ σ(R2), åñëè θ < 1;

σ(R1), åñëè θ = 1,

ãäå σ(·) - ñïåêòð îïåðàòîðà.

Èç ëåììû 1.8 âûâîäèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ëåììà 1.9. Åñëè îïåðàòîð RQ - ïîëîæèòåëüíûé, òî îïåðàòîð RQ ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåííûé.

1.2 Ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé è êðàåâîé çàäà÷àìè

Ïîêàæåì, ÷òî âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (1.4), (1.2), (1.3) ýêâèâàëåíòà êðàåâîé çàäà-

÷å äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Ïóñòü y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T )�ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (1.2)�(1.4), ãäå

φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0).

Ïóñòü v ∈ W̃ - ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ y +

sv ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) è óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (1.2), (1.3) äëÿ êàæäîãî

s ∈ R.
Îáîçíà÷èì J(y+sv) = F (s). Ïîñêîëüêó J(y+sv) ≥ J(y) (s ∈ R), ìû èìååì

dF

ds

∣∣∣
s=0

= 0. (1.9)

Ïîëîæèì

B(y, v) :=

T∫
0

(
M∑

m=0

Am(t)y
′(t−mτ) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ)

)T

×

×

(
M∑
l=0

Al(t)v
′(t− lτ) +

M∑
l=0

Bl(t)v(t− lτ)

)
dτ. (1.10)

Èç (1.9) ñëåäóåò, ÷òî

B(y, v) = 0, v ∈ W̃ . (1.11)

Ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíîãî èç ñëàãàåìûõ, ïîëó÷åííûõ ïðè ðàñêðûòèè

ñêîáîê. Îáîçíà÷èì

Bm,l(y, v) =

∫ T

0

(Am(t)y
′(t−mτ) +Bm(t)y(t−mτ))

T ×

× (Al(t)v
′(t− lτ) +Bl(t)v(t− lτ)) dτ.

Â ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ v(t−lτ) èëè v′(t−lτ), ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé

ξ = t− lτ . Ïîëó÷èì

Bm,l(y, v) =

∫ T−lτ

−lτ

(Am(ξ + lτ)y′(ξ + (l −m)τ) +Bm(ξ + lτ)×

×y(ξ + (l −m)τ))T (Al(ξ + lτ)v′(ξ) +Bl(ξ + lτ)v(ξ))dξ.

Âåðíåìñÿ ê ñòàðîé ïåðåìåííîé t, ïîëàãàÿ t = ξ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî v(t) = 0 ïðè
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t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −Mτ, T ), áóäåì èìåòü

Bm,l(y, v) =

∫ T−Mτ

0

(Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ) +Bm(t+ lτ)×

×y(t+ (l −m)τ))T (Al(t+ lτ)v′(t) +Bl(t+ lτ)v(t))dt. (1.12)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.12) â (1.10), ïîëó÷èì:

B(y, v) =

∫ T−Mτ

0

M∑
l,m=0

{(Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ))T (Al(t+ lτ)v′(t))+

+[(Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ))TBl(t+ lτ)− (1.13)

−((Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))TAl(t+ lτ))′+

+(Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))TBl(t+ lτ)]v(t)}dt.

Èç (1.13) è îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé ñëåäóåò, ÷òî

M∑
l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ) ∈ W 1,n

2 (0, T −Mτ). (1.14)

Â ñèëó (1.14), ïîäñòàâëÿÿ (1.13) â (1.11), ìû ìîæåì ïðîèçâåñòè èíòåãðèðî-

âàíèå ïî ÷àñòÿì. Òîãäà ìû ïîëó÷èì

−(
M∑

l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ))′+

+
M∑

l,m=0

{BT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ)− (1.15)

−(
M∑

l,m=0

AT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))′+

+
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ)} = 0 (t ∈ (0, T −Mτ).

Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëü-
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íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (1.15) ïî÷òè âñþäó íà èíòåðâàëå (0, T −Mτ).

Îïðåäåëåíèå 1.3. Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) íàçûâàåòñÿ îáîáùåí-

íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.15), (1.2), (1.3), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.14) è

âåêòîð-ôóíêöèÿ y(t) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (1.15) à òàêæå êðàåâûì

óñëîâèÿì (1.2), (1.3).

Î÷åâèäíî, âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøå-

íèåì çàäà÷è (1.15), (1.2), (1.3) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò

èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó (1.13) äëÿ âñåõ v ∈ W̊ 1,n
2 (0, T −Mτ) è êðàåâûì óñëî-

âèÿì (1.2), (1.3).

Ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) äîñòàâëÿåò ìè-

íèìóì âàðèàöèîííîé çàäà÷å (1.4) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.2), (1.3), òîãäà y

ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1.15), (1.2), (1.3).

Ïóñòü y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) - îáîáùåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1.15), (1.2),

(1.3). Òîãäà äëÿ âñåõ v ∈ W̃ ìû ïîëó÷àåì

J(y + v) = J(y) + J(v) + 2B(y, v),

ãäå J(v) - íåîòðèöàòåëüíûé êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë. Òàê êàê y - îáîáùåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è (1.15), (1.2), (1.3), òîãäà B(y, v) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

J(y + v) ≥ J(y)

äëÿ âñåõ v ∈ W̃ . Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.1. Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) äîñòàâëÿåò ìèíèìóì

ôóíêöèîíàëó (1.4) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.2), (1.3) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1.15), (1.2), (1.3).

1.3 Ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ

êðàåâîé çàäà÷è (1.15), (1.2), (1.3), ïîëó÷èì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëü-

òàòû.
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Îáîçíà÷èì

J1(w) =

∫ T

0

∣∣∣∣∣
M∑
l=0

Alw
′(t− lτ)

∣∣∣∣∣
2

dt,

ãäå w ∈ W̃ .

Ëåììà 1.10. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c1 > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ w ∈ W̃

J1(w) ≥ c1||w||2W 1,n
2 (0,T−Mτ)

. (1.16)

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ 0 ̸= y ∈ L2(R)

J0(y) =

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∣
M∑

m=0

Amy(t−mτ)

∣∣∣∣∣
2

dt > 0. (1.17)

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, èç òåîðåìû Ïëàíøåðåëÿ ïîëó÷àåì

J0(y) =

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∣
M∑

m=0

(Ame
−imξ)ŷ(ξ)

∣∣∣∣∣
2

dξ,

ãäå

ŷ(ξ) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−itξy(t)dt

- ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè y(t). Òàê êàê

Φ(ξ) := det(
M∑

m=0

Ame
−imξ)

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé è ŷ(ξ) ̸= 0 ïî÷òè âñþäó íà R, òîãäà

J0(y) = 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

det(
M∑

m=0

Ame
−imξ) = 0 (1.18)

äëÿ âñåõ ξ ∈ R.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, detA0 ̸= 0. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí det(
M∑

m=0
Amλ

m) = 0 èìååò

íå áîëåå nM êîðíåé λ1, ..., λnM . Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (1.18) ìîæåò èìåòü

òîëüêî ñ÷åòíîå ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ξ1, ξ2, .... Òàêèì îáðàçîì, J0(y) >

0.

2. Òåïåðü ìîæåì äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (1.16).

Ïóñòü RQ = P ′
QRI

′
Q, ãäå R : Ln

2(R) → Ln
2(R), I ′Q : Ln

2(0, T −Mτ) → Ln
2(R),

P ′
Q : Ln

2(R) → Ln
2(0, T −Mτ) - îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, çàäàííûå ñ ïîìîùüþ

Ry(t) =
M∑

l,m=0

AT
mAly(t− (l −m)τ),

I ′Q - îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ íóëåì çà ïðåäåëû (0, T −Mτ), P ′
Q - îïåðàòîð ñóæå-

íèÿ ôóíêöèé íà (0, T −Mτ). Òîãäà àíàëîãè÷íî (1.10) èç (1.17) ïîëó÷àåì

J1(w) = J0(w
′) = (RQw

′, w′)Ln
2 (0,T−Mτ) > 0. (1.19)

äëÿ âñåõ 0 ̸= w ∈ W̃ . Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî w(t) = 0 äëÿ t ∈ R\(0, T −
Mτ). Â ñèëó (1.19) ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð RQ : Ln

2(0, T −Mτ) → Ln
2(0, T −

Mτ) ïîëîæèòåëåí. Èç ëåìì 1.5 è 1.9 ñëåäóåò, ÷òî îí ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí.

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ òåîðåìó îá ýêâèâàëåíòíûõ íîðìàõ, ïîëó÷àåì

J1(w) ≥ c0||w′||2Ln
2 (0,T−Mτ) ≥ c1||w||W 1,n

2 (0,T−Mτ),

ãäå c0, c1 > 0 íå çàâèñèò îò w. □

Ëåììà 1.11. Ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû c2, c3 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ w ∈ W̃

c2||w||2W 1,n
2 (0,T−Mτ)

≤ J(w) ≤ c3||w||2W 1,n
2 (0,T−Mτ)

. (1.20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ëåâóþ ÷àñòü (1.20).

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå - ÷òî íåðàâåíñòâî (1.20) íå âûïîëíÿåòñÿ íè äëÿ

êàêîãî c2 > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, ... ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ wk ∈ W̃

òàêàÿ, ÷òî

J(wk) ≤
1

k
||wk||2W 1,n

2 (0,T−Mτ)
.
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Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî

||wk||2W 1,n
2 (0,T−Mτ)

= 1. (1.21)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì wk/||wk||W 1,n
2 (0,T−Mτ). Òîãäà

J(wk) ≤
1

k
. (1.22)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç íåðàâåíñòâà (α + β)2 ≥ α2/2 − β2(α, β ∈ R) è ëåìì 1.10

è 1.2 äëÿ êàæäîãî v ∈ W̃ ïîëó÷àåì

J(v) ≥ k1||v||2W 1,n
2 (0,T−Mτ)

− k2||v||2Ln
2 (0,T−Mτ), (1.23)

ãäå k1, k2 > 0 íå çàâèñÿò îò v.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ èç W̃ â Ln
2(−Mτ, T ), åäèíè÷-

íûé øàð â W̃ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â Ln
2(−Mτ, T ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü wkl ∈ W̃ , êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê w0 â ïðîñòðàíñòâå

Ln
2(−τ, T ), ò. å.

||wkl − wkm||Ln
2 (0,T−Mτ) → 0, l,m→ ∞.

Òàêèì îáðàçîì, èç (1.22), (1.23) ñëåäóåò, ÷òî

k1||wkl − wkm||2W 1,n
2 (0,T−Mτ)

≤ k2||wkl − wkm||2L2(0,T−Mτ)+

+J(wkl − wkm) ≤ k2||wkl − wkm||2L2(0,T−Mτ)+

+2/kl + 2/km → 0, k,m→ ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, wkl → w0 â ïðîñòðàíñòâå W̃ .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (1.21), ïîëó÷àåì

||w0||W 1,n
2 (0,T−Mτ) = 1.

Ñõîäèìîñòü ê ïðåäåëó â (1.22) äàåò

J(w0) =

∫ T

0

∣∣∣∣∣
M∑

m=0

Amw
′
0(t−mτ) +

M∑
m=0

Bmw0(t−mτ)

∣∣∣∣∣
2

dt = 0, (1.24)
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ò. å.
M∑

m=0

Amw
′
0(t−mτ) +

M∑
m=0

Bmw0(t−mτ) = 0 (1.25)

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ).

Òàê êàê w0 ∈ W̃ , òî ôóíêöèÿ w0 óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

w0(t) = 0 (t ∈ [−Mτ, 0]). (1.26)

Òîãäà, åñëè 0 < t ≤ τ, óðàâíåíèå (1.25) ïðèíèìàåò âèä

A0w
′
0(t) +B0w0(t) = 0, (t ∈ (0, τ)), (1.27)

è w0(0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

w0(t) = 0 (t ∈ [0, τ ]). (1.28)

Òîãäà óðàâíåíèå (1.25) íà èíòåðâàëå t ∈ (τ, 2τ) ïðèìåò âèä (1.27) è w0(τ) =

0. Ñëåäîâàòåëüíî, w0(t) = 0 (t ∈ [τ, 2τ ]). Äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ èìååì

w0(t) = 0 (t ∈ [0, T −Mτ ]). Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê

||w0||W 1,n
2 (0,T−Mτ) = 1.

Îñòàëîñü äîêàçàòü ïðàâóþ ÷àñòü (1.20).

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè - Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî

|J(w)| = |B(w,w)| ≤ k3||w′||2Ln
2 (0,T−Mτ) + k4||w||2Ln

2 (0,T−Mτ) ≤ c3||w||2W 1,n
2 (0,T−Mτ)

,

ãäå k3, k4 > 0 íå çàâèñÿò îò w.

Òåîðåìà 1.2. Äëÿ êàæäîãî φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

îáîáùåííîå ðåøåíèå y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) êðàåâîé çàäà÷è (1.15), (1.2), (1.3), è

||y||W 1,n
2 (−Mτ,T ) ≤ c||φ||W 1,n

2 (−Mτ,0), (1.29)

ãäå c > 0 íå çàâèñèò φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì
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Φ(t) =


φ(t), åñëè −Mτ ≤ t ≤ 0;

0, åñëè T −Mτ ≤ t ≤ T ;

φ(0)− φ(0)t/(T −Mτ), åñëè 0 < t < T −Mτ.

Î÷åâèäíî, ÷òî Φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) è

||Φ||W 1,n
2 (−Mτ,T ) ≤ k1||φ||W 1,n

2 (−Mτ,0), (1.30)

ãäå k1 > 0 íå çàâèñèò φ.

Ïóñòü x = y − Φ, òîãäà x ∈ W̃ . Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (1.14) ïðèíèìàåò

âèä

B(Φ, v) +B(x, v) = 0, v ∈ W̃ . (1.31)

Ïî ëåììå 1.11 â ïðîñòðàíñòâå W̊ 1,n
2 (0, T −Mτ) ìîæíî ââåñòè ýêâèâàëåíòíîå

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå

(x, v)′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)
= B(x, v). (1.32)

Ïîýòîìó óðàâíåíèå (1.31) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

B(Φ, v) + (x, v)′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)
= 0. (1.33)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì Φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) ôóíêöèîíàë B(Φ, v) ëèíååí ïî v ∈

W̃ . Èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è íåðàâåíñòâà (1.30), à òàêæå ôîðìóëû

(1.32) ïîëó÷àåì

|B(Φ, v)| ≤ k2||Φ||W 1,n
2 (−Mτ,T )||v||W 1,n

2 (0,T−Mτ) ≤
≤ k3||φ||W 1,n

2 (−Mτ,0)||v||W 1,n
2 (0,T−Mτ) ≤

≤ k4||φ||W 1,n
2 (−Mτ,0)||v||′W 1,n

2 (0,T−Mτ)
.

(1.34)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë B(Φ, v) îãðàíè÷åí íà W̃ . Â ñèëó (1.34) íîð-

ìà ôóíêöèîíàëà B(Φ, v) â W̊ 1,n
2 (0, T − Mτ) íå ïðåâîñõîäèò k4||φ||W 1,n

2 (−Mτ,0).

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðèññà, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F ∈ W̃ òàêàÿ, ÷òî

B(Φ, v) = (F, v)′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)
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è

||F ||′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)
≤ k4||φ||W 1,n

2 (−Mτ,0). (1.35)

Ýòà ôóíêöèÿ åäèíñòâåííà. Òàêèì îáðàçîì, òîæäåñòâî (1.33) ìîæíî ïåðåïè-

ñàòü êàê

(x, v)′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)
+ (F, v)′

W̊ 1,n
2 (0,T−Mτ)

= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (1.15), (1.2), (1.3) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå

ðåøåíèå y = Φ − F, ïðè ýòîì â ñèëó (1.30), (1.35) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(1.29) âûïîëíÿåòñÿ. Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó.
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Ãëàâà 2. Cèñòåìà óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì

íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ïåðåìåííûìè

êîýôôèöèåíòàìè

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà çàäà÷å îá óñïîêîåíèè íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû óïðàâ-

ëåíèÿ, îïèñûâàåìîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íåé-

òðàëüíîãî òèïà ñ ãëàäêèìè ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè è íåñêîëüêèìè çàïàç-

äûâàíèÿìè. Ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåí-

öèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ èìååò åäèíñòâåííîå

îáîáùåííîå ðåøåíèå. Äîêàçàíî, ÷òî ãëàäêîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ ìîæåò íàðóøàòü-

ñÿ íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå è ñîõðàíÿåòñÿ ëèøü íà íåêîòîðûõ ïîäûíòåð-

âàëàõ. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ, îáåñïå÷èâàþ-

ùèå ãëàäêîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íà âñåì èíòåðâàëå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [2, 3, 5, 6].

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìóþ ñèñòåìîé äèôôåðåí-

öèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

M∑
m=0

Am(t)y
′(t−mτ) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ) = u(t), 0 < t < T. (2.1)

Çäåñü y(t) =

 y1(t)
...

yn(t)

�íåèçâåñòíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿ-

íèå ñèñòåìû, u(t) =

 u1(t)
...

un(t)

� âåêòîð-ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, Am(t) =

= {amij (t)}i,j=1,...,n, Bm(t) = {bmij (t)}i,j=1,...,n�ìàòðèöû ïîðÿäêà n× n ñ ýëåìåíòà-

ìè amij (t), b
m
ij (t), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìûìè ôóíêöèÿìè íà R,
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τ = const > 0� çàïàçäûâàíèå.

Ïðåäûñòîðèÿ ñèñòåìû çàäàåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(t) = φ(t), t ∈ [−Mτ, 0]. (2.2)

Çäåñü φ(t) = (φ1(t), . . . , φn(t))
T �íåêîòîðàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðèâåäåíèè ñèñòåìû (2.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2.2)

â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè t ≥ T. Äëÿ ýòîãî ìû íàéäåì òàêîå óïðàâëåíèå

u(t), 0 < t < T, ÷òî

y(t) = 0, t ∈ [T −Mτ, T ], (2.3)

ãäå T > (M + 1)τ.

Áóäåì èñêàòü óïðàâëåíèå, äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó ýíåðãèè

T∫
0

|u(t)|2dt→ min,

ãäå |.|� åâêëèäîâà íîðìà â Rn. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (2.1) ìû ïîëó÷àåì âàðè-

àöèîííóþ çàäà÷ó î ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà

J(y) :=

T∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

m=0

Am(t)y
′(t−mτ) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ)

∣∣∣∣∣
2

dt→ min. (2.4)

2.2 Ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé è êðàåâîé çàäà÷àìè

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü âçàèìîñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé çàäà÷åé (2.4),

(2.2), (2.3) è ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-

íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ââåäåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ

ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(R) ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ íà R
ôóíêöèé ñ íîðìîé:

||x(t)||C(R) = sup
t∈R

|x(t)|.

Ïóñòü Ck(R), k ∈ N,�ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ è k ðàç íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà R, îãðàíè÷åííûõ íà R âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîä-
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íûìè âïëîòü äî k-ãî ïîðÿäêà, ñ íîðìîé

||x(t)||Ck(R) = max
0≤i≤k

sup
t∈R

|x(i)(t)|.

Ïîêàæåì, ÷òî âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (2.2)�(2.4) ýêâèâàëåíòà êðàåâîé çàäà÷å

äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïóñòü y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T )�ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (2.2)�(2.4), ãäå

φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0). Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà

L̃ = {v ∈ Ln
2(−Mτ, T ) : v(t) = 0, t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −Mτ, T )},

W̃ = {v ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) : v(t) = 0, t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −Mτ, T )}.

Ìû áóäåì ÷àñòî îòîæäåñòâëÿòü ïðîñòðàíñòâî L̃ c Ln
2(0, T−Mτ), à ïðîñòðàí-

ñòâî W̃ ñ W̊ 1,n
2 (0, T −Mτ), íå îãîâàðèâàÿ ýòîãî ñïåöèàëüíî.

Ïóñòü v ∈ W̃ �ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ y +

sv ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) è óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (2.2), (2.3) äëÿ âñåõ

s ∈ R.
Îáîçíà÷èì J(y+ sv) = F (s). Ïîñêîëüêó J(y+ sv) ≥ J(y), s ∈ R, ìû èìååì

dF

ds

∣∣∣∣
s=0

= 0, (2.5)

B(y, v) :=

T∫
0

(
M∑

m=0

Am(t)y
′(t−mτ) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ)

)T

×

×

(
M∑
l=0

Al(t)v
′(t− lτ) +

M∑
l=0

Bl(t)v(t− lτ)

)
dt. (2.6)

Èç ðàâåíñòâà (2.5) ñëåäóåò, ÷òî

B(y, v) = 0, v ∈ W̃ . (2.7)
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Îáîçíà÷èì

Bm,l(y, v) :=

T∫
0

(Am(t)y
′(t−mτ) +Bm(t)y(t−mτ))

T ×

× (Al(t)v
′(t− lτ) +Bl(t)v(t− lτ)) dt. (2.8)

Ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíîãî èç ñëàãàåìûõ, ïîëó÷åííûõ ïðè ðàñêðûòèè

ñêîáîê ïîä èíòåãðàëîì â ðàâåíñòâå (2.8).

Â ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ v(t−lτ) èëè v′(t−lτ), ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé

ξ = t− lτ . Ïîëó÷èì

Bm,l(y, v) =

∫ T−lτ

−lτ

(Am(ξ + lτ)y′(ξ + (l −m)τ) +Bm(ξ + lτ)×

×y(ξ + (l −m)τ))T (Al(ξ + lτ)v′(ξ) +Bl(ξ + lτ)v(ξ))dξ.

Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðîé ïåðåìåííîé t, ïîëàãàÿ t = ξ, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî v(t) = 0

ïðè t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −Mτ, T ), èìååì

Bm,l(y, v) =

T−Mτ∫
0

(Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ) +Bm(t+ lτ)×

× y(t+ (l −m)τ))T (Al(t+ lτ)v′(t) +Bl(t+ lτ)v(t))dt. (2.9)

Èç (2.6), (2.8) è (2.9) ñëåäóåò, ÷òî

B(y, v) =

T−Mτ∫
0

M∑
l,m=0

{(Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ))T (Al(t+ lτ)v′(t)) +

+[(Am(t+lτ)y
′(t+(l−m)τ))TBl(t+lτ)−((Bm(t+lτ)y(t+(l−m)τ))TAl(t+lτ))

′+

+ (Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))TBl(t+ lτ)]v(t)}dt. (2.10)

Èç (2.10) è îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé ñëåäóåò, ÷òî

M∑
l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ) ∈ W 1,n

2 (0, T −Mτ). (2.11)
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Ïîäñòàâëÿÿ (2.10) â (2.7), â ñèëó (2.11) ìû ìîæåì ïðîèçâåñòè èíòåãðèðîâà-

íèå ïî ÷àñòÿì. Ïîñêîëüêó v ∈ W̊ 1,n
2 (0, T −Mτ)�ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, ìû

ïîëó÷èì

− (
M∑

l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ))′ +

+
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ)−

− (
M∑

l,m=0

AT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))′ +

+
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ) = 0, t ∈ (0, T −Mτ). (2.12)

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòå-

ìå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (2.12) ïî÷òè âñþäó íà èíòåðâàëå

(0, T −Mτ).

Îïðåäåëåíèå 2.1. Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) íàçûâàåòñÿ îáîáùåí-

íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.12), (2.2), (2.3), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.11), y(t)

ïî÷òè âñþäó íà (0, T −Mτ) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (2.12), à òàêæå

êðàåâûì óñëîâèÿì (2.2), (2.3).

Î÷åâèäíî, ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíî

îïðåäåëåíèþ 2.1.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) íàçûâàåòñÿ îáîáùåí-

íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.12), (2.2), (2.3), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó
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òîæäåñòâó

B(y, v) =

T−Mτ∫
0

M∑
l,m=0

(AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ))Tv′(t)dt+

+

T−Mτ∫
0

M∑
l,m=0

{(BT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ))T −

− ((AT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))′)T +

+ (BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))T}v(t)dt = 0 (2.13)

äëÿ âñåõ v ∈ W̊ 1,n
2 (0, T −Mτ) è êðàåâûì óñëîâèÿì (2.2), (2.3).

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T )

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è (2.2)�(2.4), òî îíà áóäåò îáîáùåííûì

ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (2.12), (2.2), (2.3).

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ

y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (2.12), (2.2),

(2.3), òî îíà áóäåò ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è (2.2)�(2.4). Òàêèì îáðàçîì,

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0). Ôóíêöèîíàë (2.4) ñ êðàåâûìè óñëîâè-

ÿìè (2.2), (2.3) äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà íåêîòîðîé ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (2.12), (2.2),

(2.3).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü detA0(t) ̸= 0, t ∈ R. Òîãäà äëÿ âñåõ w ∈ W̃

J0(w) ≥ c1||w||2W 1,n
2 (0,T−Mτ)

, (2.14)

ãäå c1 > 0�ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò w,

J0(v) :=

T∫
0

(
M∑
k=0

Ak(t)v
′(t− kτ))′dt. (2.15)
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: äëÿ ëþáîãî k ∈ N ñóùåñòâóåò

wk ∈ W̃ òàêîå, ÷òî

J0(wk) ≤
1

k
||wk||2W 1,n

2 (0,T−Mτ)
. (2.16)

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ||wk||W 1,n
2 (0,T−Mτ) = 1. Òî-

ãäà â ñèëó êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ W̃ â Ln
2(0, T −Mτ) ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {wkm} ⊂ W̃ , ñõîäÿùàÿñÿ â Ln
2(0, T −Mτ) ïðè m→ ∞ ê íåêîòîðîé

âåêòîð-ôóíêöèè w0 ∈ Ln
2(0, T −Mτ).

2. Ïóñòü 0 < t < τ. Òîãäà âûðàæåíèå (R0w
′
km
)(t) èìååò âèä

(R0w
′
km
)(t) = A0(t)w

′
km
(t).

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû A0(t) è íåðàâåíñòâà (2.16)

èìååì w′
km

→ 0 â Ln
2(0, τ) ïðè m→ ∞.

3. Ïóñòü òåïåðü τ < t < 2τ. Òîãäà

(R0w
′
km
)(t) = A0(t)w

′
km
(t) + A1(t)w

′
km
(t− τ).

Îòñþäà â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.16) è ï.2 äîêàçàòåëüñòâà èìååì

(R0w
′
km
)(t) → 0 è A1(t)w

′
km
(t− τ) → 0 â Ln

2(τ, 2τ) ïðè m→ ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó ìàòðèöà A0(t) - íåâûðîæäåíà, òî w′
km

→ 0 â

Ln
2(τ, 2τ) ïðè m→ 0.

4. Àíàëîãè÷íî çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû äîêàæåì, ÷òî w′
km

→ 0 â Ln
2(lτ, L)

äëÿ ëþáîãî l ∈ N òàêîãî, ÷òî 2τ ≤ lτ < L, ãäå L = min{(l+1)τ, T−Mτ}. Òàêèì
îáðàçîì, w0 ∈ W̊ 1,n

2 (0, T −Mτ) è w0 = const ̸= 0. Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå,

êîòîðîå äîêàçûâàåò ëåììó 2.1.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2.1, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü detA0(t) ̸= 0, t ∈ R. Òîãäà äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè

φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå

y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) êðàåâîé çàäà÷è (2.12), (2.2), (2.3), ïðè ýòîì

||y||W 1,n
2 (−Mτ,T ) ≤ c||φ||W 1,n

2 (−Mτ,0), (2.17)

ãäå c > 0�ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò φ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

Φ(t) =


φ(t), åñëè −Mτ ≤ t ≤ 0;

0, åñëè T −Mτ ≤ t ≤ T ;

φ(0)− φ(0)t/(T −Mτ), åñëè 0 < t < T −Mτ.

Î÷åâèäíî, ÷òî Φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ). Êðîìå òîãî, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïå-

ðàòîðà âëîæåíèÿ W 1
2 (−Mτ, T ) â C[−Mτ, 0] èìååì

||Φ||W 1,n
2 (−Mτ,T ) ≤ k1||φ||W 1,n

2 (−Mτ,0), (2.18)

ãäå k1 > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò φ.

Ïóñòü x = y − Φ, òîãäà x ∈ W̃ . Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (1.11) ïðèìåò âèä

B(Φ, v) +B(x, v) = 0, v ∈ W̃ . (2.19)

Ïîñêîëüêó B(v, v) = J(v), v ∈ W̃ ïî ëåììå 3.2 â ïðîñòðàíñòâå W̊ 1
2 (0, T−Mτ)

ìû ìîæåì ââåñòè ýêâèâàëåíòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå

(x, v)′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)
= B(x, v). (2.20)

Ñëåäîâàòåëüíî, òîæäåñòâî (2.19) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

B(Φ, v) + (x, v)′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)
= 0. (2.21)

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî Φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) ôóíêöèîíàë B(Φ, v) ëèíååí ïî v ∈

W̃ . Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è íåðàâåíñòâà (2.18), (??) ìû

ïîëó÷àåì
|B(Φ, v)| ≤ k2||Φ||W 1,n

2 (−Mτ,T )||v||W 1,n
2 (0,T−Mτ) ≤

≤ k3||φ||W 1,n
2 (−Mτ,0)||v||W 1,n

2 (0,T−Mτ) ≤
≤ k4||φ||W 1,n

2 (−Mτ,0)||v||′W̊ 1,n
2 (0,T−Mτ)

,

(2.22)

ãäå k2, k3, k4 > 0 � ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò φ è v.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííîì Φ ôóíêöèîíàë B(Φ, v) îãðàíè÷åí ïî v

íà W̃ . Â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.22) íîðìà ôóíêöèîíàëà B(Φ, v) íà W̊ 1,n
2 (0, T−Mτ)

íå ïðåâûøàåò k4||φ||W 1,n
2 (−Mτ,0). Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðèññà îá îáùåì âèäå ëèíåé-

íîãî ôóíêöèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F ∈
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W̃òàêàÿ, ÷òî

B(Φ, v) = (F, v)′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)

è

||F ||′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)
≤ k4||φ||W 1,n

2 (−Mτ,0). (2.23)

Ýòà ôóíêöèÿ åäèíñòâåííà. Òàêèì îáðàçîì, òîæäåñòâî (2.21) ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå

(x, v)′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)
+ (F, v)′

W̊ 1,n
2 (0,T−Mτ)

= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (2.12), (2.2), (2.3) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå

ðåøåíèå y = Φ − F, ïðè ýòîì â ñèëó (2.18) è (2.23) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(2.17). Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó.

2.3 Ñâîéñòâà ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ

Ïîëîæèì d := T −Mτ. Ïóñòü d = (N + θ)τ, ãäå N ∈ N, 0 < θ ≤ 1.

Ââåäåì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Åñëè 0 < θ < 1, îáîçíà÷èì

Q1s = ((s− 1)τ, (s− 1 + θ)τ), s = 1, . . . , N + 1

è

Q2s = ((s− 1 + θ)τ, sτ), s = 1, . . . , N.

Åñëè θ = 1, îáîçíà÷èì

Q1s = ((s− 1)τ, sτ), s = 1, . . . , N + 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äâà ñåìåéñòâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ, åñëè

0 < θ < 1, è îäíî ñåìåéñòâî, åñëè θ = 1; ïðè÷åì êàæäûå äâà èíòåðâàëà îäíîãî

ñåìåéñòâà ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ñäâèãîì íà íåêîòîðîå ÷èñëî.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ïðåäïîëàãàòü M = N.

Ââåäåì îïåðàòîð R : Ln
2(0, d) → Ln

2(0, d) ïî ôîðìóëå

(Rx)(t) =
M∑

l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)x(t+ (l −m)τ). (2.24)
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Ëåììà 2.2. Îïåðàòîð R : Ln
2(0, d) → Ln

2(0, d) ñàìîñîïðÿæåííûé, ò. å. äëÿ

ëþáûõ x, y ∈ Ln
2(R) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(Rx, y)Ln
2 (R) = (x,Ry)Ln

2 (R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ëþáûõ x, y ∈ Ln
2(R), äåëàÿ çàìåíó t′ =

t+ (l −m)τ, ïîëó÷èì

(Rx, y)Ln
2 (R) =

+∞∫
−∞

(
M∑

l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)x(t+ (l −m)τ))y(t)dt =

=

+∞∫
−∞

x(t′)(
M∑

l,m=0

AT
m(t

′ +mτ)Al(t
′ +mτ)y(t′ + (m− l)τ))dt′.

Îáîçíà÷àÿ t′ ÷åðåç t è ìåíÿÿ ìåñòàìè èíäåêñû l,m, èìååì

(Rx, y)Ln
2 (R) =

+∞∫
−∞

x(t)(
M∑

l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y(t+(l−m)τ))dt = (x,Ry)Ln

2 (R).

Çàïèøåì îïåðàòîð R â âèäå

(Ry)(t) :=
M∑

s=−M

Cs(t)y(t+ sτ), (2.25)

ãäå

Cs(t) :=
∑

l,m:l−m=s

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ) (2.26)

� ìàòðèöà ïîðÿäêà n × n ñ ýëåìåíòàìè cijs (t) (i, j = 1, . . . , n). Ïî ïîñòðîåíèþ

cijs (t)�íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè íà R.
Îáîçíà÷èì Q := (0, d). Ââåäåì îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû ÎQ : Ln

2(Q) →
Ln
2(R) è P̂Q : Ln

2(R) → Ln
2(Q) ñëåäóþùèì îáðàçîì: (ÎQx)(t) = x(t), (t ∈

(0, d)), (ÎQx)(t) = 0 (t /∈ (0, d)) è (P̂Qy)(t) = y(t), (t ∈ (0, d)). Îáîçíà÷èì

RQ = P̂QRÎQ. Èç ëåììû 2.2 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Ëåììà 2.3. Îïåðàòîð RQ : Ln
2(Q) → Ln

2(Q) îãðàíè÷åííûé è ñàìîñîïðÿæåí-

íûé.

Ïóñòü Pα : Ln
2(Q) → Ln

2(
⋃
s
Qαs)� îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ

Ln
2(Q) íà L

n
2(
⋃
s
Qαs), ãäå Ln

2(
⋃
s
Qαs) = {y ∈ Ln

2(Q) : y(t) = 0, t ∈ (0, d)\
⋃
s
Qαs},

α = 1, 2, åñëè θ < 1; α = 1 è Pα� åäèíè÷íûé îïåðàòîð, åñëè θ = 1.

Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.4. Ln
2(
⋃
s
Qαs)�èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà RQ.

Ââåäåì îïåðàòîð Uα : L2(
⋃
s
Qαs) → LK

2 (Qα1) ïî ôîðìóëå

(Uαy)k(t) = y(t+ (k − 1)τ), t ∈ Qα1, (2.27)

ãäå k = 1, . . . , K;K = N + 1, åñëè α = 1;K = N, åñëè α = 2.

Ââåäåì òåïåðü èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ũα :

Ln
2(
⋃
s
Qαs) → LnK

2 (Qα1) ïî ôîðìóëå

(Ũαy)(t) = ((Uαy1)
T , . . . , (Uαyn)

T )T (t), (2.28)

ãäå

y = (y1, . . . , yn)
T ∈ Ln

2(0, d), (Uαyj)(t) = ((Uαyj)1(t), . . . , (Uαyj)K(t))
T .

Äëÿ êàæäîãî α = 1, 2 ðàññìîòðèì áëî÷íóþ ìàòðèöó

Rα(t) = {Rαkl(t)}nl,k=1. (2.29)

Çäåñü R1kl �êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà (N + 1)× (N + 1) ñ ýëåìåíòàìè

r1klij = cklj−i(t+ (i− 1)τ), i, j = 1, . . . , N + 1, (2.30)

R2kl �êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà N ×N ñ ýëåìåíòàìè

r2klij = cklj−i(t+ (i− 1)τ), i, j = 1, . . . , N. (2.31)
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Ëåììà 2.5. Îïåðàòîð RQα = ŨαRQŨ
−1
α : LnK

2 (Qα1) → LnK
2 (Qα1) ÿâëÿåòñÿ

îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó Rα(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V ∈ LnK
2 (Qα1). Îáîçíà÷èì v = Ũ−1

α V ∈ Ln
2(
⋃
l

Qsl). Â

ñèëó ôîðìóëû (2.27) è îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà RQ ìû èìååì

(RQαV )(k−1)K+i(t) = (ŨαRQŨ
−1
α V )(k−1)K+i(t) = (ŨαRQv)(k−1)K+i(t) =

=
n∑
l=1

∑
s

Ckl
s (t+ (i− 1)τ)vl(t+ (i− 1 + s)τ) (t ∈ Qα1). (2.32)

Çäåñü ìû ñóììèðóåì ïî s òàêèì, ÷òî 1 ≤ i+ s ≤ K.

Ïóñòü l := i+ s. Òîãäà èç (2.32) è (2.31) ñëåäóåò, ÷òî

(RQαV )(k−1)K+i(t) =
n∑

j=1

K∑
l=1

Ckl
j−i(t+ (i− 1)τ)vl(t+ (j − 1)τ) =

=
n∑

j=1

K∑
l=1

rαklij (t)V(l−1)K+j(t).

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî îïåðàòîð RQα ÿâëÿåòñÿ óìíîæåíèåì íà

ìàòðèöó Rα â ïðîñòðàíñòâå LnK
2 (Qα1). Îòñþäà è èç ëåììû 2.3 ñëåäóåò ñèììåò-

ðè÷íîñòü ìàòðèöû Rα.

Òàêæå îòìåòèì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

ŨαRQy = RαŨαy, y ∈ L2(Q) (2.33)

Ââåäåì Bmp(t) êàê àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà rmp ìàòðèöû

R1,m, p = 1, ..., n × (N + 1). Áóäåì çàïèñûâàòü èíäåêñû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B
i+(k−1)(N+1)
j+(l−1)(N+1) (t), ãäå i, j = 1, ..., N + 1, k, l = 1, ..., n. Òàêèì îáðàçîì,

B
i+(k−1)(N+1)
j+(l−1)(N+1) (t) ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòó ìàòðèöû R1kl, íàõîäÿùåìóñÿ â i−îé

ñòðîêå è j−îì ñòîëáöå. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îáîçíà÷èì ÷åðåç ri+(k−1)(N+1)
j+(l−1)(N+1) =

rklij ýëåìåíò ìàòðèöû R1, íàõîäÿùèéñÿ â i−îé ñòðîêå è j−îì ñòîëáöå ìàòðèöû

R1kl.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B1 ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ âû÷åðêèâàíèåì ïåðâîé ñòðîêè è

ïåðâîãî ñòîëáöà èç êàæäîé ìàòðèöû R1kl, k, l = 1, ..., n. Âàæíî, ÷òî ìàòðèöà B1
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ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé, ïîëó÷åííîé âû÷åðêèâàíèåì ïîñëåäíåé ñòðîêè è ïîñëåä-

íåãî ñòîëáöà â êàæäîé ìàòðèöå R1kl, k, l = 1, ..., n, åñëè êîýôôèöèåíòû amij (t) -

τ−ïåðèîäè÷åñêèå.

Ëåììà 2.6. Îïåðàòîð RQ : W̊ 1,n
2 (0, T −Mτ) → W 1,n

2 (0, T −Mτ) íåïðåðûâíûé

è

(RQy)
′ = RQy

′ +R′
Qy

äëÿ ëþáûõ y ∈ W̊ 1,n
2 (0, T −Mτ), ãäå

R′
Q = P̂QR

′ÎQ, (R
′y)(t) :=

N∑
s=−N

C ′
s(t)y(t+ sτ).

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W 1,n
2,Γ ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé w ∈ W 1,n

2 (0, T −Mτ), êî-

òîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

n∑
k=1

N+1∑
i=1

B
i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (0)wk((i− 1)τ) = 0, (2.34)

n∑
k=1

N+1∑
i=1

B
i+(k−1)(N+1)
N+1+(l−1)(N+1)(θ)wk((θ + i− 1)τ) = 0, (2.35)

ãäå l = 1, ..., n.

Ëåììà 2.7. Ïóñòü detA0(t) ̸= 0, t ∈ R è ïóñòü êîýôôèöèåíòû amij (t) -

τ−ïåðèîäè÷åñêèå. Òîãäà îïåðàòîð RQ îòîáðàæàåò W̊ 1,n
2 (0, T − Mτ) íà ïðî-

ñòðàíñòâî W 1,n
2,Γ (0, T −Mτ) íåïðåðûâíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òîRQ(W̊
1,n
2 (0, T−Mτ)) ⊂ W 1,n

2,Γ (0, T−Mτ).Ïóñòü

y ∈ W̊ 1,n
2 (0, T−Mτ). Äîêàæåì, ÷òî RQy ∈ W 1,Γ

2,Γ (0, T−Mτ). Ïîñêîëüêó y(0) = 0,

ïîëó÷èì
n∑

k=1

N+1∑
i=1

B
i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (0) (RQy)k((i− 1)τ)

=
n∑

k=1

N+1∑
i=1

B
i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (0) (

n∑
m=1

RkmQym)((i− 1)τ)

=
n∑

k=1

N+1∑
i=1

B
i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (0)

n∑
m=1

(Ũ1R1kmQym)i(0)
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=
n∑

k=1

N+1∑
i=1

B
i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (0)

n∑
m=1

(R1kmŨ1ym)i(0)

=
n∑

k=1

N+1∑
i=1

B
i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (0)

n∑
m=1

N+1∑
j=2

r1kmij ym((j − 1)τ)

=
n∑

m=1

N+1∑
j=2

ym((j − 1)τ)
n∑

k=1

N+1∑
i=1

B
i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (0) r

i+(k−1)(N+1)
j+(l−1)(N+1) (0) = 0.

Ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè y ∈ W̊ 1,n
2 (0, T −Mτ), ðàâåíñòâî (2.34) âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäî-

âàòåëüíî, RQy ⊂ W 1,n
2,Γ (0, T −Mτ). Ðàâåíñòâî (2.35) ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷-

íî.

Òåïåðü äîêàæåì îáðàòíîå âëîæåíèå: W 1,n
2,Γ (0, T − Mτ) ⊂ RQ(W̊

1,n
2 (0, T −

Mτ)). Ïóñòü w ∈ W 1,n
2,Γ (0, T −Mτ). Ñîãëàñíî ëåììå 2.3 îïåðàòîð

RQα : LnK
2 (Qα1) → LnK

2 (Qα1) èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïåðàòîð

R−1
Qα : LnK

2 (Qα1) → LnK
2 (Qα1). Ïîêàæåì, ÷òî y = R−1

Qαw ∈ W̊ 1,n
2 (0, T −Mτ). Áåç

ïîòåðè îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ = 1. Î÷åâèäíî, ÷òî y ∈ W 1,n
2 ((s−1)τ, sτ).

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ym(lτ + 0) = ym(lτ − 0) è ym(0) =

ym(d) = 0, l = 1, ..., N ;m = 1, ..., n. Èñïîëüçóÿ (2.34), ïîëó÷èì

=
n∑

k=1

N+1∑
i=1

B
i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (0) (RQy)k((i− 1)τ)

=
n∑

k=1

N+1∑
i=1

B
i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (0) (

n∑
m=1

RkmQym)((i− 1)τ)

=
n∑

m,k=1

N+1∑
i,j=1

B
i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (0)r

i+(l−1)(N+1)
j+(m−1)(N+1)ym((j − 1)τ)

= det R1(0)× ym(0) = 0,

m = 1, ..., n. Ò.ê. detR1(t) ̸= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ym(0) = 0,m = 1, ..., n. Èñ-

ïîëüçóÿ (2.35) ïîëó÷èì yk(T − Mτ) = 0, k = 1, ..., n. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî

y ∈ W 1,n
2 (0, T −Mτ), ò.å. y(lτ +0) = y(lτ − 0), l = 1, ..., N. Ïóñòü ϕl+(k−1)(N+1) =

yk(lτ + 0), l = 0, ..., N ;ψl+(k−1)(M+1) = yk(lτ − 0), l = 1, ..., N + 1. Òîãäà, ò.ê.
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y ∈ W 1,n
2 (0, T −Mτ), ìû ïîëó÷èì

n∑
k=1

N+1∑
l=1

rp,ki+1,lϕl−1+(k−1)(N+1) =
n∑

k=1

N+1∑
l=1

rp,ki,l ψl+(k−1)(N+1),

i = 1, ..., N ; p = 1, ..., n. Ñîãëàñíî êðàåâûì óñëîâèÿì

ϕ0+(k−1)(N+1) = ψN+1+(k−1)(N+1) = 0.

Îòñþäà è èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷èì

n∑
k=1

N∑
l=1

rp,ki+1,l+1ϕl+(k−1)(N+1) =
n∑

k=1

N∑
l=1

rp,ki,l ψl+(k−1)(N+1).

Èç ðàâåíñòâà (2.31) è τ−ïåðèîäè÷íîñòè êîýôôèöèåíòîâ amij (t) âûâîäèì ðàâåí-

ñòâî

rp,ki,l (t) = rp,ki+1,l+1(t).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

n∑
k=1

M+1∑
l=1

rp,ki,l (t)(ϕl+(k−1)(N+1) − ψl+(k−1)(N+1)) = 0,

i = 1, ..., N ; p = 1, ..., n. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.3 (ñì. íèæå) ñëåäóåò, ÷òî

detB1(0) ̸= 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ϕl+(k−1)(N+1) = ψl+(k−1)(N+1), l = 1, ..., N ; k = 1, ..., n.

Òàêèì îáðàçîì, y ∈ W 1,n
2 (0, T −Mτ).

2.4 Ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé íà ïîäûíòåðâàëàõ

Ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñò-

íûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ìîæåò íàðóøàòüñÿ âíóòðè èíòåðâàëà, íà êî-

òîðîì îïðåäåëåíî ðåøåíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé

ñîõðàíÿåòñÿ íà íåêîòîðûõ ïîäûíòåðâàëàõ.

Ïðèâåäåì òåîðåìó î ãëàäêîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íà ïîäûíòåðâàëàõ.
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Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü detA0(t) ̸= 0, t ∈ R, è ïóñòü φ ∈ W 2,n
2 (−Mτ, 0). Òî-

ãäà îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.12), (2.2), (2.3) y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) îáëàäàåò

ñëåäóþùåé ãëàäêîñòüþ íà ïîäûíòåðâàëàõ èíòåðâàëà (0, d):

� y ∈ W 2,n
2 ((j − 1)τ, jτ), j = 1, . . . , N + 1, åñëè θ = 1;

� y ∈ W 2,n
2 ((j − 1)τ, (j − 1 + θ)τ), j = 1, . . . , N + 1; è y ∈ W 2,n

2 ((j − 1 +

θ)τ, jτ), j = 1, . . . , N, åñëè θ < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïî òåîðåìå î ïðîäîëæåíèè ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà äëÿ ëþáîé

âåêòîð-ôóíêöèè φ ∈ W 2,n
2 (−Mτ, 0) ñóùåñòâóåò Φ ∈ W 2,n

2 (−Mτ, T ) òàêàÿ, ÷òî

Φ(t) = φ(t) ïðè t ∈ [−Mτ, 0], Φ(t) = 0 ïðè t ∈ [T −Mτ, T ] è

||Φ||W 2,n
2 (−Mτ,T ) ≤ k1||φ||W 2,n

2 (−Mτ,0), (2.36)

ãäå êîíñòàíòà k1 > 0 íå çàâèñèò îò φ.

Ââåäåì âåêòîð-ôóíêöèþ x(t) = y(t)−Φ(t) ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0). Ïîñêîëüêó Φ ∈

W 2,n
2 (−Mτ, T ), â ñèëó (2.11) x(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

M∑
l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)x′(t+ (l −m)τ) ∈ W 1,n

2 (0, T −Mτ). (2.37)

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t) óäîâëåòâîðÿåò ïî÷òè âñþäó íà èíòåð-

âàëå (0, T −Mτ) ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

A0
Rx := −(RQx

′)′(t) = F (t), t ∈ (0, T −Mτ) (2.38)

è êðàåâûì óñëîâèÿì

x(0) = x(T −Mτ) = 0. (2.39)
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Çäåñü

F (t) := −A0
RΦ−

M∑
l,m=0

BT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ) +

+ (
M∑

l,m=0

AT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))′ −

−
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ) ∈ Ln

2(0, T −Mτ).

2. Ïîâòîðÿÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå âûêëàäêè ðàçäåëà 2, ñäåëàííûå ïðè âûâî-

äå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (2.12) èç èíòåãðàëüíîãî

òîæäåñòâà (2.7), â ñèëó ëåììû 2.1 ìû ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

(A0
Rw,w)Ln

2 (0,T−Mτ) = J0(w) ≥ c1||w||2W 1,n
2 (0,T−Mτ)

(2.40)

äëÿ ëþáûõ w ∈ C∞,n
0 (0, T −Mτ) :=

n∏
j=1

C∞
0 (0, T −Mτ).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî supp w ⊂
⋃
s
Qαs. Îáîçíà÷èì Wα = Ũαw. Òîãäà èç

ðàâåíñòâà (2.28) è ëåìì 2.3, 2.5 ñëåäóåò, ÷òî

−((RαW
′
α)

′,Wα)LnN(α)
2 (Qα1)

≥ c1||Wα||2W 1,nN(α)
2 (Qα1)

. (2.41)

Èç (2.38) è ôîðìóëû Ëåéáíèöà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ

Wα ∈ W 1,nK
2 (Qα1) óäîâëåòâîðÿåò ïî÷òè âñþäó â Qα1 ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé

−Rα(t)(Ũαx)
′′(t) = F0(t) (t ∈ Qα1), (2.42)

ãäå F0(t) = ŨαF (t)−R′
α(t)(Ũαx)

′(t) ∈ L
nN(α)
2 (Qα1).

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû, äîñòàòî÷íî óáåäèòü-

ñÿ, ÷òî detRα(t) ̸= 0 äëÿ âñåõ t ∈ Qα1, ïîñêîëüêó òîãäà èç ïîñëåäíåé ñè-

ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìû ïîëó÷èì Wα ∈ W
2,nN(α)
2 (Qα1), ò. å.

y = x+ Φ ∈ W 2,n
2 (Qα1), s = 1, . . . , N(α).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî detR1(t) ̸= 0 äëÿ âñåõ t ∈ Qα1, ìû èñïîëüçóåì

íåðàâåíñòâî (2.40).

3. Ïóñòü t0 ∈ Qα1�ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Âûáåðåì t1 è r òàê, ÷òî [t1− r, t1+
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r] ⊂ Qα1 ∩ (t0 − δ, t0 + δ), ãäå δ > 0 áóäåò îïðåäåëåíî íèæå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

Wα ∈ C
∞,nN(α)
0 (t1 − r, t1 + r). Èç (2.41) ñëåäóåò, ÷òî

b1 + b2 ≥ k2||Wα||2W 1,nN(α)
2 (Qα1)

, (2.43)

ãäå

b1 = (Rα(t
0)W ′

α,W
′
α)LnN(α)

2 (t1−r,t1+r)
,

b2 = ((Rα(t)−Rα(t
0))W ′

α,W
′
α)LnN(α)

2 (t1−r,t1+r)
.

Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû ìàòðèöûRα(t) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà [0, T−
Mτ ], ìû èìååì

|b2| ≤ ϵ(δ)||Wα||W 1,nN(α)
2 (t1−r,t1+r)

,

ãäå ϵ(δ) → 0 ïðè δ → 0. Âûáåðåì δ > 0 òàê, ÷òî ϵ(δ) < k2/2. Òîãäà èç (2.43) ìû

ïîëó÷èì

(Rα(t
0)W ′

α,W
′
α)LnN(α)

2 (t1−r,t1+r)
≥ k2

2
||Wα||2W 1,nN(α)

2 (t1−r,t1+r)
.

Ïîëó÷èì òåïåðü ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêó äëÿ ôóíêöèè Vα ∈ C
∞,nN(α)
0 (−R,R),

ãäå κ = R/r > 1. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé η = κ(t− t1). Îáîçíà÷èì Vα(η) =
Wα(t(η)). Òîãäà èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìû ïîëó÷èì

(Rα(t
0)V ′

α(η), V
′
α(η))LnN(α)

2 (−R,R)
= κ−1(Rα(t

0)W ′
α(t),W

′
α(t))LnN(α)

2 (t1−r,t1+r)
≥

≥ k2
2
κ−1||W ′

α(t)||2LnN(α)
2 (t1−r,t1+r)

=
k2
2
||V ′

α(η)||2LnN(α)
2 (−R,R)

. (2.44)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Vα = vαY, ãäå vα ∈ C∞
0 (−R,R), Y ∈ CnN(α). Ïóñòü ôóíêöèÿ

vα ïðîäîëæåíà íóëåì â R\(−R,R). Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå,

èç (2.44) â ñèëó òåîðåìû Ïëàíøåðåëÿ ìû ïîëó÷èì∫
R

(Rα(t
0)ξ2Y, Y )|v̂α(ξ)|2dξ ≥

k2
2

∫
R

ξ2|Y |2|v̂α(ξ)|2dξ. (2.45)

Çäåñü

v̂α(ξ) = (2π)−1/2

∫
R

vα(η)e
−iξηdη
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� ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè vα(η).

Ïîñêîëüêó C∞
0 (R) âñþäó ïëîòíî â L2(R), èç (2.45) ñëåäóåò, ÷òî

(Rα(t
0)Y, Y ) ≥ k2

2
|Y |2.

Òàêèì îáðàçîì, ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Rα(t
0) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà

äëÿ ëþáîãî t0 ∈ Qα1. Ñëåäîâàòåëüíî, detRα(t) ̸= 0 äëÿ âñåõ t ∈ Qα1.

Ïîýòîìó èç (2.41) ñëåäóåò, ÷òî Ũαx ∈ W
2,nN(α)
2 (Qα1), ò.å. çàêëþ÷åíèå òåîðåìû

2.3 ñïðàâåäëèâî.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëüíóþ çàäà÷ó

−(RQx)
′′(t) = F (t), F ∈ Ln

2(0, T −Mτ), (2.46)

x(0) = x(T −Mτ) = 0. (2.47)

Åå îáîáùåííîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è (2.12),

(2.2), (2.3).

Çàäà÷à (2.46), (2.47) òàêæå îáëàäàåò ãëàäêîñòüþ íà ïîäûíòåðâàëàõ, ïîýòîìó

îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ x′(0 + 0) è x′(d− 0).

Ëåììà 2.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî detA0(t) ̸= 0, t ∈ R, êîýôôèöèåíòû amij (t) -

τ−ïåðèîäè÷åñêèå, è x - îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.46), (2.47). Òîãäà åñëè

x′(0 + 0) = x′(d− 0) = 0,

òî x ∈ W̊ 2,n
2 (0, T −Mτ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ = 1. Ñëó÷àé θ ∈ (0, 1)

ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Äîêàæåì, ÷òî D(L) ⊂ W̊ 2,n
2 (0, T − Mτ). Ïóñòü

y ⊂ D(L).

Ïî òåîðåìå 2.3 yk ∈ W 2
2 ((l−1)τ, τ), l = 1, ..., N+1; k = 1, ..., n. Îòñþäà è èç

âëîæåíèÿW 2
2 ((l−1)τ, τ) ⊂ C1[(l−1)τ, lτ ], ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåíû îäíîñòîðîí-

íèå ïðîèçâîäíûå y′k(lτ−0) è y′k(lτ+0). Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó óñëîâèÿ (2.47) äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî y′k(lτ − 0) = y′k(lτ + 0), l =

1, ..., N ; k = 1, ..., n.
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Èç (RQy)l ∈ W 2
2 (0, d) ïîëó÷àåì

n∑
k=1

(RlkQyk)
′(mτ − 0) =

n∑
k=1

(RlkQyk)
′(mτ + 0),

m = 1, ..., N, l = 1, ..., n. Ïðèìåíèì U1 ê îáåèì ñòîðîíàì ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà.

Èñïîëüçóÿ (2.33), ïîëó÷èì

n∑
k=1

(R1lkU1y
′
k)m(τ − 0) =

n∑
k=1

(R1lkU1y
′
k)m+1(0 + 0),

m = 1, ..., N, l = 1, ..., n. Ïóñòü φk
j = (U1y

′
k)m(τ − 0), k = 1, ..., n; j = 1, ..., N +

1; ψk
l = (U1y

′
k)l+1(0+0), k = 1, ..., n; l = 0, ..., N.. Òàê êàê y′k(0+0) = (U1y

′
k)1(0+

0)ψk
0 = 0 è y′k(d−0) = (U1y

′
k)N+1(τ−0)φk

N+1 = 0, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

n∑
k=1

N∑
j=1

rl,km,jφ
k
j =

n∑
k=1

N+1∑
i=2

rl,km+1,iψ
k
i−1,

m = 1, ..., N ; l = 1, ..., n.

Òàê êàê â ñèëó τ -ïåðèîäè÷íîñòè êîýôôèöèåíòîâ amij (t) r
l,k
m,j(t) = rl,km+1,j+1(t),

òî

n∑
k=1

N∑
j=1

rl,km+1,j+1(0)(φ
k
j − ψk

j ) = 0, (2.48)

m = 1, ..., N ; l = 1, ..., n.

Ñèñòåìà (2.48) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé B1(0) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ φk
j − ψk

j . Ïîñêîëüêó ïî

óñëîâèþ detB1(0) ̸= 0, ìû ïîëó÷èì φk
j − ψk

j = 0, k = 1, ..., n; j = 1, ..., N.

Ñëåäîâàòåëüíî, y′k(jτ−0) = y′k(jτ+0), k = 1, ..., n; j = 1, ..., N. Òàêèì îáðàçîì,

y ∈ W̊ 2,n
2 (0, T −Mτ).

Ââåäåì áëî÷íóþ ìàòðèöó R ïîðÿäêà 2n× 2n ïî ôîðìóëå

R =

∥∥∥∥∥ A B

G D

∥∥∥∥∥ (2.49)
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ãäå

A =
∥∥∥∑N+1

i=1 B
i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (0)

∥∥∥n
k,l=1

,

B =
∥∥∥∑N+1

i=1 (i− τ)B
i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (0)

∥∥∥n
k,l=1

,

G =
∥∥∥∑N+1

i=1 B
i+(k−1)(N+1)
l(N+1) (θ)

∥∥∥n
k,l=1

,

D =
∥∥∥∑N+1

i=1 (i− 1 + θ)τB
i+(k−1)(N+1)
l(N+1) (θ)

∥∥∥n
k,l=1

.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü detA0(t) ̸= 0, t ∈ R, detR ̸= 0, à êîýôôèöèåíòû amij (t)

� τ -ïåðèîäè÷åñêèå, è ïóñòü φ ∈ W 2,n
2 (−Mτ, 0). Òîãäà ñóùåñòâóþò ëèíåéíî

íåçàâèñèìûå ôóíêöèè ψ1, ..., ψp ∈ W 2,n
2 (−Mτ, 0), p ≤ 2n, òàêèå, ÷òî ïðè âû-

ïîëíåíèè óñëîâèé

(φ, ψj)W 2,n
2 (−Mτ,0) = 0, j = 1, ..., p, (2.50)

îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.12), (2.2), (2.3) y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) ïðèíàäëåæèò

ïðîñòðàíñòâó W 2,n
2 (0, T −Mτ).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Âíà÷àëå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.3 ñâåäåì

çàäà÷ó (2.12), (2.2), (2.3) ê ñèñòåìå íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ïî òåîðåìå î ïðî-

äîëæåíèè ôóíêöèé Ñîáîëåâà äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè φ ∈ W 2,n
2 (−Mτ, 0) ñó-

ùåñòâóåò Φ ∈ W 2,n
2 (−Mτ, T ) òàêàÿ, ÷òî Φ(t) = φ(t) ïðè t ∈ [−Mτ, 0], Φ(t) = 0

ïðè t ∈ [T −Mτ, T ] è

||Φ||W 2,n
2 (−Mτ,T ) ≤ k1||φ||W 2,n

2 (−Mτ,0), (2.51)

ãäå k1 > 0 - ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿÿ îò φ.

Ââåäåì âåêòîð-ôóíêöèþ x(t) = y(t) − Φ(t) ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ). Ýòà âåêòîð-

ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.38) è êðàåâûì óñëîâèÿì (2.39). Èç ðàâåí-

ñòâà (2.40), îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà A0
R : W 2,n

2 (−Mτ, T ) → Ln
2(0, T −Mτ),

îöåíêè (2.17) è íåðàâåíñòâà (2.51) ïîëó÷èì

||F ||Ln
2 (0,T−Mτ) ≤ k2||Φ||W 2,n

2 (−Mτ,T ) ≤ k1k2||φ||W 2,n
2 (−Mτ,0), (2.52)

ãäå k2 > 0 - ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò Φ.

2. Ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèþ w = RQx, ãäå x - ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

(2.38), (2.39).
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Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.38) â âèäå

−w′′(t) = F1(t), t ∈ (0, T −Mτ), (2.53)

ãäå

F1(t) = F (t)−R′′
Qx(t)−R′

Qx
′(t) ∈ L2(0, T −Mτ), (2.54)

R
(i)
Q v(t) = P̂QR

(i)ÎQ,

R(i)v(t) =
∑
l,m

(AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ))(i)v(t+ (l −m)τ).

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.2 äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.38), (2.39)

x ∈ W 1,n
2 (0, T −Mτ) ìîæíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùóþ îöåíêó:

||x||W 1,n
2 (0,T−Mτ) ≤ k3||F ||Ln

2 (0,T−Mτ). (2.55)

Îòñþäà è èç (2.52) ïîëó÷èì

||F1||Ln
2 (0,T−Mτ) ≤ k4||φ||W 2,n

2 (−Mτ,0), (2.56)

ãäå k3, k4 > 0 - êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùàèå îò F è φ ñîîòâåòñòâåííî.

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû n ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé (2.53) èìååò âèä

w(t) = C1 + C2t+

∫ t

0

(t− s)F1(s)ds, (2.57)

ãäå Cj = (C1
j , ..., C

n
j )

T , j = 1, 2.

Â ñèëó ëåììû 2.7 è ñîîòíîøåíèé w = RQx, x ∈ W̊ 1,n
2 (0, T −Mτ) âåêòîð-

ôóíêöèÿ w(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2.34), (2.35). Ïîäñòàâëÿÿ (2.57) â (2.34),

(2.35), ïîëó÷èì

n∑
k=1

(
N+1∑
i=1

B
i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (0))C

k
1 +

n∑
k=1

(
N+1∑
i=1

B
i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (0)(i− 1)τ)Ck

2 = (2.58)

= −
n∑

k=1

N+1∑
i=1

B
i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (0)

∫ (i−1)τ

0

((i− 1)τ − s)F k
1 (s)ds,



62

n∑
k=1

(
N+1∑
i=1

B
i+(k−1)(N+1)
l(N+1) (θ))Ck

1 +
n∑

k=1

(
N+1∑
i=1

B
i+(k−1)(N+1)
l(N+1) (θ)(i− 1 + θ)τ))Ck

2 = (2.59)

= −
n∑

k=1

N+1∑
i=1

B
i+(k−1)(N+1)
l(N+1) (θ)

∫ (i−1+θ)τ

0

((i− 1 + θ)τ − s)F k
1 (s)ds,

ãäå F1(s) = (F 1
1 (s), ..., F

n
1 (s))

T .

Ìàòðèöà ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

(2.34), (2.35) ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé R. Ïîñêîëüêó detR ̸= 0, ñèñòåìà (2.34),

(2.35) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (CT
1 , C

T
2 )

T . Êîîðäèíàòû ýòîãî ðåøåíèÿ Ck
j

ðàâíû ëèíåéíûì êîìáèíàöèÿì èíòåãðàëîâ âèäà
∫ (i−1)τ

0 ((i− 1)τ − s)F k
1 (s)ds è∫ (i−1+θ)τ

0 ((i − 1 + θ)τ − s)F k
1 (s)ds, k = 1, ..., n; j = 1, 2. Îòñþäà, à òàêæå èç

íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è íåðàâåíñòâà (2.56) ñëåäóåò, ÷òî êîîðäèíàòû

Ck
j , k = 1, ..., n; j = 1, 2, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè íåïðåðûâíûìè ôóíêöèîíàëàìè,

çàâèñÿùèìè îò φ ∈ W 2,n
2 (−Mτ, 0). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîåðåìå Ðèññà îá îáùåì

âèäå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóþò âåêòîð-

ôóíêöèè ξlj ∈ W 2,n
2 (−Mτ, 0), l = 1, ..., n; j = 1, 2, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ φ ∈

W 2,n
2 (−Mτ, 0)

n∑
k=1

(
N+1∑
i=1

B
i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (0))C

k
1 = (φ, ξl1)W 2,n

2 (−Mτ,0), (2.60)

n∑
k=1

(
N+1∑
i=1

B
i+(k−1)(N+1)
l(N+1) (θ))Ck

1 = (φ, ξl2)W 2,n
2 (−Mτ,0). (2.61)

Íàïîìíèì, ÷òî x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

−(RQx(t))
′′ = F1(t), t ∈ (0, T −Mτ), (2.62)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

x(0) = x(T −Mτ) = 0, (2.63)

ñð. (2.46), (2.47).

Â ñèëó ëåììû 2.8, åñëè x(t) óäîâëåòâîðÿåò òàêæå óñëîâèÿì (2.48), òî x ∈
W̊ 2,n

2 (0, T −Mτ). Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ W 2,n
2 (0, T −Mτ). Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

óñëîâèÿ (2.48) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (2.50).

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.3 óñòàíîâëåíî, ÷òî detR1 ̸= 0 äëÿ t ∈ Q11. Òîãäà
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èç óñëîâèÿ (2.48) è ôîðìóë (2.27), (2.28) ïîëó÷èì

x′l(0 + 0) = (Ũ1x
′)1+(l−1)(N+1)(0 + 0) =

=
n∑

k=1

N+1∑
i=1

(detR1(0))
−1B

i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (0)(Ũw

′)i+(k−1)(N+1)(0 + 0) =

=
n∑

k=1

N+1∑
i=1

(detR1(0))
−1B

i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (0)w

′
k((i− 1)τ + 0) = (2.64)

=
n∑

k=1

N+1∑
i=1

(detR1(0))
−1B

i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (0)×

×(Ck
2 +

∫ (i−1)τ

0

F k
1 (s)ds) = 0, l = 1, ..., n.

Àíàëîãè÷íî,

x′l(d− 0) =
n∑

k=1

N+1∑
i=1

(detR1(θ))
−1B

i+(k−1)(N+1)
l(N+1) (θ)× (2.65)

×(Ck
2 +

∫ (i−1+θ)τ

0

F k
1 (s)ds) = 0, l = 1, ..., n.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, íåðàâåíñòâà (2.56) è òåîðåìû Ðèññà

îá îáùåì âèäå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâó-

þò âåêòîð-ôóíêöèè ηlj ∈ W 2,n
2 (−Mτ, 0), j = 1, 2; l = 1, ..., n, òàêèå, ÷òî

n∑
k=1

N+1∑
i=1

(detR1(0))
−1B

i+(k−1)(N+1)
1+(l−1)(N+1) (θ)

∫ (i−1+θ)τ

0

F k
1 (s)ds) = (φ, ηl1)W 2,n

2 (−Mτ,0)

(2.66)
n∑

k=1

N+1∑
i=1

(detR1(0))
−1B

i+(k−1)(N+1)
l(N+1) (θ)

∫ (i−1+θ)τ

0

F k
1 (s)ds) = (2.67)

= (φ, ηl2)W 2,n
2 (−Mτ,0), l = 1, ..., n.

Èç âåêòîð-ôóíêöèé ξlj+η
l
j ∈ W 2,n

2 (−Mτ, 0), l = 1, ..., n; j = 1, 2, âûáåðåì p ≤ 2n

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîð-ôóíêöèé è îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç ψi, i = 1, ..., p. Òà-

êèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.50) îáîáùåííîå ðå-

øåíèå çàäà÷è (2.12), (2.2), (2.3) y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
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W 2,n
2 (0, T −Mτ).
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Ãëàâà 3. Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì,

îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìîé

äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ

óðàâíåíèé çàïàçäûâàþùåãî òèïà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé çàïàçäûâàþùåãî òèïà ñ ïåðåìåííûìè ìàòðè÷íûìè êîýôôèöè-

åíòàìè è íåñêîëüêèìè çàïàçäûâàíèÿìè. Ïîêàçàíà ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé

çàäà÷åé äëÿ íåëîêàëüíîãî ôóíêöèîíàëà, îïèñûâàþùåé ìíîãîìåðíóþ ñèñòåìó

óïðàâëåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèÿìè, è ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ ñèñòå-

ìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå, åäèí-

ñòâåííîñòü è ãëàäêîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è íà âñåì èíòåðâà-

ëå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüå [4].

3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó óïðàâëå-

íèÿ, îïèñûâàåìóþ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé çàïàçäû-

âàþùåãî òèïà

A0(t)y
′(t) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ) = u(t), 0 < t < T, (3.1)

ãäå y(t) =

 y1(t)
...

yn(t)

 - âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, u(t)

=

 u1(t)
...

un(t)

 - âåêòîð-ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, A0(t) - íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà

ïîðÿäêà n × n, Bm(t) = {bmij (t)}i,j=1...n � ìàòðèöà ïîðÿäêà n × n ñ ýëåìåíòàìè

a0ij(t), b
m
ij (t), ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-

ìûìè ôóíêöèÿìè íà R, τ = const > 0 � çàïàçäûâàíèå.
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Ïðåäûñòîðèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(t) = φ(t) äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [−Mτ, 0], (3.2)

ãäå φ(t) =

 φ1(t)
...

φn(t)

 � çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, φ ∈ Ln
2(−Mτ, 0),

Ln
2(a, b) =

n∏
i=1

L2(a, b) - ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ôóíêöèé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-

íèåì

(v, w)Ln
2 (a,b)

=
n∑

i=1

(vi, wi)L2(a,b),

ãäå v = (v1, ..., vn)
T , w = (w1, ..., wn)

T .

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ φ ∈ Ln
2(−Mτ, 0) îïðåäåëåíà ï.â. íà îòðåçêå [−Mτ, 0],

ìû çàäàäèì äîïîëíèòåëüíî íà÷àëüíîå óñëîâèå

y(0 + 0) = φ0, (3.3)

ãäå φ0 ∈ Rn - íåêîòîðûé âåêòîð.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðèâåäåíèè ñèñòåìû (3.1), (3.2) â ïîëîæåíèå ðàâíî-

âåñèÿ ïðè t ≥ T. Äëÿ ýòîãî ìû íàéäåì òàêîå óïðàâëåíèå u(t), 0 < t < T ,

÷òî

y(t) = 0, t ∈ [T −Mτ, T ], (3.4)

ãäå T > (M + 1)τ .

Èç âñåâîçìîæíûõ óïðàâëåíèé ìû áóäåì èñêàòü óïðàâëåíèå, äîñòàâëÿþùåå

ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó ýíåðãèè∫ T

0

|u(t)|2dt→ min,

ãäå |.| � åâêëèäîâà íîðìà â Rn. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì âàðèàöèîííóþ

çàäà÷ó î ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà

J(y) :=

∫ T

0

∣∣∣∣∣A0(t)y
′(t) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ)

∣∣∣∣∣
2

dt→ min (3.5)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (3.2) � (3.4).
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3.2 Ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé è êðàåâîé çàäà÷àìè

Áóäåì èñïîëüçîâàòü âåùåñòâåííûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, ââåäåííûå

â ïðåäûäóùåé ãëàâå.

Ïîêàæåì, ÷òî âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (3.2) � (3.5) ýêâèâàëåíòà êðàåâîé çàäà÷å

äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïóñòü y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) - ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (3.2)�(3.5)), ãäå

φ ∈ Ln
2(−Mτ, 0). Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà

L̃ = {v ∈ Ln
2(−Mτ, T ) : v(t) = 0, t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −Mτ, T )},

W̃ = {v ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) : v(t) = 0, t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −Mτ, T )}.

×àñòî ìû áóäåì îòîæåñòâëÿòü ïðîñòðàíñòâî L̃ c L2(0, T −Mτ), à ïðîñòðàí-

ñòâî W̃ ñ W̊ 1,n
2 (0, T −Mτ), íå îãîâàðèâàÿ ýòîãî ñïåöèàëüíî.

Ïóñòü v ∈ W̃ - ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ y +

sv ∈ W 1,n
2 (0, T ) è óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (3.2) � (3.4) äëÿ êàæäîãî

s ∈ R.
Îáîçíà÷èì J(y+sv) = F (s). Ïîñêîëüêó J(y+sv) ≥ J(y) (s ∈ R), ìû èìååì

dF

ds

∣∣∣∣
s=0

= 0. (3.6)

Ïîëîæèì

B(y, v) :=

T∫
0

(
A0(t)y

′(t) +
M∑

m=0

Bm(t)y(t−mτ)

)T

×

×

(
A0(t)v

′(t) +
M∑
l=0

Bl(t)v(t− lτ)

)
dτ. (3.7)

Èç (3.6) ñëåäóåò, ÷òî

B(y, v) = 0, v ∈ W̃ . (3.8)

Â ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ v(t− lτ), ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ξ = t− lτ .

Ïîëó÷èì
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B(y, v) =

∫ T

0

(A0(t)y
′(t) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ))TA0(t)v
′(t)dt+

+
M∑
l=0

{
∫ T−lτ

−lτ

[A0(ξ + lτ)y′(ξ + lτ)+

+
M∑

m=0

Bm(ξ + lτ)y(ξ + (l −m)τ)]TBl(ξ + lτ)}v(ξ)dξ.

Âåðíåìñÿ ê ñòàðîé ïåðåìåííîé t, ïîëàãàÿ t = ξ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî v(t) = 0 ïðè

t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −Mτ, T ), áóäåì èìåòü

B(y, v) =

∫ T−Mτ

0

(A0(t)y
′(t) +

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ))TA0(t)v
′(t)dt+

+

∫ T−Mτ

0

M∑
l=0

{[A0(t+ lτ)y′(t+ lτ)+ (3.9)

+
M∑

m=0

Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ)]TBl(t+ lτ))}v(t)dt.

Èç (3.8), (3.9) è îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé â ñìûñëå òåîðèè îáîáùåííûõ

ôóíêöèé ñëåäóåò, ÷òî

[AT
0 (t)A0(t)y

′(t) + AT
0 (t)

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ)]′ ∈ Ln
2(0, T −Mτ), (3.10)

ò.å.

AT
0 (t)A0(t)y

′(t) +
M∑

m=0

AT
0 (t)Bm(t)y(t−mτ) ∈ W 1,n

2 (0, T −Mτ). (3.11)

Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî φ ∈ Ln
2(−Mτ, 0), ïðîèçâîäíàÿ êàæäîãî èç

ñëàãàåìûõ â (3.10), ñòîÿùèõ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü

ñèíãóëÿðíîé îáîáùåííîé ôóíêöèåé è â ýòîì ñëó÷àå íå áóäåò ïðèíàäëåæàòü

Ln
2(−Mτ, 0).

Â ñèëó (3.11), ïîäñòàâëÿÿ (3.9) â (3.8), ìû ìîæåì ïðîèçâåñòè èíòåãðèðîâàíèå
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ïî ÷àñòÿì. Òîãäà ìû ïîëó÷èì

−[AT
0 (t)A0(t)y

′(t) + AT
0 (t)

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ)]′+ (3.12)

+
M∑
l=0

BT
l (t+ lτ)A0(t+ lτ)y′(t+ lτ)+

+
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t− (m− l)τ) = 0 (t ∈ (0, T −Mτ).

Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (0, T ) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (3.12) ïî÷òè âñþäó íà èíòåðâàëå (0, T −Mτ).

Îïðåäåëåíèå 3.1. Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (0, T ) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì

ðåøåíèåì çàäà÷è (3.12), (3.2) - (3.4), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.11), y(t) ïî÷òè

âñþäó íà (0, T −Mτ) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (3.12), à òàêæå êðàåâûì

óñëîâèÿì (3.2) - (3.4).

Î÷åâèäíî, ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îáîáù¼ííîãî ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíî

îïðåäåëåíèþ 2.1.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (0, T ) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì

ðåøåíèåì çàäà÷è (3.12), (3.2) - (3.4), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó

òîæäåñòâó

B(y, v) =

∫ T−Mτ

0

{(AT
0 (t)A0(t)y

′(t))T+

+(AT
0 (t)

M∑
m=0

BT
m(t+mτ)y(t−mτ))T}v′(t)+

+{(
M∑
l=0

BT
l (t+ lτ)A0(t+ lτ)y′(t+ lτ))T+ (3.13)

+(
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t− (m− l)τ))T}v(t)dt = 0

äëÿ âñåõ v ∈ W̊ 1,n
2 (0, T −Mτ) è êðàåâûì óñëîâèÿì (3.2) - (3.4).

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî, åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n
2 (0, T ) ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è (3.2) - (3.5), òî îíà áóäåò îáîáùåííûì
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ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (3.12), (3.2) - (3.4).

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü y ∈ W 1,n
2 (0, T ) - îáîáùåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3.12), (3.2) -

(3.4). Òîãäà äëÿ âñåõ v ∈ W̃ ìû ïîëó÷àåì

J(y + v) = J(y) + J(v) + 2B(y, v),

ãäå J(v) - íåîòðèöàòåëüíûé êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë. Ïîñêîëüêó y - îáîá-

ùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.12), (3.2) - (3.4), òî B(y, v) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

J(y + v) ≥ J(y)

äëÿ âñåõ v ∈ W̃ . Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü φ ∈ Ln
2(−Mτ, 0). Ôóíêöèÿ y ∈ W 1,n

2 (0, T ) äîñòàâëÿåò

ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (3.5) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (3.2) - (3.4) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (3.12), (3.2)

- (3.4).

3.3 Ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è (3.12),

(3.2) - (3.4).

Ââåäåì îïåðàòîð R0 : L̃→ Ln
2(0, T ) ïî ôîðìóëå:

(R0v)(t) = A0(t)v(t). (3.14)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë:

J0(v) =

∫ T

0

|(R0v
′)(t)|2dt, v ∈ W̃ . (3.15)

Ëåììà 3.1. Ïóñòü detA0(t) ̸= 0, t ∈ R. Òîãäà äëÿ âñåõ w ∈ W̃

J0(w) ≥ c0||w||2W 1,n
2 (0,T−Mτ)

, (3.16)

ãäå c0 > 0 - ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò w.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû A0(t), t ∈ R.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü detA0(t) ̸= 0, t ∈ R. Òîãäà äëÿ âñåõ w ∈ W̃

J(w) ≥ c1||w||2W 1,n
2 (0,T−Mτ)

, (3.17)

ãäå c1 > 0 - ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò w.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: íåðàâåíñòâî (3.17) íå âûïîëíÿ-

åòñÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ∈ N ñóùåñòâóåò wk ∈ W̃ òàêîå, ÷òî

J(wk) ≤
1

k
||wk||2W 1,n

2 (0,T−Mτ)
.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ||wk||W 1,n
2 (0,T−Mτ) = 1. Òî-

ãäà ìû èìååì

J(wk) ≤
1

k
. (3.18)

Ââåä¼ì îïåðàòîð R1 : L̃→ Ln
2(0, T −Mτ) ïî ôîðìóëå

(R1v)(t) =
M∑
k=0

Bk(t)v(t− kτ). (3.19)

Èç íåðàâåíñòâà

α2 ≤ 2(α + β)2 + 2β2 (α, β ∈ R),

ëåììû 3.1 è îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà R1 : L̃ → Ln
2(0, T −Mτ), äëÿ ëþáîãî

v ∈ W̃ ìû ïîëó÷èì

c0||v||2W 1,n
2 (0,T−Mτ)

≤ J0(v) ≤ 2J(v)+ (3.20)

+2

∫ T−Mτ

0

((R1v)(t))
2dt ≤ 2J(v) + k1||v||2Ln

2 (0,T−Mτ),

ãäå c0, k1 > 0 - ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò v.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ W̃ â Ln
2(0, T −Mτ) ñóùåñòâóåò

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {wkm}, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé âåêòîð-ôóíêöèè

w0 â ïðîñòðàíñòâå Ln
2(0, T −Mτ). Òàêèì îáðàçîì, èç (3.18), (3.20) ñëåäóåò, ÷òî

c0||wkm − wkl||2W 1,n
2 (0,T−Mτ)

≤ 2J(wkm − wkl)+
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+k1||wkm − wkl||2Ln
2 (0,T−Mτ) ≤

≤ 4

km
+

4

kl
+ k1||wkm − wkl||2Ln

2 (0,T−Mτ) → 0 ïðè l,m→ ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, wkm → w0 â W̃ è ||w0||W 1,n
2 (0,T−Mτ) = 1. Ïîýòîìó â ñèëó (3.18)

ìû èìååì

J(w0) =

∫ T−Mτ

0

|A0(t)w
′
0(t) +

M∑
m=0

Bm(t)w0(t−mτ)|2dt = 0,

ò.å.

A0(t)w
′
0(t) +

M∑
m=0

Bm(t)w0(t−mτ) = 0, t ∈ (0, T −Mτ). (3.21)

Ïîñêîëüêó w0 ∈ W̃ , âåêòîð-ôóíêöèÿ w0 óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

w0(t) = 0, t ∈ [−Mτ, 0]. (3.22)

Òîãäà, åñëè 0 < t ≤ τ, ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.21) ïðèìåò âèä

A0(t)w
′
0(t) +B0(t)w0(t) = 0, (3.23)

ïðè ýòîì â ñèëó (3.22)

w0(0) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

w0(t) = 0, t ∈ [0, τ ]. (3.24)

Â ñèëó (3.22), (3.24) äëÿ τ < t ≤ 2τ ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.21) ïðèìåò âèä (3.23),

ïðè ýòîì â ñèëó (3.24) w0(τ) = 0. Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.23) íà ïîëóèíòåðâàëå (τ, 2τ ],

èìååì w0(t) = 0, t ∈ (τ, 2τ ], è ò.ä.

Òàêèì îáðàçîì, w0(t) ≡ 0 ïðè t ∈ [0, T −Mτ ]. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó

||w0||W 1,n
2 (0,T−Mτ) = 1.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü detA0(t) ̸= 0, t ∈ R. Òîãäà äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè φ ∈
Ln
2(−Mτ, 0) è ëþáîãî φ0 ∈ Rn ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå
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êðàåâîé çàäà÷è (3.12), (3.2)-(3.4) y ∈ W 1,n
2 (0, T ), ïðè ýòîì

||y||W 1,n
2 (0,T ) ≤ c(||φ||Ln

2 (−Mτ,0) + |φ0|). (3.25)

ãäå c > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò φ è φ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì âåêòîð-ôóíêöèè Φ0 ∈ Ln
2(−Mτ, T ) ∩ W 1,n

2 (0, T ) è

Φ1,Φ2 ∈ Ln
2(0, T ) ïî ôîðìóëàì

Φ0(t) =


0, åñëè −Mτ < t < 0;

φ0 − φ0t/(T −Mτ), åñëè 0 < t < T −Mτ ;

0, åñëè T −Mτ < t < T ;

(3.26)

Φ1(t) =


AT

0 (t)
∑M

m=k B
T
m(t)φ(t−mτ), åñëè (k − 1)τ < t < kτ,

k = 1, ...,M ;

0, åñëè Mτ < t < T ;

(3.27)

Φ2(t) =



∑
l,mB

T
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)φ(t− (m− l)τ), ñóììèðîâàíèå

ïðîèçâîäèòñÿ ïî

l,m òàêèì,

÷òî k ≤ m− l ≤M,

åñëè(k − 1)τ < t <

< kτ, k = 1, ...,M ;

0, åñëè Mτ < t < T.

(3.28)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2 îñíîâàíî íà òåõíèêå áèëèíåéíûõ ôîðì ïðèìå-

íèòåëüíî ê èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó (3.13). Îäíàêî B(y, v) íå ÿâëÿåòñÿ áèëè-

íåéíîé ôîðìîé, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ y óäîâëåòâîðÿåò íåîäíîðîäíûì êðàåâûì

óñëîâèÿì (3.2), (3.3). Ïîýòîìó ìû ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå áèëèíåéíûå ôîðìû

B0(φ0, v) (φ0 ∈ Rn, v ∈ W̃ ), B1(φ, v), B2(φ, v) (φ ∈ Ln
2(−Mτ, 0), v ∈ W̃ ) ïî

ôîðìóëàì

B0(φ0, v) = B(Φ0, v),
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B1(φ, v) =

∫ T−Mτ

0

Φ1(t)v
′(t)dt,

B2(φ, v) =

∫ T−Mτ

0

Φ2(t)v(t)dt.

Çäåñü ôóíêöèè Φ0,Φ1,Φ2 çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (3.26), (3.27), (3.28), ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Ïîëîæèì

x(t) =

{
y(t)− Φ0(t), t ∈ (0, T );

0, t ∈ (−Mτ ; 0).

Ïî ïîñòðîåíèþ x ∈ W̃ . Òîãäà èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (3.13) ïðèìåò âèä

B0(φ0, v) +B1(φ, v) +B2(φ, v) +B(x, v) = 0. (3.29)

Ïîñêîëüêó B(v, v) = J(v), v ∈ W̃ , ïî ëåììå 2.2 ìû ìîæåì ââåñòè â ïðî-

ñòðàíñòâå W̊ 1
2 (0, T −Mτ) ýêâèâàëåíòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå

(x, v)′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)
= B(x, v). (3.30)

Ñëåäîâàòåëüíî, òîæäåñòâî (3.29) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

B0(φ0, v) +B1(φ, v) +B2(φ, v) + (x, v)′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)
= 0. (3.31)

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ðàâåíñòâà (3.26) è ëåììû 3.2 ïîëó÷èì

|B0(φ0, v)| ≤ k1|φ0| · ||v||W 1,n
2 (0,T−Mτ) ≤

≤ k2|φ0| · ||v||′W̊ 1,n
2 (0,T−Mτ)

,
(3.32)

ãäå k1, k2 > 0 � ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò φ0 è v.

Âíîâü èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, à òàêæå ðàâåíñòâà (3.27),

(3.28) è ëåììó 3.2, ìû èìååì

|Bi(φ, v)| ≤ k3||φ||L2(−Mτ,0) · ||v||W 1,n
2 (0,T−Mτ) ≤

≤ k4||φ||L2(−Mτ,0) · ||v||′W̊ 1,n
2 (0,T−Mτ)

, i = 1, 2,
(3.33)

ãäå k3, k4 > 0 � ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò φ è v.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííûõ φ0 è φ ôóíêöèîíàëû B0(φ0, v) è B(φ, v)

ëèíåéíûå è îãðàíè÷åííûå ïî v íà W̃ . Â ñèëó íåðàâåíñòâ (3.32) è (3.33) íîðìû

ôóíêöèîíàëîâ B0(φ0, .) è Bi(φ, .) íà W̃ íå ïðåâûøàþò k2|φ0| è k4||φ||L2(−Mτ,0)

ñîîòâåòñòâåííî. Ïî òåîðåìå Ðèññà îá îáùåì âèäå ôóíêöèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå, ñóùåñòâóþò âåêòîð-ôóíêöèè Fi ∈ W̃ (i = 0, 1, 2) òàêèå, ÷òî

B0(φ0, v) = (F0, v)
′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)
, (3.34)

Bi(φ0, v) = (Fi, v)
′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)
, (3.35)

ïðè ýòîì

||F0||′W̊ 1,n
2 (0,T−Mτ)

≤ k2|φ0|, (3.36)

||Fi||′W̊ 1,n
2 (0,T−Mτ)

≤ k4||φ||Ln
2 (−Mτ,0). (3.37)

Ôóíêöèè Fi (i = 0, 1, 2) îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Òàêèì îáðà-

çîì, òîæäåñòâî (3.31) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∑
i=0,1,2

(Fi, v)
′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)
+ (x, v)′

W̊ 1,n
2 (0,T−Mτ)

= 0 (v ∈ W̊ 1,n
2 (0, T −Mτ)). (3.38)

Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (3.38) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

x = −
∑

i=0,1,2 Fi. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (3.12), (3.2)-(3.4) èìååò åäèíñòâåííîå

îáîáùåííîå ðåøåíèå y = Φ0−
∑

i=0,1,2 Fi ∈ W 1,n
2 (0, T ). Êðîìå òîãî, â ñèëó (3.26),

(3.36), (3.37) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (3.25).

3.4 Ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé íà âñåì èíòåðâàëå

Ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé èìå-

åò çàïàçäûâàþùèé òèï. Ïîýòîìó â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ãëàäêîé íà÷àëüíîé ôóíê-

öèè (φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0)) ãëàäêîñòü îáîáù¼ííûõ ðåøåíèé ñîõðàíÿåòñÿ íà âñåì

èíòåðâàëå.

Â îòëè÷èå îò äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé çàïàçäûâàþùèãî òè-

ïà, ãëàäêîñòü îáîáù¼ííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ìîæåò íàðó-

øàòüñÿ âíóòðè èíòåðâàëà, íà êîòîðîì îïðåäåëåíî ðåøåíèå è ñîõðàíÿåòñÿ ëèøü

íà íåêîòîðûõ ïîäûíòåðâàëàõ [6,7,12-15].
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Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0), è ïóñòü φ(0) = φ0. Òîãäà îáîáùåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è (3.12), (3.2)-(3.4) y ∈ W 2,n
2 (0, T −Mτ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (t) = −(AT
0 (t)

M∑
m=0

Bm(t)y(t−mτ))′−

−
M∑
l=0

BT
l (t+ lτ)A0(t+ lτ)y′(t+ lτ)−

−
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t− (m− l)τ) t ∈ (0, T −Mτ).

Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî F ∈ Ln
2(0, T −Mτ). Î÷åâèäíî, ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé (3.12) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

−(AT
0 (t)A0(t)y

′(t))′ = F (t) (t ∈ (0, T −Mτ)). (3.39)

Îòñþäà ïîëó÷èì

−AT
0 (t)A0(t)y

′′(t) = Φ(t) (t ∈ (0, T −Mτ)), (3.40)

ãäå Φ(t) = F (t)− (AT
0 (t)A0(t))

′y′(t).

Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû ìàòðèöûA0(t) - íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-

öèè è det A0(t) ̸= 0, ìû èìååì

y′′(t) = −(AT
0 (t)A0(t))

−1Φ(t) ∈ Ln
2(0, T −Mτ),

ò.å. y(t) ∈ W 2,n
2 (0, T −mτ).
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Ãëàâà 4. Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì ñ

ðàçëè÷íûì ÷èñëîì âõîäîâ è âûõîäîâ

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà çàäà÷å îá óñïîêîåíèè íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû óïðàâ-

ëåíèÿ, îïèñûâàåìîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íåé-

òðàëüíîãî òèïà ñ ãëàäêèìè ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì

âõîäîâ è âûõîäîâ è íåñêîëüêèìè çàïàçäûâàíèÿìè. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó

âàðèàöèîííîé çàäà÷åé, ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å îá óñïîêîåíèè ñèñòåìû ñ ïî-

ñëåäåéñòâèåì, è êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ

óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé. Äîêàçàíà

òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è. Ïîñòðîåíî ôðèäðèõ-

ñîâî ðàñøèðåíèå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüå [7].

4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìóþ ñèñòåìîé äèôôåðåí-

öèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

M∑
k=0

Ak(t)y
′(t− kτ) +

M∑
k=0

Bk(t)y(t− kτ) = u(t), 0 < t < T. (4.1)

Çäåñü y(t) =

 y1(t)
...

ym(t)

�íåèçâåñòíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿ-

íèå ñèñòåìû, u(t) =

 u1(t)
...

un(t)

� âåêòîð-ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, Ak(t), Bk(t) =

{akij(t)}, {bkij(t)}, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m�ìàòðèöû ïîðÿäêà n×m ñ ýëåìåí-

òàìè akij(t), b
k
ij(t) êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìûìè ôóíêöèÿìè íà R, τ = const > 0� çàïàçäûâàíèå.

Ïðåäûñòîðèÿ ñèñòåìû çàäàåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(t) = φ(t), t ∈ [−Mτ, 0]. (4.2)
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Çäåñü φ(t) =

 φ1(t)
...

φm(t)

�íåêîòîðàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðèâåäåíèè ñèñòåìû (4.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (4.2)

â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè t ≥ T. Äëÿ ýòîãî ìû íàéäåì òàêîå óïðàâëåíèå

u(t), 0 < t < T, ÷òî:

y(t) = 0, t ∈ [T −Mτ, T ], (4.3)

ãäå T > (M + 1)τ, T −Mτ = τN.

Áóäåì èñêàòü óïðàâëåíèå, äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó ýíåðãèè

T∫
0

|u(t)|2dt→ min,

ãäå |.|� åâêëèäîâà íîðìà â Rn. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (4.1) ìû ïîëó÷àåì âàðè-

àöèîííóþ çàäà÷ó î ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà

J(y) :=

T∫
0

∣∣∣∣∣
M∑
k=0

Ak(t)y
′(t− kτ) +

M∑
k=0

Bk(t)y(t− kτ)

∣∣∣∣∣
2

dt→ min . (4.4)

4.2 Âàðèàöèîííàÿ è êðàåâàÿ çàäà÷è

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü âçàèìîñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé çàäà÷åé (4.4),

(4.2), (4.3) è ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-

íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ââåäåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ

ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðèì ñëó÷àé n > m.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü âåùåñòâåííûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, ââåäåí-

íûå â ïåðâîé ãëàâå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ċ∞,m(a, b) ïðîñòðàíñòâî ôèíèòíûõ, áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-

öèðóåìûõ âåêòîð-ôóíêöèé íà (a, b).

Ïîêàæåì, ÷òî âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (4.2)�(4.4) ýêâèâàëåíòà êðàåâîé çàäà÷å

äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïóñòü y ∈ W 1,m
2 (−Mτ, T )�ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (4.2)�(4.4), ãäå
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φ ∈ W 1,m
2 (−Mτ, 0). Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà

L̃ = {v ∈ Lm
2 (−Mτ, T ) : v(t) = 0, t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −Mτ, T )},

W̃ = {v ∈ W 1,m
2 (−Mτ, T ) : v(t) = 0, t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −Mτ, T )}.

Ìû áóäåì ÷àñòî îòîæäåñòâëÿòü ïðîñòðàíñòâî L̃ c Lm
2 (0, T − Mτ), à ïðî-

ñòðàíñòâî W̃ ñ W̊ 1,m
2 (0, T −Mτ), íå îãîâàðèâàÿ ýòîãî ñïåöèàëüíî.

Ïóñòü v ∈ W̃ �ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ y +

sv ∈ W 1,m
2 (−Mτ, T ) è óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (4.2), (4.3) äëÿ âñåõ

s ∈ R.
Îáîçíà÷èì J(y+ sv) = F (s). Ïîñêîëüêó J(y+ sv) ≥ J(y), s ∈ R, ìû èìååì

dF

ds

∣∣∣∣
s=0

= 0, (4.5)

Ïîëîæèì

B(y, v) :=

T∫
0

(
M∑
k=0

Ak(t)y
′(t− kτ) +

M∑
k=0

Bk(t)y(t− kτ)

)T

×

×

(
M∑
l=0

Al(t)v
′(t− lτ) +

M∑
l=0

Bl(t)v(t− lτ)

)
dτ. (4.6)

Èç ðàâåíñòâà (4.5) ñëåäóåò, ÷òî

B(y, v) = 0, v ∈ W̃ . (4.7)

Ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíîãî èç ñëàãàåìûõ, ïîëó÷åííûõ ïðè ðàñêðûòèè

ñêîáîê. Îáîçíà÷èì

Bk,l(y, v) =

T∫
0

(Ak(t)y
′(t− kτ) +Bk(t)y(t− kτ))

T ×

× (Al(t)v
′(t− lτ) +Bl(t)v(t− lτ)) dτ.

Â ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ v(t−lτ) èëè v′(t−lτ), ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé
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ξ = t− lτ. Ïîëó÷èì

Bk,l(y, v) =

T−lτ∫
−lτ

(Ak(ξ + lτ)y′(ξ + (l − k)τ) +Bk(ξ + lτ)×

× y(ξ + (l − k)τ))T (Al(ξ + lτ)v′(ξ) +Bl(ξ + lτ)v(ξ))dξ.

Âåðíåìñÿ ê ñòàðîé ïåðåìåííîé t, ïîëàãàÿ t = ξ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî v(t) = 0 ïðè

t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −Mτ, T ), áóäåì èìåòü

Bk,l(y, v) =

T−Mτ∫
0

(Ak(t+ lτ)y′(t+ (l − k)τ) +Bk(t+ lτ)×

× y(t+ (l − k)τ))T (Al(t+ lτ)v′(t) +Bl(t+ lτ)v(t))dt. (4.8)

Ïîäñòàâëÿÿ (4.8) â (4.6) è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:

B(y, v) =

T−Mτ∫
0

M∑
l,k=0

{(Ak(t+ lτ)y′(t+ (l − k)τ))T (Al(t+ lτ)v′(t)) +

+ [(Ak(t+ lτ)y′(t+ (l − k)τ))TBl(t+ lτ)− (4.9)

− ((Bk(t+ lτ)y(t+ (l − k)τ))TAl(t+ lτ))′ +

+ (Bk(t+ lτ)y(t+ (l − k)τ))TBl(t+ lτ)]v(t)}dt.

Èç (4.9) è îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé ñëåäóåò, ÷òî

M∑
l,k=0

AT
l (t+ lτ)Ak(t+ lτ)y′(t+ (l − k)τ) ∈ W 1,n

2 (0, T −Mτ). (4.10)

Â ñèëó (4.10), ïîäñòàâëÿÿ (4.8) â (4.7), ìû ìîæåì ïðîèçâåñòè èíòåãðèðîâàíèå
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ïî ÷àñòÿì. Òîãäà ìû ïîëó÷èì

−

 M∑
l,k=0

AT
l (t+ lτ)Ak(t+ lτ)y′(t+ (l − k)τ)

′

+

+
M∑

l,k=0

{BT
l (t+ lτ)Ak(t+ lτ)y′(t+ (l − k)τ)− (4.11)

−

 M∑
l,k=0

AT
l (t+ lτ)Bk(t+ lτ)y(t+ (l − k)τ)

′

+

+
M∑

l,k=0

BT
l (t+ lτ)Bk(t+ lτ)y(t+ (l − k)τ)} = 0 (t ∈ (0, T −Mτ).

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,m
2 (−Mτ, T ) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòå-

ìå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (4.11) ïî÷òè âñþäó íà èíòåðâàëå

(0, T −Mτ).

Îïðåäåëåíèå 4.1. Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,m
2 (−Mτ, T ) íàçûâàåòñÿ îáîáùåí-

íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4.11), (4.2), (4.3), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4.10), y(t)

ïî÷òè âñþäó íà (0, T −Mτ) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (4.11), à òàêæå

êðàåâûì óñëîâèÿì (4.2), (4.3).

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíî

îïðåäåëåíèþ 4.1.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,m
2 (−Mτ, T ) íàçûâàåòñÿ îáîáùåí-

íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4.11), (4.2), (4.3), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó

òîæäåñòâó

B(y, v) =

T−Mτ∫
0

M∑
l,k=0

(AT
l (t+ lτ)Ak(t+ lτ)y′(t+ (l − k)τ))Tv′(t)dt+

+

T−Mτ∫
0

M∑
l,k=0

{(BT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l − k)τ))T −

− ((AT
l (t+ lτ)Bk(t+ lτ)y(t+ (l − k)τ))′)T + (4.12)

+ (BT
l (t+ lτ)Bk(t+ lτ)y(t+ (l − k)τ))T}v(t)dt = 0,
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è êðàåâûì óñëîâèÿì (4.2), (4.3).

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ W 1,m
2 (−Mτ, T )

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è (4.2)�(4.4), òî îíà áóäåò îáîáùåííûì

ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (4.11), (4.2), (4.3).

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ

y ∈ W 1,m
2 (−Mτ, T ) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (4.11), (4.2),

(4.3), òî îíà áóäåò ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è (4.2)�(4.4).

Äîêàæåì ýòî.

Ïóñòü y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T )� îáîáùåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (4.11), (4.2),

(4.3). Òîãäà äëÿ âñåõ v ∈ W̃ ìû ïîëó÷àåì

J(y + v) = J(y) + J(v) + 2B(y, v),

ãäå J(v)�íåîòðèöàòåëüíûé êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë. Ïîñêîëüêó y� îáîá-

ùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (4.11), (4.2), (4.3), òî B(y, v) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

J(y + v) ≥ J(y)

äëÿ âñåõ v ∈ W̃ . Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü φ ∈ W 1,m
2 (−Mτ, 0). Ôóíêöèîíàë (4.4) ñ êðàåâûìè óñëîâè-

ÿìè (4.2), (4.3) äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà íåêîòîðîé ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (4.11), (4.2),

(4.3).

4.3 Àïðèîðíûå îöåíêè. Ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è.

Ôðèäðèõñîâî ðàñøèðåíèå

Ââåäåì îïåðàòîð R0 : L̃→ Lm
2 (0, T −Mτ) ïî ôîðìóëå

R0u(t) =
M∑
k=0

Ak(t)u(t− kτ).

Ëåììà 4.1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìèíîð m-îãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A0(t), êîòî-
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ðûé íå ðàâåí 0 ïðè t ∈ R. Òîãäà äëÿ âñåõ w ∈ W̃

J0(w) ≥ c0||w||2W 1,m
2 (0,T−Mτ)

, (4.13)

ãäå c0 > 0�ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò w,

J0(v) :=

T∫
0

(
M∑
k=0

Ak(t)v
′(t− kτ))T (

M∑
k=0

Ak(t)v
′(t− kτ))dt. (4.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûå m

ñòðîê ìàòðèöû A0(t) îáðàçóþò ìèíîð m-îãî ïîðÿäêà, íå ðàâíûé 0 ïðè t ∈ R.
Ââåäåì ìàòðèöó Ã0(t)�ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç A0(t) âû÷åðêèâàíèåì (n−

m) ïîñëåäíèõ ñòðîê.

1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: äëÿ ëþáîãî k ∈ N ñóùåñòâóåò wk ∈ W̃ òàêîå,

÷òî

J0(wk) ≤
1

k
||wk||2W 1,m

2 (0,T−Mτ)
. (4.15)

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ||wk||W 1,m
2 (0,T−Mτ) = 1.

Òîãäà â ñèëó êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ W̃ â Lm
2 (0, T −Mτ) ñóùåñòâóåò ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {wkp} ⊂ W̃ , ñõîäÿùàÿñÿ â Lm
2 (0, T−Mτ) ïðè k → ∞ ê íåêîòîðîé

âåêòîð-ôóíêöèè w0 ∈ Lm
2 (0, T −Mτ).

2. Ïóñòü 0 < t < τ. Òîãäà âûðàæåíèå (R0w
′
km
)(t) èìååò âèä (R0w

′
kp
)(t) =

A0(t)w
′
kp
(t). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû Ã0(t) è íåðàâåí-

ñòâà (4.15) èìååì w′
ks
→ 0 â Lp

2(0, τ) ïðè p→ ∞.

3. Ïóñòü òåïåðü τ < t < 2τ. Òîãäà (R0w
′
kp
)(t) = A0(t)w

′
kp
(t)+A1(t)w

′
kp
(t− τ).

Îòñþäà â ñèëó íåðàâåíñòâà (4.15) è ï. 2 äîêàçàòåëüñòâà èìååì

(R0w
′
kp
)(t) → 0 è A1(t)w

′
kp
(t− τ) → 0 â Lm

2 (τ, 2τ) ïðè m→ ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó ìàòðèöà Ã0(t) íåâûðîæäåíà, ìû èìååì w′
kp

→ 0

â Lp
2(τ, 2τ) ïðè p→ 0.

4. Àíàëîãè÷íî çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû äîêàæåì, ÷òî w′
ks
→ 0 â Lm

2 (lτ, L)

äëÿ ëþáîãî l ∈ N òàêîãî, ÷òî 2τ ≤ lτ < L, ãäå L = min{(l+1)τ, T−Mτ}. Òàêèì
îáðàçîì, w0 ∈ W̊ 1,m

2 (0, T −Mτ) è w0 = const ̸= 0. Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå,

êîòîðîå äîêàçûâàåò ëåììó 4.1.
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Ëåììà 4.2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå ëåììû 4.1. Òîãäà äëÿ âñåõ w ∈ W̃

J(w) ≥ c1||w||2W 1,m
2 (0,T−Mτ)

. (4.16)

ãäå c1 > 0�ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò w.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî det Ã0(t) ̸= 0.

1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: íåðàâåíñòâî (4.16) íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî k ∈ N ñóùåñòâóåò wk ∈ W̃ òàêîå, ÷òî

J(wk) ≤
1

k
||wk||2W 1,m

2 (0,T−Mτ)
.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ||wk||W 1,m
2 (0,T−Mτ) = 1.

Òîãäà ìû èìååì

J(wk) ≤
1

k
(4.17)

Ââåä¼ì îïåðàòîð R1 : L̃→ Lm
2 (0, T −Mτ) ïî ôîðìóëå

(R1v)(t) =
M∑
k=0

Bk(t)v(t− kτ). (4.18)

Èç íåðàâåíñòâà

α2 ≤ 2(α + β)2 + 2β2 (α, β ∈ R),

ëåììû 4.1 è îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà R1 : L̃ → Lm
2 (0, T −Mτ), äëÿ ëþáîãî

v ∈ W̃ ìû ïîëó÷èì

c0||v||2W 1,m
2 (0,T−Mτ)

≤ J0(v) ≤ (4.19)

≤ 2J(v) + 2

T−Mτ∫
0

|(R1v)(t)|2dt ≤ 2J(v) + k1||v||2Lm
2 (0,T−Mτ),

ãäå c0, k1 > 0�ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò v.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ W̃ â Lm
2 (0, T −Mτ) ñóùåñòâóåò

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {wkm}, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé âåêòîð-ôóíêöèè

w0 â ïðîñòðàíñòâå Ln
2(0, T −Mτ). Òàêèì îáðàçîì, èç (4.17), (4.19) ñëåäóåò, ÷òî

c0||wkm − wkl||2W 1,m
2 (0,T−Mτ)

≤ 2J(wkm − wkl) + k1||wkm − wkl||2Ln
2 (0,T−Mτ) ≤
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≤ 4

km
+

4

kl
+ k1||wkm − wkl||2Lm

2 (0,T−Mτ) → 0 ïðè l,m→ ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, wkm → w0 â W̃ è ||w0||W 1,n
2 (0,T−Mτ) = 1. Ïîýòîìó â ñèëó (4.17)

ìû èìååì

J(w0) =

T−Mτ∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

m=0

Am(t)w
′
0(t−mτ) +

M∑
m=0

Bm(t)w0(t−mτ)

∣∣∣∣∣
2

dt = 0,

ò. å.

M∑
m=0

Am(t)w
′
0(t−mτ) +

M∑
m=0

Bm(t)w0(t−mτ) = 0, t ∈ (0, T −Mτ). (4.20)

Ïîñêîëüêó w0 ∈ W̃ , âåêòîð-ôóíêöèÿ w0 óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

w0(t) = 0, t ∈ [−Mτ, 0]. (4.21)

Òîãäà, åñëè 0 < t ≤ τ, ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.20) ïðèìåò âèä

Ã0(t)w
′
0(t) + B̃0(t)w0(t) = 0, (4.22)

ïðè ýòîì â ñèëó (4.21)

w0(0) = 0,

ãäå B̃0(t)�ìàòðèöà ïîðÿäêà m×m, ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðèöû B0(t) âû÷åðêèâà-

íèåì ïîñëåäíèõ (n−m) ñòðîê.

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ det Ã0(t) ̸= 0, ìû èìååì

w0(t) = 0, t ∈ [0, τ ]. (4.23)

Â ñèëó (4.21), (4.23) äëÿ τ < t ≤ 2τ ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.20) ïðèìåò âèä (4.22),

ïðè ýòîì â ñèëó (4.23) w0(τ) = 0. Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïîëóèíòåðâàëå (τ, 2τ ], èìååì

w0(t) = 0, t ∈ (τ, 2τ ], è ò. ä.

Òàêèì îáðàçîì, w0(t)≡ 0 ïðè t∈ [0, T −Mτ ]. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó

||w0||W 1,n
2 (0,T−Mτ)=1.
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Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìèíîð m-îãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A0(t), êîòî-

ðûé íå ðàâåí 0 ïðè t ∈ R. Òîãäà äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè φ ∈ W 1,m
2 (−Mτ, 0)

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (4.11), (4.2),

(4.3) y ∈ W 1,m
2 (−Mτ, T ), ïðè ýòîì

||y||W 1,m
2 (−Mτ,T ) ≤ c||φ||W 1,m

2 (−Mτ,0), (4.24)

ãäå c > 0�ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

Φ(t) =


φ(t), åñëè −Mτ ≤ t ≤ 0;

0, åñëè T −Mτ ≤ t ≤ T ;

φ(0)− φ(0)t

T −Mτ
, åñëè 0 < t < T −Mτ.

Î÷åâèäíî, ÷òî Φ ∈ W 1,m
2 (−Mτ, T ). Êðîìå òîãî, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïå-

ðàòîðà âëîæåíèÿ W 1
2 (−Mτ, T ) â C[−Mτ, 0] èìååì

||Φ||W 1,m
2 (−Mτ,T ) ≤ k1||φ||W 1,m

2 (−Mτ,0), (4.25)

ãäå k1 > 0�ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò φ.

Ïóñòü x = y − Φ, òîãäà x ∈ W̃ . Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (4.7) ïðèìåò âèä

B(Φ, v) +B(x, v) = 0, v ∈ W̃ . (4.26)

Ïîñêîëüêó B(v, v) = J(v), v ∈ W̃ , ïî ëåììå 4.2 â ïðîñòðàíñòâå W̊ 1
2 (0, T −

Mτ) ìû ìîæåì ââåñòè ýêâèâàëåíòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå

(x, v)′
W̊ 1,m

2 (0,T−Mτ)
= B(x, v). (4.27)

Ñëåäîâàòåëüíî, òîæäåñòâî (4.26) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

B(Φ, v) + (x, v)′
W̊ 1,m

2 (0,T−Mτ)
= 0. (4.28)

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî Φ ∈ W 1,m
2 (−Mτ, T ) ôóíêöèîíàë B(Φ, v) ëèíååí ïî

v ∈ W̃ .Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è íåðàâåíñòâà (4.25), (4.16)
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ìû ïîëó÷àåì

|B(Φ, v)| ≤ k2||Φ||W 1,m
2 (−Mτ,T )||v||W 1,m

2 (0,T−Mτ) ≤

≤ k3||φ||W 1,m
2 (−Mτ,0)||v||W 1,m

2 (0,T−Mτ) ≤ k4||φ||W 1,m
2 (−Mτ,0)||v||′W̊ 1,m

2 (0,T−Mτ)
,

(4.29)

ãäå k2, k3, k4 > 0�ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò φ è v.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííîì Φ ôóíêöèîíàë B(Φ, v) îãðàíè÷åí ïî v

íà W̃ . Â ñèëó íåðàâåíñòâà (4.29) íîðìà ôóíêöèîíàëàB(Φ, v) íà W̊ 1,m
2 (0, T−Mτ)

íå ïðåâûøàåò k4||φ||W 1,m
2 (−Mτ,0). Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðèññà îá îáùåì âèäå ëèíåé-

íîãî ôóíêöèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F ∈ W̃

òàêàÿ, ÷òî

B(Φ, v) = (F, v)′
W̊ 1,m

2 (0,T−Mτ)

è

||F ||′
W̊ 1,m

2 (0,T−Mτ)
≤ k4||φ||W 1,m

2 (−Mτ,0). (4.30)

Ýòà ôóíêöèÿ åäèíñòâåííà. Òàêèì îáðàçîì, òîæäåñòâî (4.28) ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå

(x, v)′
W̊ 1,m

2 (0,T−Mτ)
+ (F, v)′

W̊ 1,m
2 (0,T−Mτ)

= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (4.11), (4.2), (4.3) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðå-

øåíèå y = Φ−F, ïðè ýòîì â ñèëó (4.25) è (4.30) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (4.24).

Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.1 ñâîäèòñÿ ïî ñóùåñòâó ê ñâåäåíèþ îäíî-

ðîäíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (4.11) ñ íåîäíîðîä-

íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (4.2) è îäíîðîäíûìè óñëîâèÿìè (4.3) ê íåîäíîðîä-

íîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ îäíîðîäíûìè êðàåâû-

ìè óñëîâèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùå-

ãî íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå L̃ è èçó÷åíèè åãî

ñâîéñòâ.

Ïóñòü AR : L̃ ⊃ D(AR) → L̃�íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, çàäàííûé ïî
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ôîðìóëå:

(ARy)(t) = −

 M∑
l,k=0

AT
l (t+ lτ)Ak(t+ lτ)y′(t+ (l − k)τ)

′

+

+
M∑

l,k=0

{BT
l (t+ lτ)Ak(t+ lτ)y′(t+ (l − k)τ)− (4.31)

−

 M∑
l,k=0

AT
l (t+ lτ)Bk(t+ lτ)y(t+ (l − k)τ)

′

+

+
M∑

l,k=0

BT
l (t+ lτ)Bk(t+ lτ)y(t+ (l − k)τ)} (t ∈ (0, T −Mτ))

ïðè y ∈ D(AR), ãäå

D(AR) =
{
y ∈ W̃ :

M∑
l,k=0

AT
l (t+ lτ)Ak(t+ lτ)×

×y′(t+ (l − k)τ) ∈ W 1,m
2 (0, T −Mτ)

}
,

ñì. óñëîâèå (4.10).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç AR ñóæåíèå îïåðàòîðà AR íà Ċ∞,m(0, T −Mτ), ò. å. AR :

L̃ ⊃ D(AR) → L̃ åñòü íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, çàäàííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ARy = ARy ïðè y ∈ D(AR) := Ċ∞,m(0, T −Mτ).

Òåîðåìà 4.3. Îïåðàòîð AR : L̃ ⊃ D(AR) → L̃ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì

ôðèäðèõñîâûì ðàñøèðåíèåì îïåðàòîðà AR ñ íèæíåé ãðàíüþ cAR
≥ c1 > 0, ãäå

c1 �ïîñòîÿííàÿ èç íåðàâåíñòâà (4.16).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð AR ñèììåòðè÷åñêèé, ò. å. (ARv, w)L̃ = (v, ARw)L̃
äëÿ ëþáûõ v, w ∈ D(AR).

Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì âûðàæåíèå:

−
T−Mτ∫
0


M∑

l,k=0

AT
l (t+ lτ)Ak(t+ lτ)v′(t+ (l − k)τ))′


T

w(t)dt,
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ïîëó÷èì

(ARv, w)L̃ = B(v, w) =
M∑

l,k=0

Bk,l(v, w), (4.32)

ãäå

Bk,l(v, w) =

T−Mτ∫
0

{−[AT
l (t+ lτ)Ak(t+ lτ)v′(t+ (l − k)τ)]T ×

× w′(t) + [BT
l (t+ lτ)Ak(t+ lτ)v′(t+ (l − k)τ)]Tw(t)− (4.33)

− [AT
l (t+ lτ)Bk(t+ lτ)v(t+ (l − k)τ))′]Tw(t) +

+ [BT
l (t+ lτ)Bk(t+ lτ)v(t+ (l − k)τ)]Tw(t)}dt,

ñì. (4.8).

Ñäåëàåì â âûðàæåíèè äëÿ Bk,l(v, w) çàìåíó ïåðåìåííîé ξ = t + (l − k)τ.

Òîãäà èç (4.33) ñëåäóåò, ÷òî

Bk,l(v, w) =

T−Mτ∫
0

{(v′(ξ))T (AT
k (ξ + kτ)Al(ξ + kτ)w′(ξ + (k − l)τ)) +

+ (v′(ξ))T (AT
k (ξ + kτ)Bl(ξ + kτ)w(ξ + (k − l)τ))−

− (v(ξ))T (BT
k (ξ + kτ)Al(ξ + kτ)w′(ξ + (k − l)τ)) +

+ (v(ξ))T (BT
k (ξ + kτ)Bl(ξ + kτ)w(ξ + (k − l)τ))dt.

Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðîé ïåðåìåííîé t, ïîëàãàÿ t = ξ, è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì,

èìååì

Bk,l(v, w) =

T−Mτ∫
0

(v(t))T{−[AT
k (t+ kτ)Al(t+ kτ)w′(t+ (k − l)τ)]′ −

− (AT
k (t+ kτ)Bl(t+ kτ)w(t+ (k − l)τ)]′ + (4.34)

+ [BT
k (t+ kτ)Al(t+ kτ)w′(t+ (k − l)τ)] +

+ [BT
k (t+ kτ)Bl(t+ kτ)w(t+ (k − l)τ)}dt.

Ñóììèðóÿ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè (4.34) ïî k, l è ìåíÿÿ k, l ìåñòàìè, ïîëó÷èì

ðàâåíñòâî (ARv, w)L̃ = (v, ARw)L̃ äëÿ ëþáûõ v, w ∈ D(AR).

2. Ðàññìîòðèì òåïåðü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó (ARv, v)L̃, v ∈ D(AR).
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Â ñèëó (4.32)

(ARv, v)L̃ = B(v, v) = J(v), v ∈ D(AR).

Èç ëåììû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî

(ARv, v)L̃ ≥ c1||v||2W 1,m
2 (0,T−Mτ)

, v ∈ D(AR). (4.35)

3. Èç òåîðåìû 2 â [17, ãë. 12, ï. 5] è ñëåäñòâèÿ 3, â [17, ãë. 12, ï. 5], à òàêæå

ñèììåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà AR è íåðàâåíñòâà (4.35) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü

òåîðåìû 4.3.
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

� Èññëåäîâàíû êðàåâûå çàäà÷è, îïèñûâàåìûå ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ íåîäíîðîíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, ðàññìàòðè-

âàåìûå íà çàäàííîì èíòåðâàëå.

� Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà âñïîìîãàòåëüíûõ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ.

� Ïîêàçàíà ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííîé çàäà÷åé, ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å

îá óñïîêîåíèè ñèñòåìû ñ ïîñëåäåéñòâèåì, è êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

� Èçó÷åíà ðàçðåøèìîñòü è ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷ íà

ïîäûíòåðâàëàõ è öåëîì èíòåðâàëå.

� Äëÿ îïåðàòîðà, îïèñûâàþùåãî âûðîæäàþùèéñÿ òèï, áûëî ïîñòðîåíî ôðè-

äðèõñîâî ðàñøèðåíèå.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü è áîëüøóþ ïðè-

çíàòåëüíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ñêóáà÷åâñêîìó À. Ë. çà ïîñòàíîâêó çà-

äà÷è, ïîääåðæêó è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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