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Введение

Актуальность темы. Несмотря на то, что стандартные инфляционные сценарии,

основанные на теории гравитации Эйнштейна и постулировании существования некото­

рого канонического скалярного поля (инфлатона), являющегося источником ускоренного

расширения Вселенной на ранней стадии ее эволюции, успешно объясняют происхожде­

ние крупномасштабной структуры, анизотропию реликтового излучения и механизмы об­

разования элементарных частиц [1–4], то есть дают последовательный метод объяснения

происхождения Вселенной и ее дальнейшей эволюции, существуют проблемы, выходящие

за рамки такого подхода, например, природа темной энергии [5] на стадии повторного

расширения Вселенной [6; 7] или построение теории квантовой гравитации. Для решения

этих задач используются модификации стандартной инфляционной парадигмы.

Как правило, рассматривается два подхода к модификации стандартных космоло­

гических моделей: первый связан с введением новых типов скалярных полей (например,

поля 𝑘-эссенции [8], фантомных [9;10] или тахионных полей [11], скалярных полей с уравне­

нием состояния газа Чаплыгина [12]) или увеличением числа скалярных полей различных

типов и определения взаимодействия между ними в рамках ОТО [13]. Также рассматри­

вается возможность объяснения ускоренного расширения Вселенной за счет спинорных

полей [14] с изотропизацией Вселенной в современную эпоху. Второй подход основан на

различных модификациях гравитации Эйнштейна [15;16]. Предложенные подходы можно

комбинировать для построения актуальных космологических моделей [17;18].

В настоящее время, после обнаружения бозона Хиггса в экспериментах на Большом

Адронном Коллайдере [19], получено дополнительное обоснование возможности использо­

вания скалярных полей для описания эволюции Вселенной. Скалярное поле с потенциалом

Хиггса может рассматриваться в качестве инфлатона, приводящего к раннему ускорению

в расширении Вселенной и последующему образованию элементарных частиц.

В контексте мультиполевого подхода, эффективным методом построения космологи­

ческих моделей является использование нелинейных сигма-моделей или киральных кос­

мологических моделей, в которых взаимодействие между полями определяется метрикой

внутреннего пространства полей [13].

Таким образом, при проведении анализа динамики ранней Вселенной актуальным

представляется определение свзязи между уравнениями космологической динамики для

однополевых моделей с различными типами скалярных полей и мультиполевыми кираль­

ными космологическими моделями. Также, приводя все независимые уравнения космоло­
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гической динамики к уравнению одного типа, можно анализировать различные модели на

основе одних методов.

В настоящее время рассматривается большое число модификаций гравитации Эйн­

штейна [15;16], среди которых основное внимание будет уделено двум типам теорий с неми­

нимальным взаимодействием скалярного поля и кривизны пространства-времени, именно

скалярно-тензорной гравитации c неминимальным взаимодействием скалярного поля и

скаляра Риччи и гравитации Эйнштейна-Гаусса-Бонне (с неминимальным взаимодействи­

ем поля и скаляра Гаусса-Бонне).

Cкалярно-тензорные теории гравитации, модифицирующие гравитацию Эйнштейна,

позволяют объяснить обе стадии ускоренного расширения без привлечения темной энергии

и, также, на ранней стадии эволюции Вселенной, соответствуют различным моделям эф­

фективной теории квантовой гравитации, построенной на основе теории струн, суперструн

или супергравитации, которые дают различные поправки к ОТО в низкоэнергетическом

пределе [20].

Успешное детектирование гравитационных волн от слияния черных дыр и нейтрон­

ных звезд [21–23] определяет дополнительные ограничения на параметры модифициро­

ванных теорий гравитации. Данные по обнаружению гравитационных волн при слиянии

черных дыр подтвердили, что наблюдаемые граваитационные волны согласуются с пред­

сказанием Общей Теории Относительности для двойных систем [21–23]. Более того, почти

одновременное обнаружение гравитационных волн от слияния нейтронных звезд [23] и

сопутствующего короткого гамма-всплеска [24] внесло ограничение на отклонение их ско­

рости распространения от скорости света в вакууме до порядка 10−15 [25], что должно

учитываться при построении космологических моделей, основанных на модифицирован­

ных теориях гравитации.

Таким образом, актуальной задачей становится построение решений для моделей,

основанных на модификациях теории гравитации Эйнштейна, совпадающих с решениями,

полученными в рамках ОТО [26]. Отметим, что динамика космологических возмущений

для моделей, основанных на различных теориях гравитации, различна, и их параметры

рассматриваются отдельно для каждого случая модификаций гравитации Эйнштейна с

учетом наблюдательных ограничений.

Обычным методом анализа космологических моделей с модифицированными теори­

ями гравитации являются конформные преобразования метрики, которые приводят дей­

ствие, определяющее модель с модифицированной гравитацией, к действию Эйнштейна­

Гильберта с соответствующим преобразованием геометрических и материальных компо­

нент в действии, что соответствует переходу от представления Йордана к представлению

Эйнштейна для произвольного вида метрики пространства-времени [15;16].
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Согласно данным наблюдений спутника PLANCK [27] Вселенная с большой степе­

нью точности является плоской, и геометрии Вселенной хорошо соответствует метрика

плоского пространства Фридмана-Робертсона-Уокера. Таким образом, актуальным пред­

ставляется подход, в котором определяются функциональные и параметрические связи

между модифицированными теориями гравитации и ОТО на фоне пространства Фрид­

мана-Робертсона-Уокера непосредственно из уравнений динамики, что позволяет произво­

дить оценку расхождений предсказаний этих теорий при построении актуальных космо­

логических моделей.

При построении моделей ранней Вселенной важное значение имеет их верификация,

то есть сопоставление предсказаний теории с имеющимися на данный момент наблюде­

ниями, связанными с анизотропией реликтового излучения, барионными акустическими

осцилляциями и оценкой значения параметра Хаббла на современной стадии повторного

ускоренного расширения [27]. Отметим, что ключевое значение для верификации космо­

логических моделей имеет детектирование реликтовых гравитационных волн, измерение

характеристик которых позволит резко сократить большое число теоретических моделей,

удовлетворяющих наблюдательным ограничениям в настоящий момент. Также регистра­

ция реликтовых гравитационных волн усиливает позиции инфляционной парадигмы по

сравнению с альтернативными сценариями, например, моделями «генезиса» и моделями

с «отскоком» от сингулярности, в которых космологические гравитационные волны отсут­

ствуют [28]. Тем не менее, на настоящий момент реликтовые гравитационные волны не

зарегистрированы.

Для построения непротиворечивых моделей ранней Вселенной, кроме анализа ста­

дии инфляции, также необходимо учитывать динамику на современной стадии эволюции

в силу наблюдаемого повторного ускоренного расширения [6; 7]. Следовательно, при по­

строении актуальных моделей ранней Вселенной, важной задачей является получение кос­

мологических решений, обобщенных на оба случая ускоренного расширения. Обобщенные

таким образом точные космологические решения позволят рассматривать эволюцию Все­

ленной на двух стадиях ускоренного расширения посредством их редукции к частным слу­

чаям, что существенно упрощает анализ космологических моделей. Вторым направлением

обобщения космологических решений является их генерирование для теории гравитации,

содержащей ОТО и различные скалярно-тензорные теории как частные случаи. Модели

такого типа можно построить на основе гравитации Хорндески [29].

Таким образом, развитие методов построения и верификации теоретических моделей

ранней Вселенной, основанных на эволюции скалярного поля в пространстве Фридмана­

Робертсона-Уокера, является актуальной задачей в контексте исследования физических

свойств материи и пространства-времени.
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Целью данного исследования является разработка новых методов точного и прибли­

женного анализа космологических моделей как в случае теории гравитации Эйнштейна,

так и для модифицированных теорий гравитации и оценка влияния модификаций ОТО

на значения спектральных параметров космологических возмущений в контексте верифи­

кации моделей ранней Вселенной.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие задачи:

1. Разработка новых методов приближенного и точного анализа космологических

моделей на ранней (инфляционной) стадии эволюции Вселенной.

2. Оценка расхождения между точными и приближенными решениями на уровне

космологической динамики и уточнение спектральных параметров космологиче­

ских возмущений по сравнению с полученными из приближения медленного ска­

тывания.

3. Поиск новых методов верификации космологических моделей на основе модифи­

кации их параметров в рамках ОТО и анализа влияния неминимального взаи­

модействия скалярного поля и кривизны для случая модифицированных теорий

гравитации.

4. Поиск функциональных и параметрических связей между космологическими мо­

делями, основанными на ОТО и модифицированных теориях гравитации в четы­

рехмерном пространстве Фридмана-Робертсона-Уокера.

5. Качественная и количественная оценка влияния модификаций гравитации Эйн­

штейна на параметры космологических моделей. Поиск моделей, построенных на

основе модификаций ОТО с эквивалентными случаю гравитации Эйнштейна па­

раметрами.

6. Развитие методов построения точных решений, обобщенных на случай различных

теорий гравитации и двух стадий ускоренного расширения Вселенной с возмож­

ностью их редукции к частным случаям.

Научная новизна и положения, выносимые на защиту.

В диссертационной работе получены следующие результаты:

1. Обнаружено, что квазилинейная связь между кинетической энергией скалярного

поля и параметром состояния в моделях космологической инфляции, основанных

на гравитации Эйнштейна, приводит к квазиэкспоненциальной (квазидеситтеров­

ской) динамике как и в случае приближения медленного скатывания, но с учетом

кинетической энергии поля. Это положение является основой нового метода при­

ближенного анализа динамики ранней Вселенной.
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2. Установлено, что все независимые уравнения космологической динамики могут

быть приведены к уравнению типа одномерного стационарного уравнения Шрё­

дингера с дополнительными соотношениями между параметрами космологиче­

ских моделей, определенными как в терминах скалярного поля, так и посредством

космического времени. Данный подход отличается от предыдущих методов ана­

лиза инфляционных моделей с помощью уравнения данного типа.

3. Для комплексного решения задачи верификации теоретических моделей ранней

Вселенной по параметрам космологических возмущений и генерирования точных

космологических решений предложен метод построения специального класса кос­

мологических моделей с обобщенным экспоненциально-степенным законом расши­

рения, которые удовлетворяют наблюдательным ограничениям.

4. Обнаружен новый класс точных решений для двухкомпонентных киральных кос­

мологических моделей, которые соответствуют моделям с одним скалярным полем

на стадии космологической инфляции. Также решения данного класса соответ­

ствуют моделям со скалярным полем и дополнительной материальной компонен­

той на стадии повторного ускоренного расширения Вселенной.

5. Предложен новый принцип построения космологических моделей на основе ска­

лярно-тензорной гравитации, в которых неминимальное взаимодействие скаляр­

ного поля и кривизны является источником его эволюции, отклонения динамики

от расширения де Ситтера и изменения формы потенциала. В результате прове­

денного анализа было обнаружено хорошее соответствие таких моделей наблюда­

тельным данным.

6. Установлено наличие параметрических связей ОТО с теориями гравитации, вклю­

чающими неминимальное взаимодействие скалярного поля со скаляром Риччи

и скаляром Гаусса-Бонне в четырехмерном пространстве Фридмана-Робертсона­

Уокера. На основе данных связей разработан метод количественной и качествен­

ной оценки влияния неминимального взаимодействия скалярного поля и кривиз­

ны на космологическую динамику, потенциал и параметры космологических воз­

мущений.

7. Обнаружен новый класс точных космологических решений для случая обобщен­

ных скалярно-тензорных теорий гравитации и гравитации Хорндески, полностью

совпадающих с решениями, полученными на основе гравитации Эйнштейна. Ско­

рости распространения и спектральные параметры космологических возмущений

для данного класса точных решений соответствуют случаю ОТО с высокой точ­

ностью.
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Достоверность. Все результаты, выносимые на защиту, являются новыми, научные

положения и выводы полностью обоснованы. Достоверность результатов обеспечивается

корректностью построения математических моделей и вычислений, также согласием по­

лученных результатов с известными ранее, процитированными в диссертации.

Научная и практическая ценность. Изложенные в диссертации методы могут

быть использованы при построении актуальных космологических моделей и их проверке

по наблюдательным данным, то есть направлены на применение в теоретической и наблю­

дательной космологии.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на следующих

конференциях:

1. Международная конференция «Гравитация, космология, астрофизика и нестацио­

нарная газодинамика», посвященная 90-летию Кирилла Петровича Станюковича,

РУДН–МГТУ им. Н.Э. Баумана, (Москва, 2-3 марта, 2006 г.).

2. Российская школа-семинар «Современные теоретические проблемы гравитации и

космологии GRACOS-2007», КГПУ, (Казань, 9-16 сентября, 2007 г.).

3. 13-я Российская гравитационная конференция«Международная конференция по

гравитации, космологии и астрофизике», РУДН, (Москва, 23-28 июня, 2008 г.).

4. II Российская школа-семинар «Современные теоретические проблемы гравитации

и космологии GRACOS-2009», ТГГПУ, (Казань, 27-29 августа, 2009 г.).

5. Международная научная конференция «Физические интерпретации теории отно­

сительности» – PIRT-2009, МГТУ им. Н.Э. Баумана, (Москва, 6-9 июля, 2009 г.).

6. XII Международная конференция «Современные проблемы гравитации, космоло­

гии и релятивистской астрофизики», РУДН, (Москва, 28 июня - 5 июля, 2010

г.).

7. Международная научная конференция «Физические интерпретации теории отно­

сительности» – PIRT-2013, МГТУ им. Н.Э. Баумана (Москва, 1-4 июля, 2013 г.).

8. XII Международная конференция по гравитации, космологии и астрофизике

ICGAC-12, РУДН, (Москва, 28 июня - 5 июля 2015 г.).

9. Международная научная конференция «Физические интерпретации теории отно­

сительности» – PIRT-2015, МГТУ им. Н.Э. Баумана (Москва, 29 июня - 2 июля,

2015 г.).

10. IX Всероссийская конференция «Необратимые процессы в природе и технике»,

МГТУ им. Н.Э. Баумана, (Москва, 25-27 января 2016 г.).

11. Международная конференция «Гравитация, космология и механика сплошных

сред», посвященная 100-летию со дня рождения Кирилла Петровича Станюкови­

ча, МГТУ им. Баумана, (Москва, 3-4 марта, 2016 г.).
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12. 5-я Международная школа-семинар по теоретической и наблюдательной космоло­

гии UISS - 2016, УлГПУ, (Ульяновск, 19-30 сентября, 2016 г.).

13. 2-я Международная конференция по физике частиц и астрофизике ICPPA - 2016,

МИФИ, (Москва, 10-14 октября, 2016 г.).

14. LIII Всероссийская конференция по проблемам динамики, физики частиц, физики

плазмы и оптоэлектроники - 2017, РУДН, (Москва, 15-19 мая 2017 г.).

15. Международная сессия-конференция секции ядерной физики ОФН РАН «Физика

фундаментальных взаимодействий», посвященная 50-летию Баксанской нейтрин­

ной обсерватории, (Нальчик, 6-8 июня, 2017 г.).

16. 16-я Российская гравитационная конференция «Международная конференция по

гравитации, космологии и астрофизике RUSGRAV-16», БФУ им. Иммануила Кан­

та, (Калининград, 24-30 июня, 2017 г.).

17. Международная научная конференция «Физические интерпретации теории отно­

сительности» – PIRT-2017, МГТУ им. Н.Э. Баумана (Москва, 3-6 июля, 2017 г.).

18. 3-я Международная зимняя школа-семинар по гравитации, космологии и астро­

физике «Петровские чтения», КФУ, (Казань, 27 ноября - 2 декабря, 2017 г.).

19. 2-nd international conference «Analysis and differential equations with applications

to natural sciences – ADEANS II», KwaZulu-Natal University, Durban, University of

Pretoria and the Centre of Excellence in Mathematical and Statistical Sciences (Salt

Rock, Ballito, South Africa, 27 april - 1 may, 2018).

20. LIV Всероссийская конференция по проблемам динамики, физики частиц, физики

плазмы и оптоэлектроники - 2018, РУДН, (Москва, 14-18 мая 2018 г.).

21. 4-я Международная зимняя школа-семинар по гравитации, космологии и астро­

физике «Петровские чтения», КФУ, (Казань, 26 ноября - 1 декабря, 2018 г.).

Полученные результаты также докладывались и обсуждались на семинаре «Семинар

по алгебре, геометрии, математической физике» кафедры «Вычислительная математика

и математическая физика» (МГТУ им. Баумана, Москва, Россия, 2018 г.); на семинарах

научно-исследовательской лаборатории гравитации, космологии, астрофизики (УлГПУ,

Ульяновск, Россия, 2017-2018 гг.); на семинарах научно-исследовательского отдела астро­

физики и космологии (Университет КваЗулу-Натал, ЮАР, 2017-2018 гг.).

Личный вклад. Автору принадлежит постановка задачи, получение основных ре­

зультатов и их интерпретация.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 30 печатных

изданиях, включая 2 монографии. Из них 19 статей опубликованы в журналах, рекомен­

дованных ВАК, 6 публикаций в других изданиях и 3 статьи опубликованы в материалах

конференций.
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Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, шести глав и за­

ключения. Полный объём диссертации составляет 223 страницы, включая 6 рисунков и

4 таблицы. Список литературы содержит 325 наименований.

Основное содержание работы.

В главе 1 изложены основные положения теории космологической инфляции, при­

чины использования метрики пространства Фридмана-Робертсона-Уокера для описания

геометрии однородной изотропной Вселенной при построении космологических моделей,

согласующихся с современными наблюдательными данными. Обсуждаются два вида клас­

сификаций моделей космологической инфляции: по виду потенциала скалярного поля и по

закону ускоренного расширения. Также рассматриваются основные параметры, которые

используются для анализа моделей ранней Вселенной, и причины, приводящие к необхо­

димости исследования модификаций гравитации Эйнштейна.

Использованы материалы, опубликованные в следующих работах автора исследова­

ния:

1. Червон С.В., Фомин И.В., Кубасов А.С. Скалярные и киральные поля в космоло­

гии. У.: ФГБОУ ВПО «УлГПУ им. И.Н. Ульянова», 2015. 215 с.

2. Fomin I.V. Velocity of Light in Anisotropic Spacetime // Russ. Phys. J. 2016. Vol. 59.

P. 41-47.

3. Фомин И.В., Червон С.В., Морозов А.Н. Гравитационные волны ранней Вселен­

ной. М.: Издательство МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2018. 156 с.

Глава 2 посвящена изложению приближенных и точных методов анализа космоло­

гической динамики и соотношений между ними, что позволяет проводить точный анализ

космологических моделей на основе одного (наиболее удобного для исследователя) метода.

Также проведена классификация существующих методов генерирования точных решений

уравнений космологической динамики.

В контексте обобщения методов точных решений все независимые уравнения дина­

мики приводились к уравнению типа одномерного стационарного уравнения Шрёдингера

с дополнительными соотношениями между параметрами космологических моделей, на

основе чего было сформулировано «первое утверждение о эквивалентности космологиче­

ских решений» и предложено новое условие интегрируемости уравнений космологической

динамики.

Далее рассматривался метод генерирования новых точных решений из известных на

основе преобразований параметров космологических моделей. Результатом данных преоб­

разований является класс моделей, обобщающих инфляцию с экспоненциально-степенной

динамикой, которая предполагает как выход из стадии ускоренного расширения, так и на­

личие повторного экспоненциального расширения на больших временах. Предложенные
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преобразования также подразумевают взаимосвязь между космологическими моделями с

каноническим и фантомным скалярными полями.

Приведенный метод сопоставления точных и приближенных решений позволяет оце­

нить актуальность приближения медленного скатывания, которое часто применяется при

проведении анализа космологических моделей. Рассматриваются методы расчета расхож­

дения между точными и приближенными решениями, по которому, кроме оценки этого

различия, определяется значение скалярного поля в начале стадии инфляции, также такое

расхождение рассматривается в виде генерирующей функции для поиска точных решений

уравнений космологической динамики.

Использованы материалы, опубликованные в следующих работах автора исследова­

ния:

1. Червон С.В., Фомин И.В., Кубасов А.С. Скалярные и киральные поля в космоло­

гии. У.: ФГБОУ ВПО «УлГПУ им. И.Н. Ульянова», 2015. 215 с.

2. Fomin I.V. High-frequency gravitational waves in exact inflationary models //

Proceedings of 12th International Conference on Gravitation, Astrophysics and

Cosmology (ICGAC-12). Moscow. 2015. P. 255-256.

3. Fomin I.V. The models of cosmological inflation in the context of kinetic approximation

// J. Phys. Conf. Ser. 2017. Vol. 731. P. 012004.

4. Fomin I.V. Cosmological inflation models in the kinetic approximation // Theor. Math.

Phys. 2017. Vol. 191. P. 781-791.

5. Fomin I.V., Chervon S.V. Exact and Approximate Solutions in the Friedmann

Cosmology // Russ. Phys. J. 2017. Vol. 60. P. 427-440.

6. Chervon S.V., Fomin I.V., Beesham A. The method of generating functions in exact

scalar field inflationary cosmology // Eur. Phys. J. C. 2018. Vol. 78. P. 301.

7. Фомин И.В. Точные решения в космологии Фридмана со скалярными полями //

Пространство, время и фундаментальные взаимодействия. 2018. № 1. С. 36-45.

8. Фомин И.В., Червон С.В., Морозов А.Н. Гравитационные волны ранней Вселен­

ной. М.: Издательство МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2018. 156 с.

9. Fomin I.V., Chervon S.V., Maharaj S.D. A new look at the Schrodinger equation in

exact scalar field cosmology // International Journal of Geometric Methods in Modern

Physics. 2019. Vol. 16. P. 1950022.

В главе 3 рассматривается теория космологических возмущений в моделях ранней

Вселенной, на основе которой получены формулы расчета основных параметров космо­

логических возмущений, необходимых для верификации теоретических моделей ранней

Вселенной по наблюдательным данным.
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Исходя их предложенных ранее преобразований моделей с произвольной динамикой

к обобщенной экспоненциально-степенной инфляции, показано, что данные преобразова­

ния приводят к соответствию построенных моделей наблюдательным данным по парамет­

рам космологических возмущений.

В завершении главы рассматривается значение косвенного и прямого методов де­

тектирования реликтовых гравитационных волн для анализа моделей ранней Вселенной,

приводится краткий обзор существующих и перспективных методов их прямого наблюде­

ния. Также обсуждаются методы регистрации высокочастотных гравитационных волн в

интерферометрах Фабри-Перро с использованием эффекта низкочастотного оптического

резонанса. Теоретическая оценка чувствительности таких детекторов соответствует прин­

ципиальной возможности прямых наблюдений реликтовых гравитационных волн.

Использованы материалы, опубликованные в следующих работах автора исследова­

ния:

1. Фомин И.В. Погрешность приближения медленного скатывания на инфляционной

стадии эволюции Вселенной // Сборник Российской летней школы-семинара «Со­

временные теоретические проблемы гравитации и космологии» (GRACOS-2007).

Казань. 2007. С. 166-167.

2. Фомин И.В., Червон С.В. Соотношения тензорной и скалярной мод возмущений

в точных моделях космологической инфляции // Сборник Российской летней

школы-семинара «Современные теоретические проблемы гравитации и космоло­

гии» (GRACOS-2007). Казань. 2007. С. 168-169.

3. Червон С.В., Фомин И.В. Квантовое рождение начальных космологических воз­

мущений // Известия Вузов. Поволжский регион. Сер. Физико-математические

науки. 2008. № 4. С. 97-107.

4. Chervon S.V., Fomin I.V. On calculation of the cosmological parameters in exact

models of inflation // Gravitation and Cosmology. 2008. Vol. 14. P. 163-167.

5. Fomin I.V. High-frequency gravitational waves in exact inflationary models //

Proceedings of 12th International Conference on Gravitation, Astrophysics and

Cosmology (ICGAC-12). Moscow. 2015. P. 255-256.

6. Фомин И.В. Гравитационные волны в конформно-плоских пространствах // Вест­

ник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2016. № 4(67). С. 65-78.

7. Фомин И.В. Применение низкочастотного оптического резонанса для регистрации

высокочастотных гравитационных волн / Фомин И.В. [и др.] // Вестник МГТУ

им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2015. № 1(58). С. 26-35.

8. Fomin I.V., Morozov A.N. The high-frequency gravitational waves in exact inflationary

models with Gauss-Bonnet term. // J. Phys. Conf. Ser. 2017. Vol. 798. P. 012088.
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9. Fomin I.V. Generation and detection of high frequency gravitational waves at intensive

electromagnetic excitation / Fomin I.V. at. al. // Phys. Conf. Ser. 2018. Vol. 1051. P.

012001.

10. Фомин И.В., Червон С.В., Морозов А.Н. Гравитационные волны ранней Вселен­

ной. М.: Издательство МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2018. 156 с.

В главе 4 рассматривается обобщение предложенных ранее методов точного анали­

за космологических моделей на случай дополнительного материального поля в плоской

Вселенной Фридмана и ненулевой кривизны пространства. Показана возможность исполь­

зования данных методов при построении точных решений для двухполевых киральных

космологических моделей и моделей с полем 𝑘-эссенции.

Использованы материалы, опубликованные в следующих работах автора исследова­

ния:

1. Фомин И.В. Модели с нетривиальной кинетической частью в контексте точных

решений уравнений динамики скалярного поля // Вестник МГТУ им. Н.Э. Бау­

мана. Сер. Естественные науки. 2015. №4(61). С. 37-44.

2. Fomin I.V. Generalized exact solutions in the Friedmann cosmology // Russ. Phys. J.

2018. Vol. 61. P. 843-851.

3. Fomin I.V. The chiral cosmological models with two components // J. Phys. Conf.

Ser. 2017. Vol. 918. - P. 012009.

4. Фомин И.В., Червон С.В., Крюков С.В. Динамика киральных космологических

полей в фантомно-канонической модели // Вестник БФУ им. И. Канта. Сер. Фи­

зико-математические и технические науки. 2018. № 1. С. 74-80.

5. Fomin I.V. Two-Field Cosmological Models with a Second Accelerated Expansion of

the Universe // Moscow University Physics Bulletin. 2018. Vol. 73. P. 696-701.

6. Фомин И.В. Точные решения в космологии на основе нелинейных сигма-моделей

// Пространство, время и фундаментальные взаимодействия. 2018. № 2. С. 49-58.

В главе 5 рассматриваются модели ранней Вселенной, основанные на скалярно­

тензорной гравитации, в контексте неминимального взаимодействия скалярного поля со

скаляром Риччи. Обсуждается влияние такого типа взаимодействия на динамику инфля­

ционного расширения, эволюцию скалярного поля и потенциал.

Предложен класс моделей, в которых неминимальное взаимодействие постоянного

в случае гравитации Эйнштейна скалярного поля и кривизны является источником его

эволюции, отклонения динамики Вселенной от экспоненциального расширения и потен­

циала скалярного поля от плоского. Показано, что такие модели находятся в хорошем

соответствии с наблюдательными данными.
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Обнаруженная параметрическая связь между ОТО и скалярно-тензорными теори­

ями гравитации в четырехмерном пространстве Фридмана-Робертсона-Уокера позволяет

рассматривать скалярно-тензорную гравитацию как некоторое параметрически зависимое

расширение теории гравитации Эйнштейна. На основе полученных результатов сформу­

лировано «второе утверждение о эквивалентности космологических решений».

Использованы материалы, опубликованные в следующих работах автора исследова­

ния:

1. Fomin I.V., Chervon S.V. Non-minimal coupling influence on the deviation from de

Sitter cosmological expansion // Eur. Phys. J. C. 2018. Vol. 78. P. 918.

2. Fomin I.V., Chervon S.V. Inflation with explicit parametric connection between GR

and scalar-tensor gravity // Mod. Phys. Lett. A. 2018. Vol. 33. P. 1850161.

3. Фомин И.В. Точные решения в космологии Фридмана со скалярными полями //

Пространство, время и фундаментальные взаимодействия. 2018. № 1. С. 36-45.

В главе 6 рассматривались модели ранней Вселенной с неминимальным взаимодей­

ствием скалярного поля и скаляра Гаусса-Бонне или модели на основе гравитации Эйн­

штейна-Гаусса-Бонне (ЭГБ). Была произведена оценка влияния такого взаимодействия

на динамику расширения Вселенной и потенциал скалярного поля. Основой проведенного

анализа являлась обнаруженная связь между параметрами Хаббла в случае ОТО и ЭГБ­

гравитации, которая позволяет сопоставить эти модели без использования конформных

преобразований метрики, не представленных в литературе на данный момент.

Обнаруженная связь с гравитацией Эйнштейна также использовалась для построе­

ния точных решений в случае моделей ЭГБ-инфляции с модификацией потенциала ска­

лярного поля относительно базовой модели на основе ОТО и полностью соответствующих

случаю теории гравитации Эйнштейна. На основе полученных результатов сформулиро­

вано «третье утверждение о эквивалентности космологических решений».

Далее, в контексте развития ранее предложенных методов, рассматривается постро­

ение точных космологических решений в моделях, основанных на обобщенной скалярно­

тензорной гравитации, включающих неминимальное взаимодействие поля со скаляром

Риччи и Гаусса-Бонне, также приводится связь таких моделей с гравитацией Хорндески.

На основе второго и третьего утверждений о эквивалентности космологических ре­

шений формулируется «утверждение о специальном классе обобщенных космологических

решений», в котором отмечено, что на основе точных космологических решений в случае

гравитации Эйнштейна можно построить аналогичные решения для обобщенной скалярно­

тензорной гравитации или гравитации Хорндески и вычислить соответствующие парамет­

ры этих теорий гравитации. Параметры космологических возмущений в таких моделях

будут соответствовать случаю ОТО с высокой точностью.
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Использованы материалы, опубликованные в следующих работах автора исследова­
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2. Fomin I.V., Chervon S.V. A new approach to exact solutions construction in scalar

cosmology with a Gauss-Bonnet term // Mod. Phys. Lett. A. 2017. Vol. 32. P. 1750129.

3. Fomin I.V. Cosmological Inflation with Einstein-Gauss-Bonnet Gravity // Physics of

Particles and Nuclei. 2018. Vol. 49. P. 525-529.

4. Фомин И.В. Точные решения в космологии Фридмана со скалярными полями //

Пространство, время и фундаментальные взаимодействия. 2018. № 1. С. 36-45.
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2018. № 2. С. 59-67.

В Заключении сформулированы основные результаты исследования, обсуждаются

перспективы их применения и дальнейшего развития.

Полный список публикаций автора по теме исследования представлен в Приложе­

нии А.
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Глава 1. Ускоренное расширение Вселенной и космологическая

инфляция

Модели инфляционного (ускоренного) расширения Вселенной на раннем этапе ее

эволюции, то есть на временах близких ко времени Планка, были предложены в конце

1970-х и, главным образом, в начале 1980-х годов [1–4], и, в настоящее время, становятся

все более убедительными как необходимый этап, модифицирующий стандартную теорию

Большого Взрыва, которая основана на решениях уравнений Эйнштейна для Вселенной,

заполненной обычным барионным веществом с положительной плотностью энергии 𝜌𝑚 > 0

и давлением 𝑝𝑚 > 0, 𝜌𝑚+𝑝𝑚 > 0, полученных Фридманом [30–32]. Однако, экстраполяция

фридмановских решений на ранние времена приводит ко многим неразрешимым пробле­

мам при построении на их основе сценариев эволюции Вселенной [33].

Экспоненциальное (де Ситтеровское) расширение, предполагающее 𝑝 = −𝜌, или близ­

кое к нему расширение ранней Вселенной на основе эволюции некоторого вещества с урав­

нением состояния 𝑝 ≃ −𝜌, то есть с отрицательным давлением, является особенностью ин­

фляционных моделей, которые позволяют решить проблемы стандартной модели теории

Большого Взрыва, именно, проблемы горизонта, плоскостности, однородности, изотропно­

сти, малой концентрации экзотических состояний материи (доменных стенок, релитовых

монополей и др.), анизотропии реликтового излучения, начальной сингулярности и неко­

торые другие проблемы [33;34].

Таким образом, космологические модели, содержащие комбинацию фридмановских

решений и решений (квази) де Ситтера, представляют собой основу актуального описания

эволюции Вселенной. В контексте инфляционной парадигмы ранняя Вселенная в течение

некоторого времени расширяется ускоренно и, далее, переходит в режим степенного рас­

ширения без ускорения, соответствующего решениям Фридмана.

1.1 Геометрия пространства-времени

В большинстве космологических моделей геометрическое описание Вселенной осно­

вано на модели однородного изотропного пространства (пространства-времени) Фридмана­

Робертсона-Уокера (ФРУ), что связано с высокой степенью изотропности пространства,

измеренной на основе исследований реликтового излучения [27;35]. Также эта идентифика­
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ция опирается на формальный результат, известный как теорема Элерса-Герена-Сакса [36],

что относится ко Вселенной, заполненной любой идеальной баротропной жидкостью [37].

Метрика пространства Фридмана-Робертсона-Уокера (ФРУ) записывается следую­

щим образом

(𝑑𝑠2)𝐹𝑅𝑊 = −𝑑𝑡2 + 𝑎2(𝑡)

(︂
𝑑𝑟2

1− 𝑘𝑟2
+ 𝑟2

(︀
𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜙2

)︀)︂
, (1.1)

где значения 𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 𝑘 = −1 соответствуют пространственно плоской, замкнутой и

открытой моделям Вселенной.

Также отметим два важных частных случая пространства ФРУ:

1. Случай 𝑘 = 0 и 𝑎(𝑡) = exp(𝜆𝑡), где 𝜆 – некоторая постоянная, то есть экспоненци­

альное расширение пространства соответствует метрике де Ситтера

(𝑑𝑠2)𝑑𝑆 = −𝑑𝑡2 + exp(2𝜆𝑡)
(︀
𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2

)︀
; (1.2)

2. Случай 𝑘 = 0 и 𝑎(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, то есть некоторая локальная малая окрестность

пространства ФРУ соответствует пространству Минковского

(𝑑𝑠2)𝑀𝑖𝑛𝑘 = −𝑑𝑡2 + 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2. (1.3)

Геометрические свойства пространств Фридмана-Робертсона-Уокера, де Ситтера и

Минковского подробно рассматривались в большом числе работ (см., например, в кни­

ге [38]). В контексте построения и анализа моделей ранней Вселенной большое значение

имеют динамические свойства пространства де Ситтера как частного случая пространства

ФРУ при условии экспоненциального ускоренного расширения.

Локальную анизотропию пространства ФРУ можно оценить, исходя из метрики Мин­

ковского, дополненной малыми возмущениями [39]

(𝑑𝑠2)𝑃𝑒𝑟𝑡 = (𝜂𝜇𝜈 + ℎ𝜇𝜈)𝑑𝑥
𝜇𝑑𝑥𝜈 , ℎ𝜇𝜈 ≪ 1. (1.4)

Верхняя граница локальной анизотропии пространства-времени по зависимости ско­

рости света от направления наблюдения, за вычетом дипольной анизотропии, связан­

ной с движением приемника, согласно современным экспериментам, составляет 𝛿𝑐(𝜃)/𝑐 <

10−10 − 10−14 [39–42]. В качестве источника наблюдаемой квадрупольной анизотропии ре­

ликтового излучения порядка 10−5 [27;35] можно рассматривать процессы, происходившие

в ранней Вселенной, которые в контексте инфляционной парадигмы связаны с квантовы­

ми флуктуациями скалярного поля [33].

Таким образом, в качестве модели пространства-времени рассматривается однород­

ное изотропное четырехмерное пространство Фридмана-Роберстсона-Уокера, что соответ­

ствует наиболее распространенному подходу к описанию геометрии Вселенной.
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1.2 Скалярное поле в космологии

Источником ускоренного расширения ранней Вселенной с уравнением состояния

𝑝 = −𝜌 является вакуум, уравнению состояния 𝑝 ≃ −𝜌 соответствует некоторое скалярное

(бозонное) поле. Статистика Бозе-Эйнштейна для ансамбля бозонов, в отличие от ансам­

бля фермионов, подчиняющихся принципу запрета Паули, подразумевает, что в одном

квантовом состоянии могут находиться несколько частиц, что приводит к образованию

бозонного конденсата, в котором увеличение концентрации безмассовых бозонов связано

с уменьшением эффективного давления до соответствующего уравнению состояния вида

𝑝 ≃ −𝜌. Изначальное (квази) экспоненциальное расширение, связанное с отрицательным

давлением, в силу экзотического уравнения состояния, является неустойчивым, что при­

водит к фазовому переходу, прекращению ускоренного расширения и распаду первона­

чального объема на множество областей, в которых дальнейшая эволюция соответству­

ет решениям Фридмана. Также наличие скалярного поля нарушает симметрию системы,

что приводит к появлению массы у изначально безмассовых частиц, например, в поле

Хиггса [33]. Таким образом, введение в космологические модели скалярного поля делает

возможным переход от решений (квази) де Ситтера к решениям Фридмана.

Чтобы предотвратить быстрый распад состояния 𝑝 ≃ −𝜌, необходимо допустить

существование некоторого потенциального барьера 𝑉 (𝜑), то есть минимума потенциаль­

ной энергии скалярного поля. Следовательно, в реалистичных моделях инфляции скаляр­

ное поле эволюционирует из состояния «фальшивого вакуума» с ненулевой потенциаль­

ной энергией в состояние «истинного вакуума», соответствующее минимуму потенциала

𝑉𝑚𝑖𝑛(𝜑) = 0. Иначе говоря, скалярное поле скатывается (или туннелирует) из некоторого

начального состояния к минимуму 𝑉 (𝜑), и характер этого процесса определяется формой

потенциала.

В работе Старобинского (1978) [1] была предложена несингулярная изотропная кос­

мологическая модель с массивным скалярным полем. Далее, в работах Старобинского

(1980) [2], Гуса (1981) [3], Линде (1982) [4], Альбрехта и Штайнхардта (1982) [43] учиты­

ваются физические механизмы, основанные на квантовых флуктуациях скалярного поля

и высокотемпературных фазовых переходах на ранней стадии Вселенной.

В работе Сато (1981) [44] модель фазового перехода первого рода в ранней Вселенной

приводит к экспоненциальному расширению, которое растягивает домены в масштабах на­

много превышающих горизонт событий. Кроме того, также в работе Сато (1981) [45] было

показано, что флуктуации, связанные с фазовым переходом, экспоненциально растягива­

ются и затем могут играть роль затравочных флуктуаций для образования крупномас­



22

штабной структуры Вселенной. Также, в работе Эйнхорна и Сато (1981) [46] анализиро­

валось решение проблемы реликтовых монополей за счет экспоненциального расширения

ранней Вселенной. Сценарий хаотической инфляции, предложенный Линде (1983) [47], от­

личается от предыдущих тем, что не основан на высокотемпературном фазовом переходе,

а содержит однородное скалярное поле, которое медленно скатывается к минимуму по­

тенциала из любого возможного начального состояния. В работах Березина и др. [48–52]

рассматривалось метастабильное вакумное состояние как источник ускоренного расшире­

ния ранней Вселенной, фазовые переходы в ранней Вселенной и исследовалась структура

пространства-времени в контексте хаотической инфляции.

Однородные изотропные космологические модели с массивным скалярным полем

изучались в работах [53;54], в которых было показано, что инфляционные стадии являют­

ся общим свойством большинства решений в рассматриваемых моделях. Общие условия

для инфляции были исследованы в работе [55], также рассматривалась инфляционная ста­

дия и естественный выход из нее для некоторых потенциалов скалярного поля, именно:

полиномиальных, логарифмических и экспоненциальных. Связь между потенциалами ска­

лярных полей в физике элементарных частиц и космологии рассматривалась в работе [56],

в которой также было показано, что экспоненциальный потенциал приводит к решению

со степенной инфляцией. Подробные исследования степенной инфляции были проведены

в работе [57]. Авторы нашли ограничения на рассматриваемые модели, происходящие из

требования решения проблем горизонта, плоскостности, повторного нагревания скаляр­

ного поля и др. Также, точное степенное инфляционное решение c экспоненциальным

потенциалом было рассмотрено в работе [58].

На данный момент существует множество моделей космологической инфляции с раз­

личными потенциалами скалярного поля и различной спецификой его эволюции. Большое

число актуальных моделей ранней Вселенной на основе инфляционной парадигмы рас­

смотрено в обзорах [59;60].

К настоящему времени появилось вполне разумное с физической точки зрения обос­

нование включения скалярных полей в космологические модели, основанное на экспери­

ментальном обнаружении бозона Хиггса в эксперименте на Большом Анронном Коллайде­

ре [61]. Таким образом, скалярное поле, соответствующее бозонам Хиггса, может рассмат­

риваться как источник гравитационного поля ранней Вселенной. Более того, хиггсовское

поле может рассматриваться как инфлатон, приводящий к раннему ускоренному расши­

рению Вселенной. Также рассматриваются и другие типы полей, на основе уравнений

динамики которых строится различные инфляционные сценарии и анализируются физи­

ческие предпосылки и механизмы, способствующие возникновению чрезвычайно быстрого

расширения (раздувания) Вселенной [59;60].
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Теперь, в системе единиц 8𝜋𝐺 = 𝑐 = 1, запишем действие, определяющее динамику

скалярного поля 𝜑 (инфлатона) на основе теории гравитации Эйнштейна

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︂
1

2
𝑅− 1

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)

]︂
. (1.5)

Скалярное поле 𝜑 будем рассматривать как некоторую идеальную жидкость с баро­

тропным уравнением состояния (𝑝 = 𝑤𝜌).

Из вариации действия (1.5) по метрике и полю, для случая пространственно плоской

Вселенной Фридмана

𝑑𝑠2 = −𝑑𝑡2 + 𝑎2(𝑡)
(︀
𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2

)︀
, (1.6)

получим уравнения, определяющие динамику инфлатона [33]

3𝐻2 − 1

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑) = 0, (1.7)

3𝐻2 + 2𝐻̇ +
1

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑) = 0, (1.8)

𝜑+ 3𝐻𝜑̇+ 𝑉 ′
𝜑 = 0, (1.9)

где 𝑉 ′
𝜑 = 𝑑𝑉/𝑑𝜑.

Из трех уравнений (1.7)–(1.9) только два являются независимыми.

Докажем это утверждение следующим образом: вначале, из уравнений (1.7)–(1.8),

получим

𝜑̇2 = −2𝐻̇. (1.10)

Далее, используя 𝑉 ′
𝜑 = 𝑉̇ /𝜑̇, запишем уравнение (1.9) в следующем виде

𝜑𝜑̇+ 3𝐻𝜑̇2 + 𝑉̇ =
𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑉 +

1

2
𝜑̇2

)︂
+ 3𝐻𝜑̇2 = 0. (1.11)

Продифференцировав уравнение (1.7) по времени и используя (1.10), получим урав­

нение (1.11).

Таким образом, описание динамики Вселенной Фридмана будем рассматривать на

основе первых двух уравнений, которые запишем в следующей форме

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 + 𝐻̇, (1.12)

𝜑̇2 = −2𝐻̇. (1.13)

Другую форму записи получим, продифференцировав уравнение (1.7) по полю и

приравняв к (1.9), с учетом соотношения 𝑑
𝑑𝜑

(︁
1
2
𝜑̇2
)︁
= 𝜑,

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 − 2𝐻 ′2
𝜑 , (1.14)

𝜑̇ = −2𝐻 ′
𝜑. (1.15)
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Такая форма записи уравнений космологической динамики впервые рассматрива­

лась в работах Иванова [62; 63], впоследствии, в статье Салопека и Бонда [64], в кото­

рой они получили названия уравнений типа Гамильтона-Якоби. В дальнейшем, уравнения

(1.14)–(1.15) будем называть также уравнениями Иванова-Салопека-Бонда.

Для построения непротиворечивой модели космологической инфляции необходимо

выполнение следующих условий:

1. Наличие стадии ускоренного расширения, которая подразумевает −1 < 𝑤 < −1/3.

2. Завершение стадии ускоренного расширения повторным разогревом скалярного

поля с последующим образованием фотонов, то есть переходом на стадию преоб­

ладания излучения, которой соответствует 𝑤 = 1/3.

3. Соответствие полученных параметров космологических возмущений современным

наблюдениям.

В настоящее время, наряду с другими моделями, рассматриваются несколько типов

моделей космологической инфляции, которые различаются как видом потенциала, так и

начальными условиями, при которых возникает инфляционная стадия – скалярное поле

может находится в одном из минимумов своего потенциала или ускоренное расширение

происходит при любых условиях, допускающих возникновение инфляции для значений

плотности энергии скалярного поля сравнимых с планковскими [59].

Возможны различные режимы развития стадии ускоренного расширения, также мо­

дели различаются условием окончания стадии инфляции, например, медленное скатыва­

ние скалярного поля к минимуму потенциала с последующими осцилляциями около мини­

мума или фазовый переход (в моделях, содержащих более одного поля) на другую стадию

эволюции, вызванный медленным скатыванием одного из полей к минимуму потенциала

с образованием пузырей новой фазы [33;34]. Например, в моделях хаотической инфляции,

завершение стадии ускоренного расширения происходит, когда плотность энергии скаляр­

ного поля уменьшается достаточно для того чтобы «трение» 3𝐻𝜑̇ также уменьшалось и

скалярное поле начинало осциллировать около минимума потенциала и, в дальнейшем,

происходила потеря энергии за счет рождения элементарных частиц с повторным (пост­

инфляционнным) нагреванием скалярного поля и последующим установлением термоди­

намического равновесия. Отметим, что в большинстве инфляционных моделей повторное

нагревание происходит из-за осцилляций инфлатона, которые приводят к большому коли­

честву коротких периодов образования элементарных частиц [33;59].

Рассмотрим основные классы инфляционных потенциалов, которые представлены

на Рис. 1.1

Первый класс потенциалов соответствует экспоненциальным или полиномиальным

потенциалам, которые, как правило, рассматриваются в контексте хаотической инфля­
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Рисунок 1.1 — Основные классы потенциалов скалярного поля в моделях

космологической инфляции.

ции [33]; второй класс потенциалов также соответствует полиномиальным потенциалам,

но приводит к спонтанному нарушению симметрии, например, посредством механизма

Хиггса, где хиггсовский бозон является инфлатоном [33]; третий класс потенциалов также

соответствует стадии инфляции, наиболее известный потенциал третьего класса рассмат­

ривался в работах Коулмана и Вайнберга, в которых учитывались радиационные поправ­

ки [65]; четвертый класс потенциалов определяется гармоническими функциями и, как

правило, связан с осциллирующей динамикой, при которой стадии ускоренного расшире­

ния (инфляции) сменяются стадиями быстрого сжатия (дефляции) [66]; пятый класс со­

ответствует обратной зависимости потенциала от поля и рассматривается в контексте так

называемой «промежуточной инфляции» [67]; шестой класс потенциалов с определенным

состоянием фальшивого вакуума, в некоторых случаях, возникает в низкоэнергетическом

пределе теории суперструн и супергравитации [68;69].

Вид потенциала скалярного поля определяется из физики элементарных частиц, тео­

рий объединения фундаментальных взаимодействий, таких как супрсимметричные тео­

рии и теории струн в контексте инфляционной парадигмы. Физические механизмы, со­

ответствующие большому числу инфляционных потенциалов, рассматривались в обзо­

рах [59;60].

Ввиду того, что потенциал скалярного поля имеет ключевое значение для определе­

ния физических процессов на стадии космологической инфляции, для построения моделей

ранней Вселенной задается именно потенциал 𝑉 (𝜑). Определим такой подход как анализ
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инфляции на основе потенциала. В рамках такого подхода, классификация моделей космо­

логической инфляции основана на различии в потенциалах скалярного поля [59]. Также,

рассматривается разделение моделей на инфляцию с «большим» и «малым» полем [70],

которое связаны с формой потенциала, поэтому такой способ классификации может быть

включен в данный подход.

Тем не менее, нахождение точных решений системы уравнений (1.7)–(1.9) по задан­

ному потенциалу в большинстве случаев невозможно в силу их нелинейности. По этой

причине, удобным инструментом анализа инфляционных моделей, на основе заданного

потенциала скалярного поля является приближение медленного скатывания [33; 59; 71],

упрощающее исходные уравнения, формализм которого мы рассмотрим в дальнейшем.

Динамика расширения Вселенной, определяемая масштабным фактором 𝑎(𝑡), имеет

не меньшее значение при анализе космологических моделей. Задавая закон расширения

𝑎 = 𝑎(𝑡) часто удается найти точные решения системы уравнений (1.7)–(1.9), то есть восста­

новить эволюцию скалярного поля 𝜑 = 𝜑(𝑡) и его потенциал 𝑉 (𝜑). Такой подход определим

как анализ инфляции на основе динамики. Таким образом, альтернативной классифика­

цией моделей космологической инфляции является их различие по закону расширения, то

есть по динамике.

Полученные из точных решений потенциалы часто содержат дополнительные посто­

янные слагаемые, которые можно трактовать как неустранимую космологическую посто­

янную, также точные решения для некоторых физических потенциалов не удается найти

этим способом. Тем не менее, потенциалы, полученные на основе заданной динамики рас­

ширения Вселенной, могут иметь корректное физическое истолкование.

В настоящем исследовании основное внимание будет точным решениям уравнений

космологической динамики, то есть второму подходу к анализу и классификации моделей

инфляции.

Теперь рассмотрим основные величины, которые характеризуют инфляционные мо­

дели ранней Вселенной, основанные на эволюции скалярного поля, вне зависимости от

выбранного метода анализа.

1.3 Параметр состояния

Однородное изотропное каноническое скалярное поле можно описывать моделью иде­

альной жидкости с тензором энергии-импульса вида

𝑇𝜇𝜈 = (𝑝+ 𝜌)𝑢𝜇𝑢𝜈 + 𝑔𝜇𝜈𝑝, (1.16)
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компоненты которого в пространстве ФРУ в сопутствующей системе координат 𝑢𝜇 = 0

определяются следующим образом

𝑇 0
0 = 𝜌𝜑 =

𝜑̇2

2
+ 𝑉 (𝜑), (1.17)

𝑇 𝑖𝑖 = 𝑝𝜑 =
𝜑̇2

2
− 𝑉 (𝜑), (1.18)

где 𝜌𝜑 – плотность полной энергии скалярного поля, 𝑝𝜑 – давление.

Таким образом, запишем уравнение состояния в следующем виде

𝑝𝜑 = 𝑤𝜌𝜑, (1.19)

где параметр состояния 𝑤 определяется как

𝑤 =
𝑝𝜑
𝜌𝜑

=
𝜑̇2 − 2𝑉

𝜑̇2 + 2𝑉
= −1− 2

3

𝐻̇

𝐻2
. (1.20)

Условием ускоренного расширения является следующее ограничение на значение па­

раметра 𝑤 < −1/3.

1.4 Число e-фолдов

Число e-фолдов или число возрастаний масштабного фактора в 𝑒-раз обычно запи­

сывается как натуральный логарифм отношения масштабного фактора в конце инфляции

к масштабному фактору в начале [33]

𝑁 = ln
𝑎(𝑡𝑒)

𝑎(𝑡𝑖)
=

∫︁ 𝑡𝑒

𝑡𝑖

𝐻𝑑𝑡, (1.21)

где 𝑡𝑖 и 𝑡𝑒 – время начала и завершения стадии инфляции.

Также, на основе приближения медленного скатывания, число 𝑒-фолдов записывает­

ся следующим образом [72]

𝑁 ≃ −
∫︁ 𝜑𝑒

𝜑𝑖

𝑉

𝑉 ′
𝜑

𝑑𝜑. (1.22)

Важной характеристикой при описании динамики ранней Вселенной является пере­

сечение радиуса Хаббла 𝑘 = 𝑎𝐻 , где 𝑘 – сопутствующее волновое число. Сопутствующий

масштаб 𝑘 изначально меньше хаббловского радиуса 𝑘 < 𝑎𝐻, но, в течение инфляции, во

время 𝑡𝐻 < 𝑡𝑒 будет его пересекать.

Отметим, что данный масштаб имеет важное значение как для анализа фоновой

динамики, так и при вычислении спектральных параметров космологических возмущений.
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Для сопутствующего масштаба 𝜆 = 𝑎/𝑘 определим зависимость квадрата параметра

Хаббла 𝐻2
𝑘 от волнового числа 𝑘 следующим образом [72]

𝑑 ln𝐻2
𝑘

𝑑 ln 𝑘
=

(︂
𝑑 ln𝐻2

𝑘

𝑑𝑡

)︂(︂
𝑑𝑡

𝑑 ln 𝑎

)︂(︂
𝑑 ln 𝑎

𝑑 ln 𝑘

)︂
. (1.23)

Также, запишем следующее соотношение

𝜆
(︁𝑎𝑒
𝑎

)︁
𝑒−Δ𝑁𝜆 = 𝜆

(︂
𝑇

𝑇𝑒

)︂
𝑒−Δ𝑁𝜆 , (1.24)

где 𝑎𝑒 и 𝑇𝑒 – масштабный фактор и температура в конце инфляции.

На основе данных соотношений запишем значение числа 𝑒-фолдов, соответствующее

завершению инфляционной стадии эволюции Вселенной [72]

Δ𝑁𝜆 ≃ 65 + ln

(︂
𝜆

3000Мпк

)︂
+ 2 ln

(︂
𝑉 1/4

1014ГэВ

)︂
− ln

(︂
𝑇𝑒

1010ГэВ

)︂
. (1.25)

Согласно данным наблюдений анизотропии реликтового излучения число 𝑒-фолдов

на завершении стадии космологической инфляции оценивается как Δ𝑁 ∼ 60 [27].

1.5 Параметры медленного скатывания

При анализе инфляционной динамики и расчете параметров космологических возму­

щений важное значение имеют параметры медленного скатывания, которые мы определим

из уравнений (1.14)–(1.15).

Вначале рассмотрим уравнение

𝑉 = 3𝐻2 − 2𝐻 ′2
𝜑 . (1.26)

Первый параметр 𝜖 получаем, разделив уравнение (1.26) на 𝐻2, в результате

𝑉

𝐻2
= 3− 2

𝐻 ′2

𝐻2
= 3− 𝜖, 𝜖 ≡ 2

𝐻 ′2
𝜑

𝐻2
, (1.27)

𝑉 = 𝐻2(3− 𝜖). (1.28)

Дифференцируем уравнение (1.26) по 𝜑

𝑉 ′
𝜑 = 6𝐻 ′

𝜑𝐻 − 4𝐻 ′
𝜑𝐻

′′
𝜑 , (1.29)

и разделив на 𝐻2, получим
𝑉 ′
𝜑

𝐻2
= 6

𝐻 ′
𝜑

𝐻
− 4

𝐻 ′
𝜑

𝐻

𝐻 ′′
𝜑

𝐻
. (1.30)
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Далее, выражаем, где это возможно, члены в этом уравнении через 𝜖

𝑉 ′
𝜑

𝐻2
= 6

√︂
𝜖

2
− 4

√︂
𝜖

2

(︂
𝐻 ′′
𝜑

𝐻

)︂
. (1.31)

Посредством последнего множителя определяем второй параметр медленного скаты­

вания 𝛿
𝑉 ′
𝜑

𝐻2
= 6

√︂
𝜖

2
− 2

√︂
𝜖

2
𝛿, 𝛿 ≡ 2

𝐻 ′′
𝜑

𝐻
. (1.32)

Подставляя, 𝜖 = 2
𝐻′2
𝜑

𝐻2 в уравнение (1.32), получаем

𝑉 ′
𝜑 = 2𝐻 ′

𝜑𝐻(3− 𝛿). (1.33)

Связь между параметрами 𝜖 и 𝛿 получим, продифференцировав уравнение (1.28) и

приравняв к (1.33), в результате

𝛿 = 𝜖+
(︁√

2𝜖
)︁′
𝜑
. (1.34)

Третий параметр получим аналогично, продифференцировав (1.29) по 𝜑 и разделив

на 𝐻2 и выразив , где это возможно, члены в этом уравнении через 𝜖 и 𝛿

𝑉 ′′
𝜑

𝐻2
= −4

𝐻 ′′′
𝜑 𝐻

′
𝜑

𝐻2
+ 6

𝐻 ′2
𝜑

𝐻2
+ 6

𝐻 ′′
𝜑

𝐻
− 4

𝐻 ′′2
𝜑

𝐻2
= −4

𝐻 ′′′
𝜑 𝐻

′
𝜑

𝐻2
+ 3(𝜖+ 𝛿)− 𝛿2. (1.35)

Первое слагаемое обозначим как третий параметр медленного скатывания 𝜉

𝑉 ′′
𝜑

𝐻2
= −𝜉 + 3(𝜖+ 𝛿)− 𝛿2, 𝜉 ≡ 4

𝐻 ′′′
𝜑 𝐻

′
𝜑

𝐻2
. (1.36)

Далее, на основе предыдущих результатов, запишем следующее соотношение

𝑉 ′′
𝜑 = 𝐻2[−𝜉 + 3(𝜖+ 𝛿)− 𝛿2]. (1.37)

Связь между параметрами 𝜖, 𝛿 и 𝜉 получим, продифференцировав уравнение (1.33)

и приравняв к (1.37), в результате

𝜉 = 𝛿′𝜑
√
2𝜖+ 𝜖𝛿. (1.38)

Также, можно определить 𝜉 только через 𝜖, подставив (1.34) в (1.38).

Эту процедуру можно повторять до любого порядка, причем, общая формула для

параметров медленного скатывания выглядит следующим образом

𝜖𝑛 = 2𝑛
(𝐻 ′)𝑛−1

𝐻𝑛

𝑑(𝑛+1)𝐻

𝑑𝜑(𝑛+1)
, 𝑛 > 1. (1.39)

Запишем первые три параметра медленного скатывания

𝜖 ≡ 2

(︂
𝐻 ′
𝜑

𝐻

)︂2

= − 𝐻̇

𝐻2
, (1.40)

𝛿 ≡ 2
𝐻 ′′
𝜑

𝐻
= 𝜖− 𝜖̇

2𝐻𝜖
= − 𝐻̈

2𝐻𝐻̇
, (1.41)

𝜉 ≡ 4
𝐻 ′
𝜑𝐻

′′′
𝜑

𝐻2
=

1

𝐻

(︁
𝜖̇− 𝛿̇

)︁
=

1

2𝐻2

𝑑

𝑑𝑡

(︃
𝐻̈

𝐻̇

)︃
. (1.42)
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Исходя из соотношений (1.40)–(1.42), можно рассматривать параметры медленного

скатывания как функции времени или поля. В течение стадии инфляции 𝜖 < 1 и ее завер­

шение определяется условием 𝜖 = 1.

Для анализа космологических моделей, вместо параметров медленного скатывания,

часто используются «параметры потока», которые определяются в терминах параметра

Хаббла как функции числа 𝑒-фолдов [73–75]

𝜖0 =
𝐻(𝑁0)

𝐻(𝑁)
, 𝜖𝑛+1 =

𝑑 ln |𝜖𝑛|
𝑑𝑁

, 𝑛 > 0. (1.43)

где 𝐻(𝑁0) – параметр Хаббла в начале инфляции,

Первые три параметра потока определяются через параметры медленного скатыва­

ния следующим образом

𝜖 = 𝜖1, 𝜖1 = 𝜖, (1.44)

𝛿 = 𝜖1 −
1

2
𝜖2, 𝜖2 = 2(𝜖− 𝛿), (1.45)

𝜉 =
1

2
𝜖2𝜖3, 𝜖3 =

𝜉

𝜖− 𝛿
, 𝜖2𝜖3 = 2𝜉. (1.46)

Таким образом, любую модель космологической инфляции можно рассматривать на

основе набора базисных функций {𝜖,𝛿,𝜉} (или {𝜖1,𝜖2,𝜖3}), связь между которыми (уравне­

ния траектории в пространствах этих параметров) определяется с помощью известного

параметра Хаббла 𝐻 = 𝐻(𝑡), что соответствует выбору конкретной модели ранней Все­

ленной. Соотношения (1.44)–(1.46) определяют прямые и обратные преобразования между

базисами {𝜖,𝛿,𝜉} и {𝜖1,𝜖2,𝜖3}.

Поскольку параметры медленного скатывания и параметры потока связаны как с ди­

намикой Вселенной, так и со спектральными параметрами космологических возмущений,

анализ космологических моделей на их основе является достаточно удобным. В настоящем

исследовании анализ моделей ранней Вселенной будет проводится на основе параметров

медленного скатывания.

1.6 Наблюдательные данные

При исследовании ранней Вселенной достижением инфляционной космологии явля­

ется возможность сопоставления наблюдательных данных с предсказаниями теории. Так­

же, в рамках теории космологических возмущений, появляется возможность рассчитать

спектры начальных возмущений плотности вещества и реликтовых гравитационных волн

в зависимости от значений параметров теоретических моделей [72;76;77].
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В нулевом порядке теории космологических возмущений Вселенная описывается

единственной функцией времени – масштабным фактором 𝑎(𝑡). В первом (линейном) по­

рядке возмущения метрики являются суммой трех независимых мод – скалярной, вектор­

ной и тензорной (реликтовые гравитационные волны), каждая из которых характеризует­

ся спектральной функцией волнового числа 𝑘 [78].

Данные о влиянии скалярных и тензорных мод можно получить из наблюдений ани­

зотропии и поляризации реликтового излучения, которые возникли в результате совмест­

ного воздействия на распределение фотонов всех трех мод возмущений. Сопоставление

предсказаний теории с наблюдениями производится по некоторым спектральным характе­

ристикам космологических возмущений, которые определяются по измерениям анизотро­

пии реликтового излучения спутника PLANCK [27], также в ряде других экспериментов.

Совместный анализ данных о распределении галактик [6;7] и анизотропии реликтово­

го излучения [27;35] позволяет рассматривать начальные условия и эволюцию раздельно.

Таким образом, предсказания актуальной теории ранней Вселенной должны удовлетво­

рять данным этих наблюдений.

1.7 Анизотропия реликтового излучения

В контексте инфляционной парадигмы, на завершении стадии инфляции происхо­

дит образование элементарных частиц, связанное с быстрыми осцилляциями инфлатона

в окрестности минимума потенциала. Также постинфляционная стадия подразумевает по­

вторное нагревание инфляционного бозонного конденсата [33;79].

При расширении Вселенной происходит ее остывание. Темп расширения значитель­

но медленнее характерного времени установления равновесия в горячей плазме, поэтому

можно считать, что частицы, в том числе и фотоны реликтового излучения находятся в

термодинамическом равновесии.

В горячей плотной плазме, из-за рассеяния на электронах, фотоны распространяют­

ся гораздо медленнее скорости света. Когда Вселенная расширяется настолько, что плазма

остывает до температуры рекомбинации, электроны начинают соединяться с протонами,

образуя нейтральный водород, а фотоны начинают распространяться свободно. Точки, из

которых фотоны доходят до наблюдателя, образуют «поверхность последнего рассеяния»,

температура которой на момент рекомбинации примерно равна 3000 K и быстро умень­

шается с расширением Вселенной [80]. Измерение характеристик реликтового излучения

является основой экспериментальной проверки теоретических моделей ранней Вселенной.
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Температура реликтового излучения изотропна с точностью 10−5, малая анизотро­

пия обусловлена разницей температуры в различных направлениях и ее величина равна

примерно 3 мК [27].

Кинетическая составляющая анизотропии реликтового излучения обусловлена дви­

жением наблюдателя относительно реликтового излучения, ей соответствует дипольная

гармоника.

Кроме кинетической составляющей в анизотропии реликтового излучения есть по­

тенциальные члены, связанные с эффектами в гравитационных полях очень больших мас­

штабов, которые сравнимы с расстоянием до поверхности последнего рассеяния, низшая

мультипольная гармоника для которых – квадрупольная, именно [81]:

1. эффект Сакса-Вольфа, который соответствует изменению энергии фотонов в пе­

ременном гравитационном поле Вселенной;

2. эффект Силка, обусловленный адиабатическим поджатием излучения и барион­

ными акустическими осцилляциями до эпохи рекомбинации в зонах повышенной

и пониженной плотности.

Поскольку поверхность последнего рассеяния есть сфера, то проще анализировать

наблюдательные данные, разложив их в ряд по сферическим функциям, которые являют­

ся полным и ортогональным набором функций на сфере

𝛿𝑇 (𝑒⃗)

𝑇
=
∑︁
𝑙𝑚

𝑎𝑙𝑚𝑌𝑙𝑚(𝑒⃗), (1.47)

где 𝑎𝑙𝑚 – мультипольные коэффициенты, 𝑌𝑙𝑚 – сферические гармоники и 𝑒⃗ – единичный

вектор в направлении наблюдения.

Также, обычно выделяют следующую вращательно-инвариантную величину

𝐶𝑙 =
1

2𝑙 + 1

𝑙=𝑚∑︁
𝑙=−𝑚

|𝑎𝑙𝑚|2, (1.48)

и спектр строят для величины 𝑙(𝑙 + 1)𝐶𝑙/2𝜋. В таком виде представляется большинство

экспериментальных данных по мультипольным спектрам космологических возмущений.

Гравитационные волны, как и скалярные возмущения, являются источником крупно­

масштабной анизотропии реликтового излучения. Качественные отличия в характеристи­

ках анизотропии, генерируемой скалярными возмущениями и гравитационными волнами

можно понять, анализируя особенности их эволюции.

Прежде всего важнейшим отличием гравитационных волн от скалярных возмущений

метрики, в силу тензорного характера первых, является независимость от распределения

материи, то есть, гравитационные волны малой амплитуды не вызывают перераспределе­

ния плотности и скорости материи и эволюционируют независимо.
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В простейших моделях инфляции, предсказывающих масштабно-инвариантный

спектр возмущений метрики 𝒫𝑎(𝑘) ∝ 𝑘−3, спектр гравитационных волн также являет­

ся масштабно-инвариантным 𝒫𝑇 (𝑘) ∝ 𝑘−3 [81]. Это означает, что для угловых масштабов

𝜃 ≫ 𝜃𝑟𝑒𝑐, где 𝜃𝑟𝑒𝑐 – угловая мера горизонта рекомбинации, мультипольная структура 𝐶𝑇
𝑙

будет близка к структуре 𝐶𝑆
𝑙 для скалярных мод.

Соотношение между вкладом гравитационных волн и скалярных возмущений в ани­

зотропию реликтового излучения характеризуют в терминах тензорно-скалярного отно­

шения [81]

𝑟 =
𝐶𝑇
𝑙

𝐶𝑆
𝑙

= 𝑘𝑙|𝑛𝑇 |, (1.49)

где 𝑘𝑙 = 6.2 для 𝑙 ≫ 1 и |𝑛𝑇 | ≪ 1.

Оценки значения тензорно-скалярного отношения различаются в зависимости от рас­

сматриваемых моделей инфляции и является критерием соответствия теоретических мо­

делей ранней Вселенной наблюдательным данным.

Реликтовые гравитационные волны не наблюдались непосредственно, что приводит

к большому числу теоретических моделей космологической инфляции, которые дают объ­

яснение происхождению и эволюции крупномасштабной структуры Вселенной и соответ­

ствуют имеющимся в настоящий момент наблюдательным данным.

Схему построения моделей ранней Вселенной, основанных на эволюции скалярного

поля в контексте инфляционной парадигмы, можно представить следующим образом:

1. Решение уравнений фоновой динамики (без учета квантовых флуктуаций скаляр­

ного поля) для заданного потенциала, закона ускоренного расширения ранней

Вселенной или эволюции скалярного поля.

2. Анализ квантовых флуктуаций скалярного поля и соответствующих возмущений

метрики на основе теории космологических возмущений для полученных ранее

параметров модели инфляции. Результатом данного анализа являются спектраль­

ные параметры космологических возмущений.

3. Сопоставление полученных параметров космологических возмущений с соответ­

ствующими наблюдательными данными, то есть верификация рассматриваемой

модели.

В контексте верификации моделей космологической инфляции обратим внимание на

тенденцию к уменьшению верхнего предела на значение тензорно-скалярного отношения

при уточнении данных наблюдений. На основе сравнительно недавних экспериментальных

данных [82], верхний предел на значение тензорно-скалярного отношения оценивался как

𝑟 < 0.2, в настоящий момент 𝑟 < 0.065 (Planck 2018/BICEP2/Keck-Array) [83], что является

достаточно сильным ограничением при построении моделей ранней Вселенной.
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1.8 Модификации моделей космологической инфляции

Ускоренное расширение Вселенной, обнаруженное в 1998 году, двумя независимыми

коллаборациями [6; 7] существенно изменило исходную парадигму построения космологи­

ческих моделей. Для объяснения инфляционного и повторного ускоренного расширения

используются различные типы скалярных полей и взаимодействий между ними (в муль­

типолевых моделях) или модификациии гравитации Эйнштейна, проявляющихся на кос­

мологических масштабах.

Согласно современным наблюдениям, динамика Вселенной находится в хорошем со­

ответствии с ΛCDM-моделью, которая включает космологическую постоянную, связанную

с энергией вакуума [84–90] и моделирующую темную энергию, которая является источни­

ком наблюдаемого ускоренного расширения, холодную темную материю (CDM) и барион­

ную компоненту [27]. Также отметим, что предлагаются и другие способы описания темной

материи, отличные от CDM [91;92]. Альтернативное описание темной энергии основано на

легких полях квинтэссенции и 𝑘-эссенции, которые используются вместо космологической

постоянной (см., например, в работах [8;93–99]). Различие между моделями квинтэссенции

и 𝑘-эссенции заключается в том, что последний класс моделей содержит неканонические

кинетические члены в лагранжиане. В этом смысле модели квинтэссенции можно рассмат­

ривать как частный случай 𝑘-эссенции. Также обсуждаются модели 𝑘-эссенции, в которой

лагранжиан содержит только кинетическую часть, то есть функцию производных скаляр­

ного поля, и не зависит явно от самого поля [100]. Такая модификация модели скалярного

поля приводит к дополнительным космологическим эффектам и существенно расширяет

возможности теоретического описания эволюции ранней Вселенной [8; 97; 98]. В работах

Сушкова и др. [101–105] был проведен анализ общих динамических свойств полей такого

типа и на их основе были построены актуальные космологические модели.

В качестве другого источника ускоренного расширения Вселенной, в работах Чер­

вона и др. [13; 106–108] рассматривались нелинейные сигма-модели с потенциалом взаи­

модействия или киральные космологические модели с мультиплетом скалярных полей,

специфика которых заключается в описании взаимодействия между полями посредством

внутреннего пространства целей (полей). В случае описания повторного ускоренного рас­

ширения во Вселенной с холодной темной материей такие модели получили название

𝜎CDM-моделей [106;107].

При исследовании космологических моделей на основе модифицированных теорий

гравитации (МТГ) возникает вопрос о необходимости использования скалярных полей для

объяснения ускоренного расширения Вселенной. Примером теории гравитации, успешно
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объясняющей обе стадии ускоренного расширения и приводящей к геометрической трак­

товке космологической постоянной [109] является 𝑓(𝑅)-гравитация [2;15;16;110;111], в кото­

рой динамические эффекты от скалярных полей (без включения самих скалярных полей)

получаются за счет добавления в действие членов высших порядков по кривизне. Так­

же существуют гравитационные механизмы образования элементарных частиц [112–118],

отличные от процессов, связанных с быстрыми осцилляциями скалярного поля в окрест­

ности минимума потенциала.

Тем не менее, уравнения космологической динамики в 𝑓(𝑅)-гравитации можно рас­

сматривать в рамках конформной связи со стандартными моделями инфляции на основе

ОТО, содержащими скалярное поле [119; 120]. Так, записывая действие, определяющее

космологические модели в 𝑓(𝑅)-гравитации

𝑆𝐹 =
1

2

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔 𝐹 (𝑅), (1.50)

в виде

𝑆𝜒 =
1

2

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔 [𝐹 ′(𝜒)(𝑅− 𝜒) + 𝐹 (𝜒)] , (1.51)

где 𝜒 – некоторое скалярное поле, и определяя следующие соотношения

𝑉 =
𝜒𝐹 ′(𝜒)− 𝐹 (𝜒)

2𝐹 ′(𝜒)2
, (1.52)

𝑑𝑉

𝑑𝜒
=
𝐹 ′′(𝜒) [2𝐹 (𝜒)− 𝜒𝐹 ′(𝜒)]

2(𝐹 ′(𝜒))3
, (1.53)

𝐹 ′(𝜒) = exp

(︃√︂
2

3
𝜑

)︃
, 𝜑 =

√︂
3

2
ln𝐹 ′(𝜒), (1.54)

получим действие, соответствующее моделям со скалярным полем 𝜑 и гравитацией Эйн­

штейна (то есть модель на основе действия (1.50) в представлении Эйнштейна)

𝑆𝐸 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔𝐸

[︂
1

2
𝑅𝐸 − 1

2
𝑔𝜇𝜈𝐸 𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)

]︂
. (1.55)

Соотношения между типом 𝑓(𝑅)-гравитации и потенциалом скалярного поля 𝑉 (𝜑),

в таком случае, определяются следующим образом [120]

𝑅 =

[︂√
6
𝑑𝑉

𝑑𝜑
+ 4𝑉

]︂
exp

(︃√︂
2

3
𝜑

)︃
, (1.56)

𝑓 =

[︂√
6
𝑑𝑉

𝑑𝜑
+ 2𝑉

]︂
exp

(︃
2

√︂
2

3
𝜑

)︃
. (1.57)

На основании соотношений (1.56)–(1.57) по виду 𝑓(𝑅)-гравитации восстанавливается

потенциал скалярного поля 𝑉 (𝜑) с последующим анализом полученной в представлении

Эйнштейна космологической модели на основе уравнений (1.7)–(1.9).
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Например, для модели гравитации Старобинского [1;2], содержащей в действии квад­

ратичную добавку по кривизне

𝐹 (𝑅) = 𝑅 +
1

6𝑚2
𝑅2, (1.58)

из уравнений (1.56)–(1.57) получим потенциал

𝑉 (𝜑) =
3

4
𝑚2
(︁
1− 𝑒−

√
2
3
𝜑
)︁2
, (1.59)

где 𝑚 – масса скалярного поля 𝜑 или «скалярона» в терминологии работы [2]. Исследова­

ние данной модели инфляции проводилось во многих работах (см, например, [2;121–124]).

С другой стороны, можно решать обратную задачу восстановления зависимости

𝑓 = 𝑓(𝑅) по известному потенциалу скалярного поля 𝑉 (𝜑), то есть получить вид

𝑓(𝑅)-гравитации, соответствующий рассмотренным в представлении Эйнштейна моделям

космологической инфляции.

Таким образом, скалярные поля появляются как следствие альтернативного описа­

ния стадии космологической инфляции в контексте 𝑓(𝑅)-гравитации, и модели ранней

Вселенной на основе их эволюции могут быть интерпретированы в рамках модификаций

гравитации Эйнштейна.

Другим примером моделей ранней Вселенной, основанных на модификациях гра­

витации Эйнштейна является космологическая инфляция на основе скалярно-тензорных

теорий гравитации. Анализу данных моделей в настоящем исследовании, уделяется основ­

ное внимание. В работах Одинцова и др. [17; 125–133] рассматривались космологические

модели на основе тензорно-скалярной гравитации как для построения актуальных моде­

лей Вселенной, так и для решения обратной задачи реконструкции параметров теории

гравитации из наблюдаемой динамики.

Наиболее общей скалярно-тензорной теории гравитации, приводящей к уравнениям

космологической динамики второго порядка в четырехмерной Вселенной Фридмана яв­

ляется гравитация Хорндески [29; 134; 135]. При построении космологических моделей на

основе гравитации Хорндески можно рассматривать частные случаи, основанные на неми­

нимальном взаимодействии скалярного поля со скаляром Риччи и скаляром Гаусса-Бонне,

иначе гравитацией Эйнштейна-Гаусса-Бонне (ЭГБ), которая, также, является частным

случаем гравитации Лавлока [136].

Для анализа космологических моделей на основе неминимального взаимодействии

скалярного поля со скаляром Риччи, определяемых действием [16;17;137–140]

𝑆(𝑆𝑇𝐺) =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︂
1

2
𝐹 (𝜑)𝑅− 𝜔(𝜑)

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)

]︂
, (1.60)
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часто используется метод конформных преобразований метрики 𝑔𝜇𝜈 = Ω2(𝜑)𝑔𝜇𝜈 , где Ω2(𝜑)

– конформный множитель, от представления Йордана, которому соответствует действие

(1.60) к представлению Эйнштейна с действием (1.55).

Также отметим возможность построения моделей конформной гравитации на основе

тензора Вейля, действие для которых инвариантно относительно конформных преобразо­

ваний 𝑔𝜇𝜈 = Ω2(𝜑)𝑔𝜇𝜈 [117;141–144].

Для действия (1.60) со скаляром Риччи, рассматривая конформный множитель вида

Ω2(𝜑) = 𝐹 (𝜑), получим следующие соотношения между параметрами космологических

моделей в двух представлениях [29;134;135;145]

𝑉𝐸(𝜑𝐸) =
𝑉 (𝜑)

𝐹 2(𝜑)
, 𝜑𝐸 =

∫︁ √︃
3

2

(︂
𝐹 ′
𝜑

𝐹

)︂2

+
𝜔

𝐹
𝑑𝜑, (1.61)

𝑡𝐸 =
√
𝐹𝑑𝑡, 𝑎𝐸 =

√
𝐹𝑎, 𝐻𝐸 =

1√
𝐹

(︃
𝐻 +

𝐹̇

2𝐹

)︃
. (1.62)

Например, потенциал Хиггса

𝑉 (𝜑) =
𝜆

4

(︀
𝜑2 − 𝜎2

)︀2
, (1.63)

где 𝜎 – масса поля Хиггса в состоянии истинного вакуума, для 𝐹 (𝜑) = 1 + 𝜉𝜑2, где 𝜉 –

параметр неминимального взаимодействия поля и кривизны, после конформных преобра­

зований (1.61) в случае 𝜑≫ 1/
√
𝜉 переходит в потенциал [146;147]

𝑉𝐸(𝜑𝐸) =
3

4
𝑚2
(︁
1− 𝑒−

√
2
3
𝜑𝐸
)︁2
, (1.64)

в точности соответствующий потенциалу в модели Старобинского (1.59).

Тем не менее, подобные преобразования для случая неминимального взаимодействия

скалярного поля и скаляра Гаусса-Бонне найдены не были. Следовательно, для сопостав­

ления моделей ранней Вселенной на основе ОТО и ЭГБ-гравитации необходимы другие

методы их анализа.

Одним из таких методов может послужить нахождение параметрических и функ­

циональных связей между моделями, основанными на ОТО и скалярно-тензорных теори­

ях гравитации, непосредственно из уравнений динамики в четырехмерном пространстве

Фридмана-Робертсона-Уокера.

Следовательно, после нахождения таких связей, анализ ранней Вселенной и повтор­

ного ускоренного расширения можно провести комплексно для гравитации Эйнштейна

и ее модификаций на основе обобщенных точных решений уравнений космологической

динамики.
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Также отметим два важных следствия использования модифицированных теорий

гравитации или неканонических скалярных полей при построении моделей эволюции Все­

ленной. Первым следствием является существенное отличие эволюции возмущений скаляр­

ного поля и метрики пространства от случая ОТО на инфляционной стадии, что приводит

к расхождению в значениях спектральных параметров и результирующем спектре космо­

логических возмущений. Анализ эволюции космологических возмущений для различных

модификаций модели с каноническим скалярным полем и гравитацией Эйнштейна рас­

сматривался в работе [148].

Вторым следствием является возможность построения различных моделей астро­

физических объектов на основе модифицированных теорий гравитации или гравитации

Эйнштейна [149–157], которая связана с исходной проблематикой исследования в контек­

сте произведенных в настоящее время наблюдений гравитационных волн от слияния ней­

тронных звезд и черных дыр [21–25]. Скорость распространения обнаруженных гравита­

ционных волн соответствует случаю ОТО с высокой точностью [21–25]. Следовательно,

соответствие наблюдениям дают модели приводящие к одинаковым со случаем гравита­

ции Эйнштейна результатам. Общий принцип построения таких ОТО-подобных моделей

на основе модифицированных теорий гравитации рассматривался в работе [26].

Другой возможностью соответствия наблюдениям [21–25] для случая модифициро­

ванных теорий гравитации является построение моделей космологической инфляции, в

которых исходное расхождение с гравитацией Эйнштейна убывает по мере расширения

Вселенной таким образом, что образование и эволюция звезд и черных дыр соответствуют

случаю ОТО. Построение таких космологических моделей с одной стороны подразумева­

ет связь с существенными квантовыми эффектами при образовании Вселенной, приводя­

щими к возникновению поправочных членов в действии (1.55), с другой – обеспечивает

соответствие современным наблюдательным данным по гравитационному излучению от

слияния нейтронных звезд и черных дыр.
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Глава 2. Анализ динамики Вселенной Фридмана на основе

гравитации Эйнштейна

Анализ космологической динамики имеет ключевое значение при построении акту­

альных моделей ранней Вселенной на основе эволюции скалярного поля. Методы анализа

можно разделить на три основных группы, именно:

1. точные решения уравнений динамики;

2. решение уравнений динамики с использованием физически обоснованных прибли­

жений;

3. численный анализ уравнений космологической динамики.

В настоящем исследовании будут рассматриваться первые два метода, причем, ос­

новное внимание уделяется точным решениям уравнений космологической динамики и

оценке расхождения между точными и приближенными решениями.

Одним из наиболее популярных методов приближенного анализа ранней Вселенной

является приближение медленного скатывания, которое, с одной стороны, позволяет суще­

ственно упростить процедуру определения параметров космологических моделей, с другой

– подразумевает ускоренное расширение на ранней стадии эволюции, что является необ­

ходимым условием при построении космологических моделей на основе инфляционной

парадигмы.

2.1 Приближение медленного скатывания

Ускоренному расширению ранней Вселенной соответствуют малые значения пара­

метров медленного скатывания, которые рассматривались в секции S 1.5. В литературе

можно найти два разных способа реализации этого приближения. Первый устанавливает

ограничения на форму потенциала и основан на условии 1
2
𝜑̇2 ≪ 𝑉 (𝜑) . Этот подход по­

лезен при изучении инфляции для заданного потенциала и называется «приближением

медленного скатывания по потенциалу» [71].

Кинетическая энергия 𝑋 = 1
2
𝜑̇2 и «ускорение» изменения скалярного поля 𝜑, в таком

случае, приближенно равны нулю и исключаются из уравнений динамики

3𝐻2 − 1

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑) = 0, (2.1)

𝜑+ 3𝐻𝜑̇+ 𝑉 ′
𝜑 = 0, (2.2)
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которые записываются следующим образом [33;71]

3𝐻2 ≈ 𝑉 (𝜑), (2.3)

3𝐻𝜑̇ ≈ −𝑉 ′
𝜑, (2.4)

то есть существенно упрощаются по сравнению с исходными.

Также отметим, что уравнения (2.3)–(2.4) можно записать как

𝑉 (𝜑) ≈ 3𝐻2, (2.5)

𝜑̇ ≈ −2𝐻 ′
𝜑, (2.6)

которые будут отличаться от точных уравнений (1.14)–(1.15)

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 − 2𝐻 ′2
𝜑 , (2.7)

𝜑̇ = −2𝐻 ′
𝜑. (2.8)

отсутствием второго слагаемого в потенциале при одинаковой динамике Вселенной и эво­

люции скалярного поля.

На основе данного приближения параметры медленного скатывания можно рассчи­

тать через потенциал скалярного поля

𝜖 ≃ 1

2

(︂
𝑉 ′
𝜑

𝑉

)︂2

≡ 𝜖𝑉 , (2.9)

𝛿 ≃
𝑉 ′′
𝜑

𝑉
− 1

2

(︂
𝑉 ′
𝜑

𝑉

)︂2

≡ 𝜂𝑉 − 𝜖𝑉 , (2.10)

𝜉 ≃
𝑉 ′
𝜑𝑉

′′′
𝜑

𝑉 2
− 3

2

𝑉 ′′
𝜑

𝑉

(︂
𝑉 ′
𝜑

𝑉

)︂2

+
3

4

(︂
𝑉 ′
𝜑

𝑉

)︂4

≡ 𝜉𝑉 − 3𝜂𝑉 𝜖𝑉 + 3𝜖2𝑉 . (2.11)

Другим способом является использование условий 𝜖≪ 1, 𝛿 ≪ 1, которые следуют из

𝐻̇ ≈ 0, то есть стадия инфляции является квазидеситтеровской, что соответствует уско­

ренному расширению. Этот подход называется «приближением медленного скатывания по

параметру Хаббла» и используется в случае если потенциал скалярного поля изначально

не задан [71].

Так, из исходных уравнений космологической динамики (2.1)–(2.2), в терминах па­

раметров медленного скатывания, получим следующие уравнения

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2
(︁
1− 𝜖

3

)︁
, (2.12)

− 𝑉 ′
𝜑 = 3𝐻𝜑̇

(︂
1− 𝛿

3

)︂
, (2.13)

упрощение которых для случая 𝜖≪ 1 и 𝛿 ≪ 1 приводит к (2.3)–(2.4).



41

В качестве примера использования приближения медленного скатывания для анали­

за космологических моделей рассмотрим потенциал в модели Старобинского (1.59)

𝑉 (𝜑) =
3

4
𝑚2
(︁
1− 𝑒−

√
2
3
𝜑
)︁2
. (2.14)

Для данного типа потенциала скалярного поля, из уравнений (2.5)–(2.6), получим

𝜑(𝑡) =

√︂
3

2
ln

(︂
∓2

3
𝑚𝑡+ 𝑐

)︂
, (2.15)

𝐻(𝑡) =
𝑚

4
3
𝑚𝑡∓ 2𝑐

± 1

2
𝑚, (2.16)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

(︂
±1

2
𝑚𝑡

)︂
(2𝑚𝑡∓ 3𝑐)3/4, (2.17)

где решения с верхними знаками соответствуют инфляционному сценарию эволюции ран­

ней Вселенной, решениям с нижними знаками соответствует сценарий «дефляции» [158],

который формально соответствует инфляции после смены знака космического времени

𝑡→ −𝑡 в космологических решениях.

Таким образом, потенциалу (2.14) соответствует экспоненциально-степенная дина­

мика расширения ранней Вселенной, и для инфляционных решений имеем следующее

ограничение 𝑡 < 3𝑐/2𝑚 на время стадии медленного скатывания.

Тем не менее, получить вид эволюции скалярного поля и масштабный фактор из

уравнений (2.5)–(2.6) в данном приближении возможно не для всех потенциалов. Напри­

мер, для потенциала Коулмана-Вайнберга [65]

𝑉 (𝜑) =𝑀4𝜑4

(︂
16 ln

(︂
𝜑

𝐵

)︂
+ 1

)︂
, (2.18)

где 𝑀 и 𝐵 – постоянные параметры модели, решения получены не были.

В таких случаях, в контексте метода приближения медленного скатывания, ана­

лиз космологических моделей производится на основе параметров медленного скатывания

(2.9)–(2.11), которые рассчитываются непосредственно из потенциала 𝑉 (𝜑) [59; 159].

Данный способ анализа космологических моделей является наиболее популярным в

литературе, и часто модели космологической инфляции анализируются в рамках данного

подхода без определения закона расширения Вселенной или эволюции скалярного поля,

исходя из того, что условия 𝜖𝑉 ≪ 1 и 𝜂𝑉 ≪ 1 дают соответствие требованию ускоренного

расширения 𝑎̈ > 0 [59].

Отметим, что, несмотря на очевидные преимущества такого подхода к анализу космо­

логических моделей, существует возможность достаточно больших расхождений с резуль­

татами, основанными на точных решениях уравнений динамики, метод оценки которых

мы рассмотрим в дальнейшем.
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2.2 Кинетическое приближение

Теперь рассмотрим альтернативный, по отношению к приближению медленного ска­

тывания, подход, который основан на приближенной линейной связи кинетической энер­

гии скалярного поля и параметра состояния. Из такой связи, как и в случае приближения

медленного скатывания, следует квазидеситторовское расширение, но с учетом кинетиче­

ской энергии поля.

Для описания этого метода запишем уравнения космологической динамики в следу­

ющем виде

3𝐻2 = 𝑋 + 𝑉 (𝜑), (2.19)

3𝐻
√
2𝑋 =

𝑑

𝑑𝜑
(𝑋 + 𝑉 (𝜑)) , (2.20)

𝐻̇ = −𝑋, (2.21)

с учетом соотношений 𝜑 = 1
2
𝑑𝜑̇2

𝑑𝜑
и 𝜑̇ = −

√
2𝑋.

Также определим плотность энергии скалярного поля и давление

𝜌 =
1

2
𝜑̇2 + 𝑉 = 𝑋 + 𝑉, (2.22)

𝑝 =
1

2
𝜑̇2 − 𝑉 = 𝑋 − 𝑉, (2.23)

и соответствующий параметр состояния

𝑤 =
𝑋 − 𝑉

𝑋 + 𝑉
. (2.24)

Теперь рассмотрим кинетическую энергию скалярного поля 𝑋 как линейную функ­

цию параметра состояния 𝑤 таким образом, чтобы при 𝑤 = −1 выполнялось условие

𝑋 = 0, которое соответствует ускоренному расширению, обусловленному космологической

постоянной, то есть

𝑋 = 𝛽(𝑤 + 1), (2.25)

где 𝛽 – положительная постоянная.

Подставляя параметр состояния (2.24) в уравнение (2.25), с учетом уравнения (2.19),

получим

3𝐻2 = 𝑋 + 𝑉 = 2𝛽, 𝐻 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (2.26)

Следовательно, определение кинетической энергии скалярного поля в виде 𝑋 ≈

𝛽(𝑤 + 1), которое назовем «кинетическим приближением», обеспечивает ускоренное рас­

ширение 𝐻 ≈ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и дает возможность нахождения решений уравнений динамики ска­

лярных полей посредством соответствующего выбора параметра состояния 𝑤.
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Далее, в качестве примера, рассмотрим параметр состояния следующего вида

𝑤(𝑡) =
𝐴

𝐵 exp[−𝛼(𝑡− 𝑡𝑒)] + 1
− 1, 𝐴 = 4/3, (2.27)

соответствующий выходу из стадии инфляции 𝑤(𝑡→ ∞) = 1/3, где 𝑡𝑒 – время завершения

инфляционной стадии, которое определяется условием 𝑤 = −1/3.

Также запишем кинетическую энергию скалярного поля

𝑋(𝑡) =
𝐴𝛽

𝐵 exp[−𝛼(𝑡− 𝑡𝑒)] + 1
. (2.28)

Из уравнения (2.25) получим зависимость скалярного поля от времени

𝜙(𝑡) = 𝜑(𝑡)− 𝐶 = ±2
√
2𝐴𝛽

𝛼
arth

(︁√︀
1 +𝐵𝑒−𝛼(𝑡−𝑡𝑒)

)︁
, (2.29)

где 𝐶 – постоянная интегрирования.

Из уравнения (2.21) получим параметр Хаббла

𝐻(𝑡) = 𝐶1 +
𝐴𝛽

𝛼
ln(𝐵 + 𝑒𝛼(𝑡−𝑡𝑒)), (2.30)

где 𝐶1 = 𝐻0 − 𝐴𝛽
𝛼
ln(𝐵).

Соответствующий масштабный фактор определяется как

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

[︂
𝐶1𝑡−

𝐴𝛽

𝛼2
𝑓
(︀
1 +𝐵𝑒𝛼(𝑡−𝑡𝑒)

)︀]︂
, (2.31)

где функция 𝑓 определяется следующим образом

𝑓(𝜉) =

∫︁ 𝜉

1

ln(𝜉)

1− 𝜉
𝑑𝜉. (2.32)

Также запишем параметр Хаббла как функцию скалярного поля

𝐻(𝜑) = 𝐻0 +
𝐴𝛽

𝛼
ln

[︂
ch2

(︂
𝛼𝜙

2
√
2𝐴𝛽

)︂
+ 1

]︂
. (2.33)

Из уравнения (2.19) получим потенциал

𝑉 (𝜙) = 3

(︂
𝐻0 +

𝐴𝛽

𝛼
ln

[︂
ch2

(︂
𝛼𝜙

2
√
2𝐴𝛽

)︂
+ 1

]︂)︂2

+

𝐴𝛽
4𝛼2 sh

2
(︁

𝛼𝜙√
2𝐴𝛽

)︁
[︁
ch2
(︁

𝛼𝜙
2
√
2𝐴𝛽

)︁
+ 1
]︁2 , (2.34)

и запишем кинетическую энергию как функцию скалярного поля

𝑋(𝜙) =
𝐴𝛽

th2
(︁

𝛼𝜙
2
√
2𝐴𝛽

)︁ . (2.35)

Для определения поведения потенциала и скалярного поля при завершения инфля­

ционной стадии рассмотрим следующие условия: 𝜑0 − 𝜑≪ 1 или 𝜙≪ 1.
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В результате, получим

𝑉 (𝜙) = 𝑉1𝜙
4 + 𝑉2𝜙

2 + 𝑉0 +𝒪(𝜙6), (2.36)

где

𝑉0 =
3[𝐻0 − 𝐴𝛽 ln(2)]2

𝛼2
, (2.37)

𝑉1 =
1

𝛼2

(︂
3𝐻0 + 3𝐴𝛽 ln(2)

768𝐴𝛽
− 1

768𝐴𝛽
+

3

256

)︂
, (2.38)

𝑉2 =
3

8𝛼2

(︂
𝐻0 + 𝐴𝛽 ln(2)− 1

4

)︂
. (2.39)

Задавая различные значения постоянных 𝛽, 𝛼 и 𝐻0, получим следующие типы по­

тенциалов:

1. При 𝑉1 = 0 получим потенциал 𝑉 (𝜙) = 𝑉2𝜙
2 + 𝑉0 +𝒪(𝜙6);

2. При 𝑉2 = 0 потенциал 𝑉 (𝜙) = 𝑉1𝜙
4 + 𝑉0 +𝒪(𝜙6);

3. При 𝑉1 > 0, 𝑉2 < 0 получим потенциал Хиггса 𝑉 (𝜙) = 𝑉1𝜙
4 − 𝑉2𝜙

2 + 𝑉0 +𝒪(𝜙6),

которые соответствуют классам I и II в рассмотренной ранее классификации по форме

потенциала.

Теперь покажем, что поведение скалярного поля (2.29) при условии 𝜑0 − 𝜑 ≪ 1

соответствует полученным потенциалам. Для этого разложим (2.29) в ряд по малому па­

раметру 𝑒−𝛼(𝑡−𝑡𝑒), в результате, для верхнего знака, получаем

𝜑− 𝐶 ≈
√
2𝐴𝛽

2𝜋𝛼
+

√
2𝐴𝛽

2𝜋𝛼
𝑒−𝛼(𝑡−𝑡𝑒), (2.40)

Определяя 𝐶 = −
√
2𝐴𝛽
𝜋𝛼

+ 𝜑0, где 𝜑0 =
√
2𝐴𝛽
2𝜋𝛼

, запишем

𝜑 ≈ 𝜑0𝑒
−𝛼(𝑡−𝑡𝑒), (2.41)

что соответствует динамике скалярного поля для потенциалов 𝑉 (𝜑) = 𝑉0𝜑
4, или 𝑉 (𝜙) =

𝑉1𝜑
4 − 𝑉2𝜑

2 + 𝑉0 с различными значениями 𝜑0 и 𝛼. В первом случае повторное нагревание

происходит за счет осцилляций скалярного поля около минимума потенциала и реализу­

ется сценарий хаотической инфляции. Второй случай подразумевает фазовый переход из

одного локального минимума в другой с повышением плотности энергии и спонтанным

нарушением симметрии или реализуется сценарий «новой инфляции» [43].

Для малого параметра (𝑡 − 𝑡𝑒), раскладывая (2.29) в ряд и выбирая верхний знак,

получим

𝜑 ≈ 𝐶 +
4
√
𝐴𝛽

𝛼
−
√︀
𝐴𝛽(𝑡− 𝑡𝑒), (2.42)

𝜑 ≈ 𝜑0 −
√︀
𝐴𝛽(𝑡− 𝑡𝑒), 𝜑0 = 𝐶 +

4
√
𝐴𝛽

𝛼
. (2.43)
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В данном случае, эволюция скалярного поля 𝜑 соответствует потенциалу 𝑉 (𝜑) =

𝑉0𝜑
2. Для потенциала 𝑉 (𝜑) = 𝑉0𝜑

2 повторное нагревание происходит при осцилляциях

скалярного поля около минимума в модели хаотической инфляции [33].

Таким образом, резкий рост кинетической энергии на завершении инфляционной

стадии происходит или в сценарии хаотической инфляции (этот механизм реализуется

для выбранных параметров модели) или в случае спонтанного нарушения симметрии. Оба

случая подразумевают повторное нагревание и последующую генерацию элементарных

частиц.

Как видно из предыдущей модели, при задании параметра состояния как функции

времени 𝑤 = 𝑤(𝑡) получается потенциал достаточно сложного вида. Настолько же гро­

моздкие потенциалы можно получить, задавая 𝑤(𝑡) = −1+ 𝐴𝛼2𝑡2

𝛼2𝑡2+1
или 𝑤(𝑡) = −1+𝐴 th2(𝛼𝑡),

которые определяют естественный выход из инфляции с последующей стадией преобла­

дания излучения.

Вместо этого рассмотрим, в контексте кинетического приближения, модель космо­

логической инфляции, которую зададим, определяя параметр состояния как функцию

параметра Хаббла в уравнении (2.19)

𝑉 = 3𝐻2 − 𝛽[𝑤(𝐻) + 1], (2.44)

Для параметра состояния 𝑤(𝐻) = −1 − 2𝐴2

𝛽
𝐻2 + 2𝐴2𝜆2 получим решения уравнений

(2.19)–(2.21) в следующем виде

𝜑(𝑡) = 𝐴 ln[th(𝜆𝑡)], (2.45)

𝐻(𝑡) = 𝐴2𝜆 cth(2𝜆𝑡), (2.46)

𝑎(𝑡) = 𝑎0[sh(2𝜆𝑡)]
𝐴2/2, (2.47)

𝑉 (𝜑) = 𝐴2𝜆2
[︂
(3𝐴2 − 2) ch2

(︂
𝜑

𝐴

)︂
+ 2

]︂
. (2.48)

Параметр состояния, отличный в кинетическом приближении от 𝑤(𝑡) = −1−2𝐻̇/3𝐻2,

запишем следующим образом

𝑤(𝑡) = −1− 2𝐴6𝜆2

𝛽
cth2(2𝜆𝑡) + 2𝐴2𝜆2. (2.49)

Естественный выход из инфляции, повторное нагревание скалярного поля и даль­

нейший корректный переход к стадии преобладания излучения (𝑤 = 1/3) происходит при

выборе параметра модели 𝜆 =
√︀
2𝛽/3𝐴(𝛽 − 𝐴4), где 𝛽 > 𝐴4.

Метод кинетического приближения можно применять и для фантомных полей с от­

рицательной кинетической энергией

𝜀 = −1

2
𝜑̇2 + 𝑉 = −𝑋 + 𝑉, (2.50)
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𝑝 = −1

2
𝜑̇2 − 𝑉 = −𝑋 − 𝑉. (2.51)

В данном случае, параметр состояния определяется следующим образом

𝑤 =
𝑋 + 𝑉

𝑋 − 𝑉
. (2.52)

Следовательно, для 𝑋 ≈ −𝛽(𝑤 + 1), параметр Хаббла 𝐻 ≈ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, что соответствует

стадии ускоренного расширения.

Таким образом, преимуществом кинетического приближения относительно прибли­

жения медленного скатывания является учет вклада кинетической кинетической энергии

скалярного поля в космологическую динамику при сохранении условия ускоренного рас­

ширения для канонических и фантомных полей.

2.3 Точные решения уравнений космологической динамики

Несмотря на эффективность методов приближенного анализа, при рассмотрении мо­

делей космологической инфляции важную роль играют точные решения уравнений космо­

логической динамики и вычисленные на их основе значения параметров космологических

возмущений, которые сопоставляются с наблюдательными данными, в контексте верифи­

кации моделей ранней Вселенной. Также точные решения являются критерием проверки

корректности моделей и основой оценки погрешности приближенных методов решения.

Методы точных решений уравнений космологической динамики (1.7)–(1.9) можно

разделить на несколько групп:

1. Выбор одного из параметров в уравнениях (1.7)–(1.9) и восстановление по ним

потенциала и остальных параметров модели.

2. Метод генерирующих функций, приводящий к упрощению уравнений динамики.

3. Приведение уравнений (1.7)–(1.9) к известным, с разработанными методами их

решения.

4. Использование симметрий, законов сохранения и форм-инвариантных преобразо­

ваний.

В рамках первого метода, в работах [66; 67; 160–163] задавались зависимости мас­

штабного фактора 𝑎 = 𝑎(𝑡) или скалярного поля 𝜑 = 𝜑(𝑡) от времени и на основе этих

зависимостей записывались точные решения уравнений (1.7)–(1.9).

Второй подход включает большое число генерирующих функций, которые выбирают

как функцию одного из параметров модели (или их комбинации) [164–171]; среди них отме­

тим плотность полной энергии скалярного поля или «суперпотенциал»𝑊 в терминологии
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работы [171]. Также, в работе [172], в качестве генерирующей функции, рассматривалось

тензорно-скалярное отношение.

В работaх Иванова [62; 63] и впоследствии Салопека-Бонда [64; 173] был предложен

метод приведения (1.7)–(1.9) к уравнениям (1.14)–(1.15), в которых параметр Хаббла рас­

сматривается как функция скалярного поля и точные решения получаются посредством

выбора 𝐻 = 𝐻(𝜑). Этот метод соответствует первым трем группам методов точных ре­

шений. Следует отметить, что в литературе уравнения (1.14)–(1.15) получили название

«уравнения типа Гамильтона-Якоби».

В контексте третьего метода, уравнения (1.7)–(1.9) приводились к уравнению Шрё­

дингера [163;174–177], уравнениям Риккати [170], Абеля [178;179], Ермакова–Пиннея [180],

Кортевега–де Фриза [181;182] и другим типам уравнений.

В рамках четвертого подхода, для получения точных решений используется симмет­

рия Нётер для экспоненциальных потенциалов [183], закон сохранения Хожмана [184–186]

и другие нелокальные законы сохранения для произвольных потенциалов [187], а также

форм-инвариантные преобразования уравнений (1.7)–(1.9) [188–190]. Отметим, что исполь­

зование симметрий Нётер и Хожмана более эффективно при генерировании точных реше­

ний для космологических моделей, основанных на модифицированных теориях гравита­

ции [191–193]. В случае моделей, основанных на гравитации Эйнштейна, точные решения,

полученные с помощью этих классов симметрий, можно получить более простым спосо­

бом, используя первые три группы методов. Форм-инвариантные преобразования уравне­

ний космологической динамики будут рассматриваться на основе первых трех подходов.

По этой причине, основное внимание будет уделено классификации и развитию первых

трех групп методов.

Также следует заметить, что в случае точных решений, в отличие от приближения

медленного скатывания или кинетического приближения, требуется обоснование наличия

стадии ускоренного расширения, исходя из вида масштабного фактора, параметра состо­

яния или параметров медленного скатывания.

2.4 Точные решения на основе выбора параметра Хаббла

Рассмотрим точные решения уравнений динамики на основе выбора параметра Хаб­

бла как функции времени или поля, то есть путем априорного задания динамики, соот­

ветствующей инфляционной стадии ускоренного расширения, или потенциала, определя­

ющего физические процессы, происходящие на этой стадии эволюции Вселенной.
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Для этого запишем уравнения космологической динамики на стадии инфляции в

следующем виде

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 + 𝐻̇, (2.53)

𝜑̇2 = −2𝐻̇. (2.54)

Точные решения этой системы уравнений можно получить задавая параметр Хаббла

𝐻 = 𝐻(𝑡) или масштабный фактор 𝑎 = 𝑎(𝑡), исходя из определения 𝐻 ≡ 𝑎̇/𝑎. После

решения уравнения (2.54) и получения эволюции скалярного поля в явном виде 𝜑 = 𝜑(𝑡),

подставляя обратную зависимость 𝑡 = 𝑡(𝜑) в уравнение (2.53), в итоге, получаем потенциал

скалярного поля 𝑉 = 𝑉 (𝜑).

Для генерирования точных решений уравнений космологической динамики в форме

Иванова-Салопека-Бонда

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 − 2𝐻 ′2
𝜑 , (2.55)

𝜑̇ = −2𝐻 ′
𝜑, (2.56)

изначально задается параметр Хаббла как функция скалярного поля𝐻 = 𝐻(𝜑). Из уравне­

ния (2.55) определяется вид потенциала 𝑉 (𝜑), и из уравнения (2.56) – эволюция скалярного

поля 𝜑 = 𝜑(𝑡), подстановка которой в выражение 𝐻(𝜑) дает динамику Вселенной в виде

зависимости параметра Хаббла от времени 𝐻 = 𝐻(𝑡) и соответствующего масштабного

фактора 𝑎 = 𝑎(𝑡).

Для построения точных решений уравнений космологической динамики будем ис­

пользовать оба этих подхода. Теперь рассмотрим некоторые примеры точно разрешимых

моделей космологической инфляции.

2.4.1 Модели с постоянным потенциалом

Вначале рассмотрим модели космологической инфляции с постоянным (плоским)

потенциалом 𝑉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝐼. Первым случаем является экспоненциальное расширение, которое определяется

масштабным фактором 𝑎(𝑡) ∝ exp(𝜆𝑡) или параметром Хаббла 𝐻 = 𝜆, где 𝜆 – некоторая

положительная постоянная.

Из уравнений (2.53)–(2.54) получим

𝑉 = 3𝜆2, 𝜑 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (2.57)
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Данные решения являются вакуумными решениями де Ситтера в частном случае 𝜑 =

0, и источником экспоненциального расширения является космологическая постоянная

Λ = 𝑉 = 3𝜆2, которая ассоциируется с ненулевой энергией вакуума.

𝐼𝐼. Второй вид решений получим из масштабного фактора 𝑎(𝑡) ∝ sh1/3(𝐵𝑡) или

𝑎(𝑡) ∝ ch1/3(𝐵𝑡) с соответствующими параметрами Хаббла 𝐻(𝑡) = 1
3
𝐵 th(𝐵𝑡) или 𝐻(𝑡) =

1
3
𝐵 cth(𝐵𝑡), для которых решения уравнений (2.53)–(2.54) записываются следующим обра­

зом

𝑉 =
1

3
𝐵2 > 0, (2.58)

𝜑(𝑡) =

√︂
3

2

[︀
± ln

(︀
𝑒𝐵𝑡 − 1

)︀
∓ ln

(︀
𝑒𝐵𝑡 + 1

)︀]︀
+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (2.59)

В этом случае, 𝑉 = 1
3
𝐵2 = Λ𝑒𝑓𝑓 , то есть эволюция скалярного поля (2.59) определяет

эффективную космологическую постоянную Λ𝑒𝑓𝑓 . Космологические модели, основанные

на данных решениях рассматривались ранее в работах [160;164].

2.4.2 Модели со степенным потенциалом

Теперь рассмотрим точные космологические решения на основе следующего пара­

метра Хаббла 𝐻(𝜑) = 𝐴𝜑𝑚, где 𝐴 и 𝑚 < 2 – некоторые постоянные.

Из уравнений (2.55)–(2.56) получим следующие решения уравнений космологической

динамики

𝑉 (𝜑) = 3𝐴2𝜑2𝑚 − 2𝐴2𝑚2𝜆𝜑2(𝑚−1), (2.60)

𝜑(𝑡) = [𝑐1 + 2𝐴𝑚(𝑚− 2)𝑡]
1

2−𝑚 , (2.61)

𝐻(𝑡) = 𝐴 [𝑐1 + 2𝐴𝑚(𝑚− 2)𝑡]
𝑚

2−𝑚 , (2.62)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

(︂
− 1

4𝑚
[𝑐1 + 2𝑚𝐴(𝑚− 2)𝑡]

2
2−𝑚

)︂
. (2.63)

В данном случае, условие ускоренного расширения определяется выбором постоян­

ных 𝑚, 𝐴 и 𝑐1. Например, случай 𝑚 < 0, 1
2−𝑚 < 1 соответствует обратной зависимости

потенциала от скалярного поля и приводит к ускоренному расширению быстрее степен­

ного и медленнее экспоненциального. По этой причине, такие модели получили название

«промежуточной инфляции» [67].

Далее рассмотрим следующий параметр Хаббла как функцию скалярного поля

𝐻(𝜑) = 𝐴 ln[ch(𝐶𝜑)] +𝐵. (2.64)
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Из уравнений (2.55)–(2.56) получим потенциал скалярного поля

𝑉 (𝜑) = 3 (𝐴 ln[ch(𝐶𝜑)] +𝐵)2 − 2𝐴2𝐶2 th2(𝐶𝜑), (2.65)

и остальные параметры данной модели инфляции

𝜑(𝑡) =
1

𝐶
arcsin

[︀
exp

(︀
−2𝐴𝐶2(𝑡+ 𝑐1)

)︀]︀
, (2.66)

𝐻(𝑡) =
𝐴

2
ln
[︀
1 + exp

(︀
−4𝐴𝐶2(𝑡+ 𝑐1)

)︀]︀
+𝐵, (2.67)

𝑎(𝑡) = 𝑐2 exp

(︂
1

8𝐶2
{8𝐵𝐶2𝑡+ 𝑓

[︀
1 + exp(−4𝐴𝐶2(𝑡+ 𝑐1))

]︀
}
)︂
, (2.68)

где функция 𝑓 определяется из условия (2.32) и 𝑐1, 𝑐2 – постоянные интегрирования.

Для малого поля 𝜑≪ 1 получим

𝑉 (𝜑) =

(︂
−1

2
𝐴𝐵𝐶4 +

3

4
𝐴2𝐶4 +

4

3
𝐴2𝐶6

)︂
𝜑4 +

(︀
−2𝐴2𝐶4 + 3𝐴𝐵𝐶2

)︀
𝜑2 + 3𝐵2 +𝒪(𝜑6). (2.69)

Таким образом, в зависимости от выбора постоянных, потенциал (2.65) принадлежит

классу I, II или является плоским.

Случаю 𝐵 = 2
3
𝐴𝐶2 соответствует потенциал

𝑉 (𝜑) = 𝐴2𝐶4

(︂
𝐶2 +

3

4

)︂
𝜑4 +𝒪(𝜑6), (2.70)

для 𝐵 = 8
3
𝐴𝐶2 + 3

2
𝐴 получим

𝑉 (𝜑) = 3𝐴𝐶2

(︂
2𝐶2 +

3

2

)︂
𝜑2 +𝒪(𝜑6), (2.71)

из соотношений 𝐵 = −1
2
𝐴, 𝐶 = ±

√
3𝑖
2

получаем

𝑉 (𝜑) = 3𝐵2 +𝒪(𝜑6). (2.72)

Теперь рассмотрим точные космологические решения со степенным потенциалом на

основе параметра Хаббла как функции космического времени

𝐻(𝑡) =
𝐴 exp(2𝐵(𝑡− 𝛼))

(2𝛽 exp(𝐵(𝑡− 𝛼)) + 𝐶)2
, (2.73)

где 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝛼, 𝛽 – постоянные свободные параметры модели.

Точные решения уравнений (2.53)–(2.54) запишем следующим образом

𝜑(𝑡) =
2
√
−𝐴𝐵𝐶
𝐵𝛽

(2𝛽𝑒𝐵(𝑡−𝛼) + 𝐶)−1/2, (2.74)

𝐻(𝜑) =
(𝐵𝛽𝜑2 + 4𝐴)2

64𝐴𝛽2
, (2.75)

𝑉 (𝜑) =
1

(8𝐴)4
(𝐵𝜑2 + 4𝐴)2[3𝐵𝜑4 +𝐵(24𝐴− 32𝐵)𝜑2 + 48𝐴2], (2.76)

𝑎(𝑡) = 𝐶1 exp

(︂
𝐴𝐶

48𝛽2(2𝛽𝑒𝐵(𝑡−𝛼) + 𝐶)

)︂(︀
2𝛽𝑒𝐵(𝑡−𝛼) + 𝐶

)︀ 𝐴
4𝐵𝛽2 . (2.77)
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Для случая 𝐵 = 0 получим постоянный (плоский) потенциал 𝑉 = 3/16 и расши­

рение де Ситтера 𝐻 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Если выбрать параметры 𝐴 = 1 и 𝐵 = (𝑛/3)𝐴, то для

0 < 𝑛 < 4 получим потенциалы класса I, для 𝑛 = 4 – потенциал класса VI, для 𝑛 > 4 по­

лучим нефизические потенциалы (не соответствующие механизму инфляции и появлению

элементарных частиц).

2.4.3 Модели с экспоненциальным потенциалом

Далее рассмотрим следующий параметр Хаббла

𝐻(𝜑) = 𝜇1 exp(−𝜇2𝜑) + 𝜇3, (2.78)

где 𝜇1, 𝜇2 и 𝜇3 – некоторые постоянные.

Из уравнений (2.55)–(2.56) получим следующие космологические решения

𝑉 (𝜑) = 𝜇2
1(3− 2𝜇2

2) exp(−2𝜇2𝜑) + 6𝜇1𝜇3 exp(−𝜇2𝜑) + 3𝜇2
3, (2.79)

𝜑(𝑡) =
1

𝜇2

ln
[︀
2𝜇1𝜇

2
2𝑡+ 𝑐

]︀
, (2.80)

𝐻(𝑡) =
𝜇1

2𝜇1𝜇2
2𝑡+ 𝑐

+ 𝜇3, (2.81)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp(𝜇3𝑡)(2𝜇1𝜇
2
2𝑡+ 𝑐)1/2𝜇

2
2 . (2.82)

Частным случаем полученных решений для 𝜇3 = 0 является модель c масштабным

фактором 𝑎(𝑡) = 𝑎0(2𝜇1𝜇
2
2𝑡 + 𝑐)1/2𝜇

2
2 , соответствующая степенной инфляции, которая рас­

сматривалась в работах [56;57;62;63].

Аналогично можно построить и другие точные космологические решения, соответ­

ствующие инфляционной стадии эволюции Вселенной.

2.5 Космологические решения в терминах конформного времени

Теперь запишем метрику пространства Фридмана-Робертсона-Уокера как кон­

формно-плоскую метрику следующего вида

𝑑𝑠2 = 𝑎2(𝜂)[−𝑑𝜂2 + (𝑑𝑥1)2 + (𝑑𝑥2)2 + (𝑑𝑥3)2], (2.83)

где (𝑑𝜂 = 𝑑𝑡/𝑎) – конформное время.
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Далее запишем соотношения между параметром Хаббла в терминах космического и

конформного времени

ℋ =
𝑎′

𝑎
, 𝐻 =

ℋ
𝑎
, 𝐻̇ =

ℋ′

𝑎2
− ℋ2

𝑎2
. (2.84)

Уравнения космологической динамики (1.7)–(1.9) в терминах конформного времени

и параметра Хаббла ℋ можно записать в следующем виде [194;195]

3ℋ2 =
1

2
𝜑′2 + 𝑎2𝑉 (𝜑), (2.85)

𝜑′′ + 2ℋ𝜑′ + 𝑎2
𝑑𝑉 (𝜑)

𝑑𝜑
= 0, (2.86)

ℋ′ −ℋ2 = −1

2
𝜑′2, (2.87)

где шрих означает производную по конформному времени 𝜂.

Используя определение ℋ, из уравнения (2.87) запишем

1

2
𝜑′2 = −𝑎

′′

𝑎
+ 2

(︂
𝑎′

𝑎

)︂2

. (2.88)

После подстановки (2.88) в уравнение (2.85), использования опреления ℋ и простых

преобразований, потенциал 𝑉 (𝜑) запишем как

𝑉 (𝜑(𝜂)) =
𝑎′′

𝑎3
+
𝑎′2

𝑎4
. (2.89)

Чтобы упростить уравнения (2.88)–(2.89) переобозначим масштабный фактор 𝑎(𝜂) =√︀
−𝐴(𝜂). В таком случае, метрика (2.83) определяется следующим образом

𝑑𝑠2 = 𝐴(𝜂)[𝑑𝜂2 − (𝑑𝑥1)2 − (𝑑𝑥2)2 − (𝑑𝑥3)2]. (2.90)

Подставляя соотношение 𝑎(𝜂) =
√︀

−𝐴(𝜂) в уравнения (2.88)–(2.89), получим следую­

щие выражения для потенциала и скалярного поля в терминах конформного множителя

𝐴(𝜂)

𝑉 (𝜑(𝜂)) = − 𝐴′′

2𝐴2
, (2.91)

(𝜑′)2 = −𝐴
′′

𝐴
+

3

2

(︂
𝐴′

𝐴

)︂2

. (2.92)

Далее, рассмотрим метрику (2.90) с сигнатурой (−,+,+,+), что означает замену𝐴(𝜂)

на −𝐴(𝜂). В таком случае 𝐴(𝜂) = 𝑎2(𝜂), метрика пространства

𝑑𝑠2 = 𝐴(𝜂)[−𝑑𝜂2 + (𝑑𝑥1)2 + (𝑑𝑥2)2 + (𝑑𝑥3)2], (2.93)

и уравнения (2.91)–(2.92) записываются как

𝑉 (𝜑(𝜂)) =
𝐴′′

2𝐴2
, (2.94)
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(𝜑′)2 = −𝐴
′′

𝐴
+

3

2

(︂
𝐴′

𝐴

)︂2

, (2.95)

ℋ =
𝐴′

2𝐴
. (2.96)

Таким образом, точные решения уравнений космологической динамики в терминах

конформного времени генерируются посредством выбора конформного множителя 𝐴(𝜂).

Теперь рассмотрим следующий конформный множитель 𝐴(𝜂) = 𝐴0𝑒
𝛽(𝜂). Из уравне­

ний (2.94)–(2.96) получим следующие точные решения

𝑉 (𝜑(𝜂)) =
𝑒−𝛽(𝜂)

2𝐴0

[𝛽′′(𝜂) + 𝛽′2(𝜂)], (2.97)

𝜑(𝜂) = ±
∫︁ √︂

𝛽′2(𝜂)

2
− 𝛽′′(𝜂) 𝑑𝜂 + 𝜑0, (2.98)

ℋ(𝜂) =
𝛽′(𝜂)

2
, (2.99)

𝑎(𝜂) =
√︀
𝐴0𝑒

𝛽(𝜂)/2. (2.100)

Следовательно, задавая функцию 𝛽 = 𝛽(𝜂), можно получать точные решения для

конкретных космологических моделей в терминах конформного времени. Далее рассмот­

рим некоторые примеры генерирования точных космологических решений на основе вы­

бора конформного множителя 𝐴(𝜂) метрики (2.93) или соответствующей ему функции

𝛽(𝜂).

2.5.1 Степенное расширение

Рассмотрим конформный множитель вида 𝐴(𝜂) = 𝐴0𝑒
𝑚 ln(𝛼𝜂) = 𝐴0(𝛼𝜂)

𝑚, то есть,

выберем 𝛽(𝜂) = 𝑚 ln(𝛼𝜂).

Из уравнений (2.97)–(2.100) получим

𝜑(𝜂) = ±
√︂
𝑚(𝑚+ 2)

2
ln(𝛼𝜂) + 𝜑0, (2.101)

𝜂 =
1

𝛼
𝑒
±
√︁

2
𝑚(𝑚+2)

(𝜑−𝜑0), (2.102)

𝑉 (𝜑) =
𝑚(𝑚− 2)

4𝐴0

𝑒∓
√︁

2(𝑚+2)
𝑚

(𝜑−𝜑0), (2.103)

𝑎(𝜂) =
√︀
𝐴0𝛼

𝑚/2𝜂𝑚/2 = 𝑎̃0𝜂
𝑚/2, (2.104)

соответствующие степенному масштабному фактору в терминах конформного времени.
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2.5.2 Обобщенное экспоненциальное расширение

Для этого случая рассмотрим 𝐴(𝜂) = 𝐴0𝑒
𝛽(𝜂), где 𝛽(𝜂) = 𝑐1

2
𝜂2+𝑐2𝜂+𝑐3. Из уравнений

(2.97)–(2.100) точные космологические решения записываются как

𝑉 (𝜑(𝜂)) =
𝑒−𝛽

2𝐴0

[𝑐1 + (𝑐1𝜂 + 𝑐2)
2], (2.105)

𝜑(𝜂) = ±
√
2

𝑐1

[︂
𝜂

2

√︀
𝜂2 − 𝑐1 −

𝑐1
2
ln |𝜂 +

√︀
𝜂2 − 𝑐1|

]︂
, (2.106)

𝑎(𝜂) =
√︀
𝐴0𝑒

𝑐1
4
𝜂2+

𝑐2
2
𝜂+

𝑐3
2 , (2.107)

где 𝜂 = (𝑐1𝜂 + 𝑐2)/
√
2.

Для функции 𝛽(𝜂) = 𝑏1
12
𝜂4 + 𝑏3 получим

𝑉 (𝜑(𝜂)) =
𝑒−𝛽

2𝐴0

(︂
𝑏1𝜂

2 +
𝑏21
9
𝜂6
)︂
, (2.108)

𝜑(𝜂) = ± 3

2
√
2𝑏1

[︂
𝜂

2

√︀
𝜂2 − 𝑏1 −

𝑏1
2
ln |𝜂 +

√︀
𝜂2 − 𝑏1|

]︂
, (2.109)

𝑎(𝜂) =
√︀
𝐴0𝑒

𝑏1
24
𝜂4+

𝑏3
2 , (2.110)

где 𝜂 = (𝑏1𝜂
2)/3.

Преобразование космологических решений в терминах конформного времени 𝜂 на

случай космического времени 𝑡 производится на основе определения 𝑑𝜂 = 𝑑𝑡/𝑎.

2.6 Метод генерирующих функций

Для получения точных решений уравнений динамики скалярного поля часто исполь­

зуется метод генерирующих функций, суть которого заключается в построении некоторых

функционалов скалярного поля, потенциала, параметра Хаббла и масштабного фактора

(или их комбинации) с целью упрощения уравнений динамики. Далее, задавая вид функ­

ционала (генерирующей функции), из полученных уравнений записываются точные реше­

ния.

При выборе вида генерирующей функции необходимо руководствоваться условиями

корректной инфляционной динамики, то есть решения, определяющие динамику, должны

соответствовать комбинации решений (квази) де Ситтера и Фридмана. Также, получен­

ный в результате такой процедуры потенциал 𝑉 (𝜑), должен быть физическим, то есть

соответствовать корректному описанию стадии инфляции и постинфляционных процес­

сов.
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2.6.1 Первый класс генерирующих функций

В работах Иванова [62;63] рассматривалась генерирующая функция 𝐹 (𝜑), связанная

с параметром Хаббла следующим образом

𝐻(𝜑) =
1√
3
(𝐹 (𝜑) + 𝐹*). (2.111)

Таким образом, уравнения космологической динамики запишем следующим образом

𝑉 (𝜑) = −2

3
𝐹 ′2 + (𝐹 (𝜑) + 𝐹*)

2 , (2.112)

𝜑̇ = − 1√
3
𝐹 ′
𝜑. (2.113)

Специальный случай такого представления с 𝐹* = 0 рассматривался в работе [196].

В качестве исходной, рассмотрим модель с плоским потенциалом 𝑉 (𝜑) = Λ > 0,

которой соответствует следующая генерирующая функция

𝐹 (𝜑) =
√
Λ, (2.114)

масштабный фактор 𝑎(𝑡) ∝ exp
(︁√︀

Λ/3𝑡
)︁
, следующие скалярное поле и параметр Хаббла

𝜑̇ = 0, 𝐻 = 𝐻𝐼 ≡
√︀

Λ/3. (2.115)

Теперь рассмотрим генерирующую функцию

𝐹 (𝜑) =
√
Λ

(︂
1 +

𝜇

𝑛+ 1
|𝜑|𝑛+1

)︂
, (2.116)

которой соответствует степенной потенциал

𝑉 (𝜑) = Λ

(︂
1 +

𝜇

𝑛+ 1
|𝜑|𝑛+1

)︂2

− 2

3
Λ𝜇2𝜑2𝑛, (2.117)

где 𝜇, 𝑛 – некоторые постоянные.

Для этой модели, эволюция скалярного поля и масштабный фактор определяются

следующим образом

𝜑(𝑡) = (2(𝑛− 1)𝜇𝐻𝐼𝑡)
− 1
𝑛−1 , (2.118)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

(︃
𝐻𝐼𝑡−

(2(𝑛− 1)𝜇𝐻𝐼𝑡)
− 2
𝑛−1

2(𝑛+ 1)

)︃
, (2.119)

где 𝜑0 = 𝜑(0) = 0 в начальный момент времени 𝑡 = 𝑡0.

Для экспоненциального потенциала

𝑉 (𝜑) = Λ𝑒
√
6𝛽𝜑, (2.120)
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генерирующая функция выглядит следующим образом

𝐹 (𝜑) =

√︃
Λ

1− 𝛽2
𝑒
√

3
2
𝛽𝜑, (2.121)

где постоянная |𝛽| < 1.

Из уравнения (2.113) получим скалярное поле и масштабный фактор

𝜑(𝑡) = −
√︂

2

3

1

𝛽
ln

(︃
1 + 𝛽2

√︃
3Λ

1− 𝛽2
𝑡

)︃
,

𝑎(𝑡) = 𝑎0

(︃
1 + 𝛽2

√︃
3Λ

1− 𝛽2
𝑡

)︃ 1
3𝛽2

. (2.122)

Для гиперболической генерирующей функции

𝐹 (𝜑) =
√
Λ(ch(𝛼𝜑)− 𝛽), (2.123)

получим

𝑉 (𝜑) = Λ

(︂
1− 2𝛼2

3

)︂[︂
ch(𝛼𝜑)− 𝛽

1− 2
3
𝛼2

]︂2
+ 𝑉0, (2.124)

где 𝑉0 = 2𝛼2Λ
3

(︁
1− 𝛽2

1−2𝛼2/3

)︁
.

Скалярное поле и масштабный фактор, в данном случае, определяются как

𝜑(𝑡) =
1

𝛼
ln cth

(︀
𝛼2𝐻𝐼𝑡

)︀
, (2.125)

𝑎(𝑡) = 𝑎0𝑒
−𝛽𝐻𝐼 𝑡

[︀
sh
(︀
2𝛼2𝐻𝐼𝑡

)︀]︀ 1
2𝛼2 . (2.126)

Многие космологические решения, полученные на основе генерирующей функции

(2.111), рассматривались в работах [196;197].

2.6.2 Второй класс генерирующих функций

В работах [166;167] потенциал скалярного поля рассматривается в следующем виде

𝑉 [𝜑(𝑎)] =
𝐹 (𝑎)

𝑎6
, (2.127)

где 𝐹 (𝑎) – некоторая функция масштабного фактора.

Из уравнений (2.53)–(2.54) получим

1

2
𝜑̇2 + 𝑉 (𝜑)− 6

𝑎6

∫︁
𝑑𝑎
𝐹

𝑎
=

𝐶

𝑎6
, (2.128)

где 𝐶 – постоянная интегрирования.
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Таким образом, точные решения записываются в квадратурах

Δ𝑡 =
√
3

∫︁
𝑑𝑎

𝑎

[︂
6

𝑎6

∫︁
𝑑𝑎
𝐹

𝑎
+
𝐶

𝑎6

]︂−1/2

, (2.129)

Δ𝜑 =
√
6

∫︁
𝑑𝑎

𝑎

[︂
−𝐹 + 6

∫︀
𝑑𝑎𝐹/𝑎+ 𝐶

6
∫︀
𝑑𝑎𝐹/𝑎+ 𝐶

]︂1/2
, (2.130)

где Δ𝑡 ≡ 𝑡− 𝑡0, Δ𝜑 ≡ 𝜑− 𝜑0 и 𝑡0, 𝜑0 – произвольные постоянные.

Для генерирующей функции вида

𝐹 (𝑎) = 𝐵𝑎𝑠 (𝑏+ 𝑎𝑠)𝑛 , (2.131)

где 𝐵 > 0, 𝑏 > 0, 𝑠 и 𝑛 – постоянные, 𝑠(𝑛+1) = 6 из уравнения (2.127) получим следующий

потенциал

𝑉 (𝜑) = 𝐵

[︂
ch

(︂
𝑠

2
√
6
Δ𝜑

)︂]︂2𝑛
. (2.132)

Данный потенциал имеет минимум при Δ𝜑 = 0 для 𝑠 > 0, что соответствует космо­

логической постоянной. В случае 𝑠 < 0 потенциал экспоненциально убывает для больших

значений 𝜑.

Уравнение (2.129) разрешимо для некоторых значений 𝑠:

Δ𝑡 =

√︂
3

𝐵

[︂
arcsin

(︂
𝑎√
𝑏

)︂
− 𝑎

(𝑏+ 𝑎2)1/2

]︂
, 𝑠 = 2, (2.133)

𝑎 =
{︁
𝑏
[︁
exp

(︁√
3𝐵Δ𝑡

)︁
− 1
]︁}︁1/3

, 𝑠 = 3. (2.134)

Для 𝑠 > 0 расширение Вселенной начинается из сингулярности при Δ𝑡1/3 и асимпто­

тически стремится к стадии де Ситтера при Δ𝜑→ 0 и 𝑡→ ∞. С другой стороны, для 𝑠 < 0

происходит переход от стадии де Ситтера к степенному расширению Δ𝑡1/3 при 𝑡→ ∞.

2.6.3 Третий класс генерирующих функций

В работе [164] уравнения космологической динамики (2.53)–(2.54) записывались в

следующем виде

𝐻̇ = 𝑉 (𝐻)− 3𝐻2, (2.135)

𝜑̇ = ±
√
2
√︀

3𝐻2 − 𝑉 (𝐻), (2.136)

где 𝑉 (𝜑) = 𝑉 (𝜑(𝑡)) = 𝑉 (𝜑(𝑡(𝐻))) = 𝑉 (𝐻).

Потенциал, как функция параметра Хаббла 𝑉 = 𝑉 (𝐻), определяется следующим

образом

𝑉 (𝐻) = 3𝐻2 + 𝑔(𝐻). (2.137)
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Таким образом, точные решения системы уравнений (2.135) – (2.136) задаются по­

средством выбора генерирующей функции 𝑔(𝐻).

Для степенной функции

𝑔(𝐻) = −𝐴𝐻𝑛, (2.138)

где 𝑛 и 𝐴 – положительные постоянные, получим следующие точные решения:

Для 𝑛 = 0

𝐻(𝑡) = −(𝐴𝑡+ 𝐶1), (2.139)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

(︂
− 1

2𝐴
(𝐴𝑡+ 𝐶1)

2 + 𝐶2

)︂
, (2.140)

𝜑(𝑡) = ±
√︂

2𝐴

𝜅
(𝐴𝑡+ 𝐶1 − 𝐶3), (2.141)

𝑉 (𝜑) = 3

(︃√︂
𝜑

2𝐴
+ 𝐶3

)︃2

− 𝐴. (2.142)

Для 𝑛 = 1

𝐻(𝑡) = 𝐶1 exp(−𝐴𝑡), (2.143)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

(︂
−𝐶1

𝐴
exp(−𝐴𝑡) + 𝐶2

𝐴

)︂
, (2.144)

𝜑(𝑡) = ±
√︂

8

𝐴

[︂√︀
𝐶1 exp

(︂
−𝐴𝑡
2

− 𝐶3

)︂]︂
, (2.145)

𝑉 (𝜑) =
𝐴

8
𝑒2𝐶3𝜑2

(︂
3𝐴

8
𝑒2𝐶3𝜑2 − 𝐴

)︂
. (2.146)

Для 𝑛 = 2

𝐻(𝑡) =
1

𝐴𝑡+ 𝐶1

, (2.147)

𝑎(𝑡) = 𝑎0(𝐶2(𝐴𝑡+ 𝐶1))
1/𝐴, (2.148)

𝜑(𝑡) = ±
√︂

2

𝐴
ln

(︂
1

𝐶3(𝐴𝑡+ 𝐶1)

)︂
, (2.149)

𝑉 (𝜑) = (3− 𝐴)𝐶2
3 exp(±

√
2𝐴𝜑). (2.150)

Для 𝑛 ̸= 0,1,2

𝐻 = (𝐴(𝑛− 1)(𝑡+ 𝐶1))
1/(1−𝑛) , (2.151)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

[︂
(𝐴(𝑛− 1))1/(1−𝑛)

1− 𝑛

2− 𝑛
(𝑡+ 𝐶1)

(2−𝑛)/(1−𝑛)
]︂
, (2.152)

𝜑(𝑡) + 𝐶3 =

√︂
2

𝐴

2

2− 𝑛

[︁
𝐴(𝑛− 1)(𝑡+ 𝐶1)

]︁(2−𝑛)/(2(1−𝑛))
, (2.153)

𝑉 (𝜑) =

√︂
𝐴

8
(2− 𝑛) (𝜑+ 𝐶3)

2/(2−𝑛)×(︃
3
𝐴

8
(2− 𝑛)2 (𝜑+ 𝐶3)

2 − 𝐴

(︂
𝐴

8

)︂𝑛/2
(2− 𝑛)𝑛 (𝜑+ 𝐶3)

𝑛

)︃
, (2.154)
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соответствующие моделям инфляции с квадратичным потенциалом, потенциалом Хиггса,

экспоненциальным потенциалом (для степенной инфляции) и степенным потенциалом.

Далее, рассмотрим генерирующую функцию в виде многочлена

𝑔(𝐻) =
1

𝐺
𝐻2 +

(︂
𝐷 − 2𝐴

𝐺

)︂
𝐻 +

𝐴2

𝐺
− 𝐴𝐷, (2.155)

где 𝐴, 𝐷, 𝐺 – произвольные постоянные.

Точные решения для этой модели записываются следующим образом

𝐻(𝑡) = 𝐴− 𝐷𝐺 exp(𝐷𝑡+ 𝐹 )

1 + exp(𝐷𝑡+ 𝐹 )
, (2.156)

𝑎(𝑡) = 𝑎0
exp(𝐴𝑡+𝐾)

(1 + exp(𝐷𝑡+ 𝐹 ))𝐺
, (2.157)

𝜑(𝑡) = ±
√
8𝐺 arctg

(︂
exp

(︂
𝐷𝑡+ 𝐹

2

)︂)︂
+ 𝐶, (2.158)

𝑉 (𝜑) =
1[︁

1 + tg2
(︁
±(𝜑− 𝐶)/

√
8𝐺
)︁]︁2

×

[︃
3𝐴2 +

(︀
6𝐴2 − 6𝐴𝐷𝐺−𝐷2𝐺

)︀
tg2

(︃
±
√︂

1

8𝐺
(𝜑− 𝐶)

)︃

+ 3 (𝐴−𝐷𝐺)2 tg4

(︃
±
√︂

1

8𝐺
(𝜑− 𝐶)

)︃]︃
. (2.159)

Для 𝐷𝐺 = 2𝐴, то есть для функции

𝑔(𝐻) = −2𝐻2/𝐴2 + 2𝐴2𝜆2, (2.160)

решения соответствуют полученным в работе [160]

𝜑(𝑡) = 𝐴 ln[th(𝜆𝑡)] , (2.161)

𝐻(𝑡) = 𝐴2𝜆 cth(2𝜆𝑡) , (2.162)

𝑎(𝑡) = 𝑎0[sh(2𝜆𝑡)]
𝐴2/2 , (2.163)

𝑉 (𝜑) = 𝐴2𝜆2
[︂
(3𝐴2 − 2) ch2

(︂
𝜑

𝐴

)︂
+ 2

]︂
, (2.164)

для случая гиперболического потенциала.

2.6.4 Четвертый класс генерирующих функций

В работе [165] генерирующая функция 𝐹 = 𝐹 (𝜑) задавалась следующим образом

𝜑̇ ≡ ±
√︀
(𝐹 − 1)𝑉 , (2.165)
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что приводит к уравнению

𝜑±
√︂

3

2
𝑉
√
𝐹 2 − 1 + 𝑉 ′

𝜑 = 0. (2.166)

Уравнения (2.165) и (2.166) представляют собой систему, эквивалентную уравнениям

(2.53)–(2.54). Переменные в них можно разделить после дифференцирования (2.165) по

времени и подстановки 𝜑 в (2.166).

С учетом 𝜑 = 1
2
𝑑𝜑̇2

𝑑𝜑
из уравнения (2.165) получим

𝜑 =
1

2

[︀
(𝐹 − 1)𝑉 ′

𝜑 + 𝑉 𝐹 ′
𝜑

]︀
. (2.167)

Постановка этого выражения для 𝜑 в (2.166) приводит к следующему уравнению

(𝐹 + 1)𝑉 ′ + 𝑉 𝐹 ′
𝜑 ±

√
6𝑉

√
𝐹 2 − 1 = 0. (2.168)

Из уравнения (2.168) получим выражение потенциала скалярного поля через генери­

рующую функцию

𝑉 = 𝐵 exp

(︃
∓
√
6

∫︁ √︂
𝐹 − 1

𝐹 + 1
𝑑𝜑

)︃
, (2.169)

где 𝐵 – произвольная постоянная.

Таким образом, на основе выбора функции 𝐹 = 𝐹 (𝜑), появляется возможность гене­

рировать точные решения уравнений динамики скалярного поля.

Для 𝐹 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, из уравнения (2.169), получим

𝑉 = 𝐵 exp

(︃
∓
√
6

√︂
𝐹 − 1

𝐹 + 1
𝜑

)︃
, (2.170)

𝜑(𝑡) = ± 1√
6

√︂
𝐹 + 1

𝐹 − 1
ln

[︃
±
√
6(𝐹 − 1)

√
𝐵√

𝐹 + 1
(𝑡− 𝐶)

]︃
, (2.171)

𝑎(𝑡) ∝ 𝑡
1
3(

𝐹+1
𝐹−1), (2.172)

что соответствует степенной инфляции с различными режимами расширения Вселенной

для разных постоянных 𝐹 .

Другие точные решения можно получить из гиперболической функции 𝐹 = ch(𝜆𝜑),

которые записываются следующим образом

𝑉 (𝜑) = 𝐶 (1 + ch(𝜆𝜑))∓(
√
6/𝜆)−1 , (2.173)

𝜑̇ = ±
√
𝐶 sh(𝜆𝜑)

(1 + ch(𝜆𝜑))1±(
√
6/𝜆)−1

. (2.174)

Теперь рассмотрим случай 𝜆 =
√︀
3/2. Для нижнего знака в выражении (2.173),

который соответствует нижнему знаку в уравнении (2.165), получим

𝑉 (𝜑) = 𝐶

[︃
1 + ch

(︃√︂
3

2
𝜑

)︃]︃
. (2.175)
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Подстановка (2.175) в уравнение (2.165) приводит к соотношению

𝜑̇ = −
√
𝐶 sh

(︂
3

2
𝜑

)︂
. (2.176)

Отсюда получим выражение для скалярного поля

𝜑(𝑡) =

√︂
2

3
ln

⎡⎢⎣exp
(︁√︁

3𝐶
2
(𝑡−𝐷)

)︁
+ 1

exp
(︁√︁

3𝐶
2
(𝑡−𝐷)

)︁
− 1

⎤⎥⎦ , (2.177)

где 𝐷 – постоянная интегрирования.

Задавая значение постоянной интегрирования 𝐷 = 0, запишем

𝜑(𝑡) =

√︂
2

3
ln

⎡⎢⎣exp
(︁√︁

3𝐶
2
𝑡
)︁
+ 1

exp
(︁√︁

3𝐶
2
𝑡
)︁
− 1

⎤⎥⎦ , (2.178)

которой соответствует масштабный фактор

𝑎(𝑡) = 𝑎0

[︃
exp

(︃
2

√︂
3𝐶

2
𝑡

)︃
− 1

]︃1/3
, (2.179)

что подразумевает дополнительную степенную модификацию экспоненциального расши­

рения ранней Вселенной.

2.6.5 Пятый класс генерирующих функций

В работе [168] Чартерс и Мимосо предложили другой тип генерирующей функции

следующего вида

𝑥(𝜑) = 𝜑̇/𝐻. (2.180)

В таком случае, уравнения динамики записываются следующим образом

𝑉 (𝜑) = 𝐴

(︂
3− 1

2
𝑥2(𝜑)

)︂
exp

(︂
−
∫︁
𝑥(𝜑)𝑑𝜑

)︂
, (2.181)

𝐻(𝜑) = ±
√
𝐴 exp

(︂
−1

2

∫︁
𝑥(𝜑)𝑑𝜑

)︂
, (2.182)

𝜑̇2 = 𝑥2(𝜑) exp

(︂
−
∫︁
𝑥(𝜑)𝑑𝜑

)︂
. (2.183)

В качестве примера рассмотрим следующую генерирующую функцию 𝑥(𝜑) = 𝜆𝜑,

которой соответствуют точные решения, обобщающие полученные ранее в модели Исте­

ра [198]

𝑉 (𝜑) = 𝐴
(︀
3− 𝜆2𝜑2/2

)︀
𝑒𝜆𝜑

2/2, (2.184)
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𝑎(𝜑) = 𝑎0𝜑
1/𝜆, (2.185)

𝑡(𝜑) =
1

2𝜆
√
𝐴

[︂
Ei

(︂
𝜆𝜑2

0

4

)︂
− Ei

(︂
𝜆𝜑2

4

)︂]︂
, (2.186)

где «Ei» – экспоненциальная интегральная функция.

Для потенциала (2.184) можно найти только обратную зависимость 𝑡 = 𝑡(𝜑), одна­

ко, анализ космологической динамики можно провести и по представленным решениям,

используя параметры медленного скатывания в терминах скалярного поля [168;198].

Отметим, что на основе определения параметра медленного скатывания

𝜖(𝜑) = 2

(︂
𝐻 ′
𝜑

𝐻

)︂2

, (2.187)

рассматриваемая генерирующая функция определяется как

𝑥(𝜑) = ±
√︀
2𝜖(𝜑). (2.188)

Таким образом, данный подход к построению точных космологических решений свя­

зан с выбором параметра медленного скатывания как функции скалярного поля.

Подобный подход также рассматривался в работе [172], в которой в качестве генери­

рующей функции использовалось выражение 𝑟 = 4𝜖(𝜑).

2.6.6 Шестой класс генерирующих функций

В работе [170] другой класс генерирующих функций определялся из соотношения

𝜑̇ =
√︀

2𝑉 (𝜑) sh (𝐺(𝜑)) , (2.189)

для которого уравнение (2.53) записывается в следующей форме

𝑑𝐺

𝑑𝜑
+

1

2𝑉

𝑑𝑉

𝑑𝜑
cth (𝐺(𝜑)) +

√︂
3

2
= 0, (2.190)

где функция 𝐺 может быть выражена через скалярное поле из уравнения

𝐺(𝜑) = arch

√︃
1 +

𝜑̇2

2𝑉 (𝜑)
, (2.191)

и масштабный фактор
1

𝑎(𝜑)

𝑑𝑎(𝜑)

𝑑𝜑
=

1√
6
cth (𝐺(𝜑)) . (2.192)

Таким образом, в данном случае, точные космологические решения генерируются на

основе выбора функции 𝐺(𝜑).
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Рассмотрим случай следующего выражения потенциала скалярного поля посред­

ством генерирующей функции

𝐺(𝜑) = arcth

(︃√︂
3

2

𝜑

𝛼2

)︃
, (2.193)

где 𝛼2 – произвольная постоянная.

Из уравнения (2.190) получим

𝑉 (𝜑) = 𝑉0

(︂
𝜑

𝛼2

)︂−2(𝛼2+1)
[︃
3

2

(︂
𝜑

𝛼2

)︂2

− 1

]︃
, (2.194)

Теперь, из уравнения (2.191), запишем выражение для скалярного поля

𝜑(𝑡) = 𝛼2

[︂√
2𝑉0 (𝛼2 + 2)

𝛼2

]︂ 1
𝛼2+2

(𝑡− 𝑡0)
1

𝛼2+2 . (2.195)

Далее, из (2.192), получим масштабный фактор

𝑎 = 𝑎0 exp

{︃
1

4𝛼2

[︂
(𝛼2 + 2)

√
2𝑉0

𝛼2

]︂ 2
𝛼2+2

(𝑡− 𝑡0)
2

𝛼2+2

}︃
, (2.196)

где 𝑎0 – постоянная интегрирования.

2.6.7 Метод суперпотенциала

Теперь рассмотрим генерирующую функцию, которая имеет наглядный физический

смысл плотности энергии скалярного поля [169; 171], в терминах которой, уравнения

(2.53)–(2.54) приводятся к виду

3𝐻2 = 𝑊, (2.197)

3𝐻𝜑̇ = −𝑊 ′
𝜑, (2.198)

где функция 𝑊 (𝜑) или «суперпотенциал» в терминологии работы [171] определяется сле­

дующим образом

𝑊 = 𝑉 (𝜑) +
1

2
𝜑̇2, (2.199)

𝑉 (𝜑) определяет потенциальную, а 1
2
𝜑̇2 – кинетическую энергию скалярного поля.

Подставив параметр Хаббла из уравнения (2.197) в уравнение (2.198), получим

𝜑̇ = −
𝑊 ′
𝜑√

3𝑊
. (2.200)

Следовательно, задавая вид зависимости 𝑊 = 𝑊 (𝜑), можно получать точные ре­

шения уравнений динамики скалярного поля. Исходя из вида различных генерирующих
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Таблица 1 — Генерирующие функции и их связь с суперпотенциалом

Иванов (1981), Червон (2004) 𝐻(𝜑) = 1√
3
(𝐹 (𝜑) + 𝐹*) 𝐹 (𝜑) =

√
𝑊 − 𝐹*

Чименто и др. (1993) 𝐹 (𝑎) = 𝑉 [𝜑(𝑎)]𝑎6 𝐹 (𝑎(𝜑)) = 𝑎6
[︂
𝑊 − 𝑊 ′2

𝜑

6𝑊

]︂
Шранк и Миелке (1994) 𝑔(𝐻) = 𝑉 (𝐻)− 3𝐻2 𝑔(𝐻(𝜑)) = −𝑊 ′2

𝜑

6𝑊

Крюгер и Норбьюри (2000) 𝐹 (𝜑) = 1 +
(︁

𝜑̇2

𝑉 (𝜑)

)︁
𝐹 (𝜑) =

6𝑊 2+𝑊 ′2
𝜑

6𝑊 2−𝑊 ′2
𝜑

Червон (2004) 𝑊 (𝜑) = 3𝐻(𝜑)2 𝑊 (𝜑) ≡ 𝑊 (𝜑)

Чартерс и Мимосо (2010) 𝑥(𝜑) = 𝜑̇/𝐻 𝑥(𝜑) = −𝑊 ′
𝜑

𝑊

Харко и др. (2014) 𝜑̇ = 2𝑉 (𝜑) sh2 (𝐺(𝜑)) cth (𝐺(𝜑)) =
√
6𝑊
𝑊 ′
𝜑

функций, можно найти их выражение через суперпотенциал 𝑊 , который, также, будет

определять связь между ними, которая приводится в таблице 1.

Таким образом, на основе полученных соотношений, все ранее рассмотренные ме­

тоды генерирования точных решений, основанные на различных классах генерирующих

функций можно привести к методу суперпотенциала и найти соотношения между ними.

2.7 Уравнение Шрёдингера в космологии

Изначально, метод приведения уравнений космологической динамики к одномерно­

му уравнению Шрёдингера рассматривался в работе [163], также в статье [174]. В даль­

нейшем, этом метод получил развитие в работах [175; 178]. Также в статье [176] авторы

повторили этот подход для определения связи между космологическими и квантово-меха­

ническими задачами.

В контексте представления уравнений Фридмана в форме одномерного стационар­

ного уравнения Шрёдингера, в работе [163] был предложен подход, в котором потенциал

скалярного поля в виде функции 𝑉 = 𝑉 (𝜑) фактически заменяется функцией 𝑉 (𝑡), кото­

рая интерпретируется как эффективный потенциал скалярного поля.

В данной работе было отмечено, что представление потенциала скалярного поля в

виде 𝑉 = 𝑉 (𝑡) не противоречит общей вариационной проблеме вывода уравнений Эйн­

штейна, где используется функциональная зависимость 𝑉 (𝜑), поскольку функциям 𝑉 (𝑡)

и 𝜑(𝑡) однозначно соответствует функция 𝑉 (𝜑). Также, зависимость потенциала скаляр­

ного поля от космического времени рассматривалась как «история потенциала» [163],

связанная с эволюцией скалярного поля и космологической динамикой.
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Рассмотрим метод предложенный в работе [163], представив потенциал как 𝑉 (𝜑) →

𝑉 (𝜑) + Λ. то есть, учитывая ненулевую энергию вакуума, которой соответствует космоло­

гическая постоянная Λ.

Для этого, следуя [163], запишем уравнение Фридмана-Эйнштейна с ненулевой, в

общем случае, кривизной [163] как

𝑉 (𝜑) = Λ + 𝐻̇ + 3𝐻2 +
2𝑘

𝑎2
, (2.201)

и переопределим его через масштабный фактор

𝑉 (𝜑) = Λ +
𝑎̈

𝑎
+ 2

𝑎̇2

𝑎2
+

2𝑘

𝑎2
. (2.202)

Далее, перепишем уравнение (2.202) в терминах функции 𝜓(𝑡) = 𝑎3[︂
− 𝑑2

𝑑𝑡2
+ 3𝑉 (𝑡)

]︂
𝜓(𝑡)− 6𝑘𝜓1/3 = −3Λ𝜓(𝑡). (2.203)

Таким образом, в случае пространственно плоской Вселенной Фридмана (𝑘 = 0), из

(2.203) получим дифференциальное уравнение[︂
−𝑑

2

𝑑𝑡2
+ 3𝑉 (𝑡)

]︂
𝜓(𝑡) = −3Λ𝜓(𝑡), (2.204)

соответствующее одномерному стационарному уравнению Шрёдингера[︂
− 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 2𝑈(𝑥)

]︂
𝜓(𝑥) = 2𝐸𝜓(𝑥), (2.205)

с единичной массой частицы (𝑚𝑆𝑐ℎ = 1) и ~ = 1. В случае представления 𝑥 ≡ 𝑡 получим

потенциал и энергию частицы в следующем виде 𝑈(𝑡) = 3
2
𝑉 (𝑡) и 𝐸 = −3

2
Λ. Следовательно,

в данном представлении, 𝜓(𝑡) является волновой функцией.

Также запишем связь параметра Хаббла и волновой функции

𝐻 ≡ 1

3

𝜓̇(𝑡)

𝜓(𝑡)
, (2.206)

что подразумевает 𝜓(𝑡) = 𝐶𝑎3. Таким образом, на основе данного подхода можно фор­

мально сопоставить космологические и квантово-механические задачи.

В работе [176] в качестве исходной модели рассматривался гармонический осцилля­

тор с потенциалом 𝑈(𝑥) = 𝜔2𝑥2/2, для которого из уравненияШрёдингера (2.205) получим

𝜓𝑛(𝑥) =

√︃
1

2𝑛𝑛!

√︂
𝜔

𝜋
𝑒−

𝑤
2
𝑥2𝐻𝑛(

√
𝜔 𝑥), 𝐸𝑛 =

(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝜔. (2.207)

где 𝐻𝑛(
√
𝜔 𝑥) – полиномы Эрмита.

Основному состоянию 𝑛 = 0 соответствует 𝐻0(
√
𝜔 𝑥) = 1 со следующими выражени­

ями для энергии частицы и волновой функции

𝐸0 =
1

2
𝜔, 𝜓0(𝑥) =

4

√︂
𝜔

𝜋
𝑒−

𝜔
2
𝑥2 . (2.208)
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Преобразования к космологическим решениям приводят к следующим выражениям [176]

𝐻(𝑡) = −𝜔
3
𝑡, 𝜑(𝑡) =

√︂
2𝜔

3
𝑡, 𝑉 (𝜑) =

𝜔

2
𝜑2, Λ = −𝜔

3
, (2.209)

которые соответствуют хаотической инфляции с квадратичным потенциалом и массой

поля 𝑚2 = 𝜔 [47; 62]. Также в работе [176] приводится сопоставление других квантово­

механических задач с актуальными космологическими моделями.

2.7.1 Уравнение Шрёдингера в терминах скалярного поля

Теперь рассмотрим новый подход, связанный с представлением уравнений космоло­

гической динамики с нулевой космологической постоянной Λ = 0 в виде уравнения типа

одномерного стационарного уравнения Шрёдингера (УШ) в терминах скалярного поля,

отличный от рассматриваемого в предыдущем разделе, в котором это уравнение записы­

валось в терминах космического времени.

Продифференцировав уравнение

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 − 2𝐻 ′2
𝜑 , (2.210)

по полю, получим

𝑉 ′
𝜑 = 6𝐻𝐻 ′

𝜑 − 4𝐻 ′
𝜑𝐻

′′
𝜑 , (2.211)

𝑉 ′
𝜑 =

𝑑𝑉

𝑑𝜑
=
𝑑𝑉

𝑑𝐻

𝑑𝐻

𝑑𝜑
=
𝑑𝑉

𝑑𝐻
𝐻 ′
𝜑 = 𝑉 ′

𝐻𝐻
′
𝜑. (2.212)

Из уравнений (2.211)–(2.212) следует

𝐻 ′′
𝜑 −

3

2
𝐻 +

1

4
𝑉 ′
𝐻 = 0. (2.213)

Теперь определим

𝑉 ′
𝐻 = 6

[︂
1− 2

3
𝑈(𝜑)

]︂
𝐻, (2.214)

где 𝑈(𝜑) – некоторая функция скалярного поля.

Таким образом, уравнение (2.213) приводится к уравнению Шрёдингера

𝐻 ′′
𝜑 − 𝑈(𝜑)𝐻 = 0, (2.215)

в котором координата 𝑥 заменяется на скалярное поле 𝜑 и параметр Хаббла играет роль

волновой функции 𝜓(𝜑) = 𝐻(𝜑).

Далее, запишем

𝑉 ′
𝐻 = 𝑉 ′

𝜑/𝐻
′
𝜑, (2.216)
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и, в результате, получим систему уравнений

𝐻 ′′
𝜑 − 𝑈(𝜑)𝐻 = 0, (2.217)

𝑑𝑉 (𝜑)

𝑑𝜑
= 6

[︂
1− 2

3
𝑈(𝜑)

]︂
𝐻𝐻 ′

𝜑, (2.218)

𝜑̇ = −2𝐻 ′
𝜑. (2.219)

Потенциал, следующий из уравнения Иванова-Салопека-Бонда (2.55) отличается от

потенциала в уравнениях (2.217)–(2.218) на некоторую постоянную 𝑉𝑆𝑐ℎ(𝜑) = 𝑉𝐼𝑆𝐵(𝜑)+𝐶.

В качестве первого примера использования предложенного подхода для генериро­

вания точных космологических решений рассмотрим модель с нулевым потенциалом

𝑈(𝜑) = 0.

Из уравнения (2.217) запишем параметр Хаббла

𝐻(𝜑) = 𝑐1𝜑+ 𝑐2, (2.220)

и, используя уравнение (2.218), найдем потенциал

𝑉𝑆𝑐ℎ(𝜑) = 3𝑐21𝜑
2 + 6𝑐1𝑐2𝜑+ 𝑐3. (2.221)

Из уравнения Иванова-Салопека-Бонда (2.210) с параметром Хаббла (2.220) получим

потенциал

𝑉𝐼𝑆𝐵(𝜑) = 3𝑐21𝜑
2 + 6𝑐1𝑐2𝜑− 2𝑐21 + 3𝑐22. (2.222)

В случае 𝑐3 = −2𝑐21+3𝑐22 потенциалы, полученные из уравнения Шрёдингера и мето­

дом Иванова-Салопека-Бонда совпадают 𝑉𝑆𝑐ℎ = 𝑉𝐼𝑆𝐵.

Соответствующая эволюция поля, параметр Хаббла и масштабный фактор для этой

модели записываются следующим образом

𝜑(𝑡) = −2𝑐1𝑡+ 𝜑0, (2.223)

𝐻(𝑡) = −2𝑐21𝑡+ 𝑐1𝜑0 + 𝑐2, (2.224)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp[−𝑐21𝑡2 + (𝑐1𝜑0 + 𝑐2)𝑡]. (2.225)

Выбор постоянных 𝑐1 = −1
2

√︁
2𝜔
3
, 𝑐2 = 0, 𝜑0 = 0, 𝑐3 = −2𝑐21 = −𝜔

3
соответствует реше­

ниям (2.209), полученным ранее для хаотической инфляции с квадратичным потенциалом

из уравнения (2.205).

Таким образом, уравнения (2.217)–(2.219) определяют альтернативный метод генери­

рования точных космологических решений из уравнения типа одномерного стационарного

уравнения Шрёдингера.



68

2.7.2 Дуальные космологические модели

Теперь рассмотрим схему построения новых точных космологических решений из

известных на основе предложенного ранее подхода:

1. После выбора параметра Хаббла 𝐻𝐼𝑆𝐵(𝜑) и генерирования точных решений урав­

нений Иванова-Салопека-Бонда можно вычислить потенциал 𝑈(𝜑) из уравнения

(2.217).

2. После подстановки потенциала 𝑈 = 𝑈(𝜑) в уравнение (2.217) получим обобщен­

ный параметр Хаббла 𝐻𝑆𝑐ℎ(𝜑) как сумму частных решений.

3. Далее, получим сопряженное (дуальное) исходному решение с помощью потенци­

ала 𝑈(𝜑) из уравнений (2.217)–(2.218).

4. Финальным шагом является нахождение зависимости 𝜑(𝑡) из уравнения (2.219),

параметра Хаббла 𝐻(𝑡) и масштабного фактора 𝑎(𝑡).

Таким образом, структура уравнения Шрёдингера, в отличие от уравнения Иванова­

Салопека-Бонда, позволяет построить дуальные космологические точные решения на осно­

ве исходных. Следовательно, предложенный подход дает возможность найти связь между

различными инфляционными моделями, то есть обобщить точные космологические реше­

ния на основе уравнения данного типа.

2.7.3 Точные решения на основе степенной инфляции

В качестве примера предложенного подхода рассмотрим модель степенной инфляции

с параметром Хаббла

𝐻𝐼𝑆𝐵(𝜑) = 𝑐21𝑒
𝛼
2
𝜑, (2.226)

где 𝛼 и 𝑐1 – некоторые постоянные.

Из уравнения (2.210) получим потенциал скалярного поля

𝑉𝐼𝑆𝐵(𝜑) =
𝑐41
2
(6− 𝛼2)𝑒𝛼𝜑, (2.227)

с соответствующими данному потенциалу решениями

𝜑(𝑡) = − 2

𝛼
ln

[︂
2

𝑐21𝛼
2(𝑡+ 𝑐4)

]︂
, (2.228)

𝐻(𝑡) =
2

𝛼2(𝑡+ 𝑐4)
, (2.229)

𝑎(𝑡) = 𝑎0(𝑡+ 𝑐4)
2/𝛼2

, (2.230)
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следующими из уравнения (2.219). Ускоренному расширению Вселенной, в данной модели,

соответствует значение параметра 𝛼2 < 2.

Будем рассматривать параметр Хаббла (2.226) как частное решение уравнения Шрё­

дингера (2.217). После подстановки частного решения (2.226) в уравнение (2.217) получим

потенциал 𝑈(𝜑) = 𝛼2/4, который снова подставим в УШ. Для этого потенциала, из урав­

нения (2.217) следует общее решение

𝐻(𝜑) = 𝑐21𝑒
𝛼
2
𝜑 + 𝑐22𝑒

−𝛼
2
𝜑. (2.231)

Далее, из уравнения (2.218) найдем потенциал скалярного поля, соответствующий

общему решению уравнения (2.231)

𝑉𝑆𝑐ℎ(𝜑) =
1

2
(6− 𝛼2)(𝑐41𝑒

𝛼𝜑 + 𝑐42𝑒
−𝛼𝜑) + 𝑐3. (2.232)

В общем случае 𝑐1 ̸= 0 и 𝑐2 ̸= 0, из уравнения (2.219) и соотношения 𝐻 = 𝑎̇/𝑎

получаем остальные параметры космологической модели

𝜑(𝑡) = − 2

𝛼
ln

[︃
𝑐1(𝑒

𝛼2𝑐1𝑐2(𝑡+𝑐4) − 1)

𝑐2(𝑒𝛼
2𝑐1𝑐2(𝑡+𝑐4) + 1)

]︃
, (2.233)

𝐻(𝑡) = 2𝑐1𝑐2

[︃
(𝑒2𝛼

2𝑐1𝑐2(𝑡+𝑐4) + 1)

(𝑒2𝛼2𝑐1𝑐2(𝑡+𝑐4) − 1)

]︃
= 2𝑐1𝑐2 cth[𝛼

2𝑐1𝑐2(𝑡+ 𝑐4)], (2.234)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 sh
2/𝛼2

[𝛼2𝑐1𝑐2(𝑡+ 𝑐4)]. (2.235)

Теперь рассмотрим частные решения, соответствующие актуальным космологиче­

ским моделям.

Частные решения для случая 𝑈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Для случая 𝑐1 = 𝑐2 получим

𝐻(𝜑) = 𝑐21 ch
(︁𝛼
2
𝜑
)︁
, (2.236)

𝑉𝑆𝑐ℎ(𝜑) = 𝑐41(6− 𝛼2) ch(𝛼𝜑) + 𝑐3, (2.237)

𝜑(𝑡) = − 2

𝛼
ln

[︃
𝑒𝛼

2𝑐21(𝑡+𝑐4) − 1

𝑒𝛼
2𝑐21(𝑡+𝑐4) + 1

]︃
, (2.238)

𝐻(𝑡) = 2𝑐21 cth[𝛼
2𝑐21(𝑡+ 𝑐4)], (2.239)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 sh
2/𝛼2

[𝛼2𝑐21(𝑡+ 𝑐4)], (2.240)

соответствующие инфляции с гиперболическим потенциалом скалярного поля.
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Случаю 𝑐2 = 𝑖𝑐1 соответствуют следующие решения

𝐻(𝜑) = 𝑐21 sh
(︁𝛼
2
𝜑
)︁
, (2.241)

𝑉𝑆𝑐ℎ(𝜑) = 𝑐41(6− 𝛼2) ch(𝛼𝜑) + 𝑐5, (2.242)

𝜑(𝑡) = ± 4

𝛼
arth

[︀
tg(𝛼2𝑐21𝑡)

]︀
, (2.243)

𝐻(𝑡) = −2𝑐21 tg
[︀
𝛼2𝑐21(𝑡+ 𝑐4)

]︀
, (2.244)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 cos
2/𝛼2

[𝛼2𝑐21(𝑡+ 𝑐4)], (2.245)

где 𝑐3, 𝑐4 и 𝑐5 – константы интегрирования.

Подобные решения с гиперболическим потенциалом скалярного поля рассматрива­

лись ранее в работе [199] в контексте моделей с «постоянным скатыванием», основанных на

заданном соотношении 𝜑 = −(3 + 𝛼̂)𝐻𝜑̇, в котором значение постоянной 𝛼̂ определяет ре­

жим ускоренного расширения и отклонение потенциала 𝑉 (𝜑) от плоского. Таким образом,

в рамках предложенного подхода, моделям с «постоянным скатыванием» соответствует

постоянный потенциал 𝑈(𝜑) = 𝛼2/4 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 в уравнении (2.217).

Для случая 𝑈 = 3/2 или 𝛼 = ±
√
6 получим решения для плоского потенциала

𝐻(𝜑) = 𝑐21𝑒
√

3
2
𝜑 + 𝑐22𝑒

−
√

3
2
𝜑, (2.246)

𝑉𝑆𝑐ℎ(𝜑) = 𝑐3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (2.247)

𝜑(𝑡) = − 2√
6
ln

[︂
𝑐1(𝑒

6𝑐1𝑐2(𝑡+𝑐4) − 1)

𝑐2(𝑒6𝑐1𝑐2(𝑡+𝑐4) + 1)

]︂
, (2.248)

𝐻(𝑡) = 2𝑐1𝑐2

[︂
(𝑒12𝑐1𝑐2(𝑡+𝑐4) + 1)

(𝑒12𝑐1𝑐2(𝑡+𝑐4) − 1)

]︂
= 2𝑐1𝑐2 cth[6𝑐1𝑐2(𝑡+ 𝑐4)], (2.249)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 sh
1/3[6𝑐1𝑐2(𝑡+ 𝑐4)], (2.250)

которые рассматривались ранее в разделе S 2.4.1.

2.7.4 Преобразования Дарбу

Одним из методов генерирования новых точных решений уравнения Шрёлингера из

известных является метод преобразований Дарбу [200].

В контексте данного метода, из общего решения УШ

𝐻(𝜑) = 𝐻1(𝜑) +𝐻2(𝜑), (2.251)

можно получить новые решения для нового уравнения этого типа

𝐻̂ ′′
𝜑 − 𝑈̂(𝜑)𝐻̂ = 0, (2.252)
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основанные на преобразованиях Дарбу, именно

𝐻̂1 = 𝐻 ′
𝜑 −𝐻

(︂
(𝐻1)

′
𝜑

𝐻1

)︂
, (2.253)

𝐻̂2 = 𝐻 ′
𝜑 −𝐻

(︂
(𝐻2)

′
𝜑

𝐻2

)︂
, (2.254)

для потенциалов

𝑈̂1 = 𝑈 − 2 (ln𝐻1)
′′
𝜑 = 𝐻1

(︂
1

𝐻1

)︂′′

𝜑

, (2.255)

𝑈̂2 = 𝑈 − 2 (ln𝐻2)
′′
𝜑 = 𝐻2

(︂
1

𝐻2

)︂′′

𝜑

. (2.256)

В качестве примера, рассмотрим решение (2.220) для хаотической инфляции с квад­

ратичным потенциалом, которому соответствует 𝑈 = 0, полученное в разделе S 2.7.1, с

параметром Хаббла

𝐻(𝜑) = 𝑐1𝜑+ 𝑐2. (2.257)

Из уравнений (2.253)–(2.256) получим

𝐻̂1(𝜑) =
𝑐3
𝜑
, 𝑈̂1(𝜑) =

2

𝜑2
, 𝐻̂2 = 𝑐2, 𝑈̂2 = 0. (2.258)

Поскольку второй класс решений является тривиальным, рассмотрим только первые

полученные решения.

После подстановки 𝑈̂1(𝜑) в уравнение (2.252) имеем общее решение этого УШ

𝐻̂(𝜑) = 𝑐4𝜑
2 +

𝑐3
𝜑
. (2.259)

Используя уравнение (2.218), для случая 𝑐3 = 0 найдем потенциал

𝑉𝑆𝑐ℎ(𝜑) = 3𝑐24𝜑
4 − 8𝑐24𝜑

2 + 𝑐5, (2.260)

и, из уравнения (2.219) получим остальные параметры модели

𝜑(𝑡) = 𝜑0 exp(−4𝑐4𝑡), 𝐻(𝑡) = 𝑐4𝜑
2
0 exp(−8𝑐4𝑡), 𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

(︂
−𝜑

2
0

8
𝑒−8𝑐4𝑡

)︂
. (2.261)

Точные решения для потенциала Хиггса (2.260), приводящего к спонтанному нару­

шению симметрии, рассматривались ранее в работах [161;201].

Для случая 𝑐4 = 0 в выражении (2.259), получим

𝑉𝑆𝑐ℎ(𝜑) = −2𝑐23𝜑
−4 + 3𝑐23𝜑

−2 + 𝑐6, 𝜑(𝑡) = (6𝑐3𝑡+ 𝑐7)
1/3, (2.262)

𝐻(𝑡) = 𝑐2(6𝑐3𝑡+ 𝑐7)
−1/3, 𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

[︂
1

4
(6𝑐3𝑡+ 𝑐7)

2/3

]︂
, (2.263)

где 𝑐6 и 𝑐7 – постоянные интегрирования.

Полученные решения соответствуют «промежуточной инфляции», точные решения

для которой рассматривались в работе [67]. Таким образом, различные актуальные мо­

дели космологической инфляции оказались связаны преобразованиями Дарбу уравнения

Шрёдингера (2.217).
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2.7.5 Приведение всех независимых уравнений космологической

динамики к уравнению Шрёдингера

Как было отмечено ранее, их трех уравнений космологической динамики только

два являются независимыми. Теперь приведем систему из двух дифференциальных урав­

нений, полностью определяющих динамику ранней Вселенной, к уравнению типа одно­

мерного стационарного уравнения Шрёдингера. Таким образом, методы точных решений

одного дифференциального уравнения можно использовать для генерирования точных

космологических решений.

Для этого рассмотрим уравнения космологической динамики в следующем виде

𝜑̇2 = −2𝐻̇, (2.264)

𝑉 (𝜑(𝑡)) = 3𝐻2 + 𝐻̇. (2.265)

Далее, определим скалярное поле и параметр Хаббла следующим образом

𝜑(𝑡) = ln(𝜓(𝑡)), (2.266)

𝐻(𝑡) =
1

2

(︃
𝜓̇

𝜓
−
∫︁
𝑢(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜆

)︃
, (2.267)

где 𝜓(𝑡) и 𝑢(𝑡) – некоторые функции космического времени.

После подстановки (2.266)–(2.267) в уравнение (2.264) получим уравнение Шрёдин­

гера

𝜓 − 𝑢(𝑡)𝜓 = 0, (2.268)

в котором волновая функция 𝜓 связана со скалярным полем следующим образом 𝜓(𝑡) =

exp(𝜑(𝑡)). Теперь рассмотрим точные космологические решения на основе выбора потен­

циала 𝑢(𝑡).

Для случая 𝑢 = 0 из уравнения (2.268) получим

𝜓(𝑡) = 𝑐1𝑡+ 𝑐2, (2.269)

где 𝑐1 и 𝑐2 – постоянные интегрирования.

Из уравнений (2.266)–(2.267) и (2.265) следует

𝜑(𝑡) = ln(𝑐1𝑡+ 𝑐2), (2.270)

𝐻(𝑡) =
𝑐1𝑡+ 𝑐2𝜆+ 𝑐1
2(𝑐1𝑡+ 𝑐2)

, (2.271)

𝑎(𝑡) = 𝑎0𝑒
1
2
𝜆𝑡(𝑐1𝑡+ 𝑐2)

1/2, (2.272)

𝑉 (𝜑) =
𝑐21
4
𝑒−2𝜑 +

3𝑐1𝜆

2
𝑒−𝜑 +

3

4
𝜆2. (2.273)
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Полученные решения соответствуют экспоненциально-степенной инфляции [57]. Для

𝑐1 = 0 получим решения де Ситтера 𝜑 = ln(𝑐2) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝐻 = 𝜆
2
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и 𝑉 = 3

4
𝜆2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Для 𝑢(𝑡) = 𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0 из уравнения (2.268) получим

𝜓(𝑡) = 𝑐1𝑒
√
𝐴𝑡 + 𝑐2𝑒

−
√
𝐴𝑡, (2.274)

где 𝑐1 и 𝑐2 – постоянные интегрирования.

Запишем растущее и убывающее решения в следующей форме

𝜓1,2(𝑡) = exp
(︁
±
√
𝐴𝑡+ 𝜑0

)︁
, 𝜑0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (2.275)

Из уравнений (2.266)–(2.267) и (2.265) получим

𝜑(𝑡) = ±
√
𝐴 𝑡+ 𝜑0, (2.276)

𝐻(𝑡) =
1

2

(︁
𝜆±

√
𝐴− 𝐴𝑡

)︁
, (2.277)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

{︂
1

2

[︂(︁
𝜆±

√
𝐴)𝑡− 𝐴𝑡2

2

]︂}︂
, (2.278)

𝑉 (𝜑) =
[︁
𝜆±

√
𝐴±

√
𝐴 (𝜑0 − 𝜑)

]︁2
− 1

2
𝐴, (2.279)

то есть точные решения для модели инфляции с квадратичным потенциалом.

Волновые функции, полученные из условий 𝑐1 = 𝑐2, 𝑐1 = −𝑐2, не приводят к физиче­

ским потенциалам, необходимым для реализации инфляционного сценария.

Теперь рассмотрим волновую функцию вида

𝜓(𝑡) = th(𝛼𝑡), (2.280)

где 𝛼 – некоторая постоянная.

Из уравнения (2.268) получим потенциал Пёшля-Теллера

𝑢(𝑡) = − 2𝛼2

ch2(𝛼𝑡)
, (2.281)

предложенный для описания потенциальной энергии электростатического поля двухатом­

ной молекулы в работе [202].

Из уравнений (2.266)–(2.267) и (2.265) для случая 𝜆 = 0 получим следующие космо­

логические решения

𝜑(𝑡) = ln(th(𝛼𝑡)), (2.282)

𝐻(𝑡) = 𝛼 cth(2𝛼𝑡), (2.283)

𝑎(𝑡) = 𝑎0[sh(2𝛼𝑡)]
1/2, (2.284)

𝑉 (𝜑) = 𝛼2[ch2(𝜑) + 2]. (2.285)
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Точные космологические решения для потенциала (2.285) рассматривались ранее в

работах [160; 164]. В данном случае мы имеем формальную связь между квантово-меха­

нической и космологической моделями.

Таким образом, на основе результатов, полученных в разделе S 2.7.1 и в данном

разделе, можно рассматривать задачу анализа космологической динамики на основе од­

номерного стационарного уравнения Шрёдингера[︂
− 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑈(𝑥)

]︂
𝜓(𝑥) = 0, (2.286)

с дополнительными соотношениями между параметрами моделей.

Для случая 𝑥 ≡ 𝜑 (или 𝜑-представления УШ (2.286)) получим уравнения

(2.217)–(2.219) с потенциалом 𝑈(𝜑) и волновой функцией 𝜓(𝜑) = 𝐻(𝜑), случаю 𝑥 ≡ 𝑡

(или 𝑡-представлению УШ (2.286)) соответствуют уравнения (2.265)–(2.268) с другим по­

тенциалом 𝑢(𝑡) и волновой функцией 𝜓(𝑡) = exp(𝜑(𝑡)).

Отметим, что представление уравнений космологической динамики в виде (2.286)

приводит к различным космологическим решениям для одинаковых потенциалов 𝑈(𝑥).

Например, для 𝑈 = 0 в случае 𝑥 ≡ 𝜑 получены космологические решения с квадратичным

потенциалом (2.221), представлению 𝑥 ≡ 𝑡 соответствуют решения с двойным экспоненци­

альным потенциалом (2.272).

С другой стороны, для различных потенциалов 𝑈(𝑥) получены одинаковые космоло­

гические решения. Так для 𝑈 = 0 при условии 𝑥 ≡ 𝜑 и 𝑢 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0 с условием 𝑥 ≡ 𝑡

имеем одинаковые решения для модели с квадратичным потенциалом (2.221) или (2.279).

Также отметим, что из уравнений (2.267) и (2.268) можно определить параметр Хаб­

бла в следующем виде

𝐻(𝑡) =
1

2

(︃
𝜓̇

𝜓
−
∫︁
𝜓

𝜓
𝑑𝑡+ 𝜆

)︃
. (2.287)

На основе уравнения (2.287) сформулируем условие интегрируемости уравнений кос­

мологической динамики в явном виде:

Если интеграл

𝐼(𝑡) =

∫︁
𝜓

𝜓
𝑑𝑡, (2.288)

может быть получен в явном виде для произвольной функции 𝜓 = 𝜓(𝑡), то исходные

уравнения космологической динамики (1.7)–(1.9) имеют точные аналитические решения,

которые определяются из соотношений (2.265)–(2.266) и (2.287).

Очевидно, что данное условие означает существование точных аналитических реше­

ний уравнения Шрёдингера (2.268) для случая 𝑥 ≡ 𝑡, 𝑈(𝑥) = 𝑢(𝑡). Также справедливо и

обратное утверждение: любым точным решениям космологической динамики (1.7)–(1.9)

соответствуют точные решения уравнения (2.268).



75

2.7.6 Первое утверждение о эквивалентности космологических

решений

На основании результатов, полученных в разделах S 2.7.1 и S 2.7.5, сформулируем

первое утверждение о эквивалентности космологических решений:

Для моделей космологической инфляции, содержащих скалярное поле и основанных

на гравитации Эйнштейна

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︂
1

2
𝑅− 1

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)

]︂
, (2.289)

в плоском четырехмерном пространстве Фридмана-Робертсона-Уокера, точные решения

системы уравнений космологической динамики

3𝐻2 − 1

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑) = 0, (2.290)

3𝐻2 + 2𝐻̇ +
1

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑) = 0, (2.291)

𝜑+ 3𝐻𝜑̇+ 𝑉 ′
𝜑 = 0, (2.292)

полученные с помощью любых методов точных решений, могут быть также получены на

основе уравнения типа одномерного стационарного уравнения Шрёдингера[︂
− 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑈(𝑥)

]︂
𝜓(𝑥) = 0, (2.293)

для которого случаю 𝑥 ≡ 𝜑, 𝑈(𝑥) = 𝑈(𝜑) соответствуют соотношения

𝑉 ′
𝜑 = 6

[︂
1− 2

3
𝑈(𝜑)

]︂
𝜓𝜓′

𝜑, (2.294)

𝜑̇ = −2𝜓′
𝜑, 𝐻(𝜑) = 𝜓(𝜑), (2.295)

и случаю 𝑥 ≡ 𝑡, 𝑈(𝑥) = 𝑢(𝑡) соответствуют соотношения

𝐻̇ =
1

2

[︃
𝑑

𝑑𝑡

(︃
𝜓̇

𝜓

)︃
− 𝑢(𝑡)

]︃
, (2.296)

𝜑(𝑡) = ln(𝜓(𝑡)), (2.297)

𝑉 (𝜑(𝑡)) = 3𝐻2 + 𝐻̇. (2.298)

Следовательно, анализ динамики ранней Вселенной с каноническим или фантомным

полем можно проводить на основе методов точных решений уравнения типа одномерного

стационарного уравнения Шрёдингера (2.293) в 𝜑 или 𝑡-представлении.
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2.8 Генерирование новых точных решений из известных

Несмотря на большое число рассмотренных методов анализа системы нелинейных

дифференциальных уравнений, определяющих динамику ранней Вселенной, для соответ­

ствия корректной смене стадий эволюции Вселенной необходим общий метод генерирова­

ния точных решений, соответствующих комбинации стадий (квази) де Ситтера и Фридма­

на с корректными (с позиций инфляционой парадигмы) потенциалами.

В качестве подхода, развивающего ранее рассмотренные методы, используем постро­

ение новых точных решений на основе известных. Генерированию новых точных решений

из известных соответствуют преобразования вида (𝐻,𝑉,𝜑) → (𝐻̄,𝑉 ,𝜙).

Теперь рассмотрим следующее преобразование параметра Хаббла

𝐻̄ = 𝑓(𝑡)𝐻, (2.299)

где 𝑓 = 𝑓(𝑡) – произвольная функция.

Отсюда получим выражения для нового потенциала 𝑉 и нового скалярного поля 𝜙

𝑉 (𝜙) = 3𝑓 2𝐻2 +
𝑑

𝑑𝑡
(𝑓𝐻) , (2.300)

1

2
𝜙̇2 = − 𝑑

𝑑𝑡
(𝑓𝐻) = −𝑓𝐻̇ − 𝑓𝐻. (2.301)

Теперь запишем уравнение (2.301) в следующем виде

1

2
𝜙̇2 = −𝑓𝐻̇ − 𝑓𝐻 =

1

2
𝜑̇2𝐻 +

1

2
𝜑̇2𝑓

𝐻

𝐻̇
=

1

2
𝜑̇2

(︂
𝑓 + 𝑓

𝐻

𝐻̇

)︂
. (2.302)

Таким образом, окончательно, получим

𝜙̇2 = 𝜑̇2

(︂
𝑓 + 𝑓

𝐻

𝐻̇

)︂
. (2.303)

Процедура генерации новых решений на основе известных 𝐻 = 𝐻(𝑡) и 𝜑 = 𝜑(𝑡) вы­

глядит следующим образом: задаем функцию 𝑓 = 𝑓(𝑡) и, из уравнения (2.303), определяем

𝜙 = 𝜙(𝑡). Далее, подставляем 𝐻 = 𝐻(𝑡) и 𝑓 = 𝑓(𝑡) в уравнение (2.300). Финальным шагом

является замена 𝑡 = 𝑡(𝜙) в уравнении (2.300).

Простое преобразование поля 𝜑 в 𝜙 можно определить следующим образом

𝜙̇2 = 𝑛𝜑̇2, (2.304)

где 𝑛 – некоторая произвольная постоянная.

Теперь определим вид функции 𝑓 = 𝑓(𝑡), исходя из условия (2.304),

𝑓(𝑡) + 𝑓(𝑡)
𝐻

𝐻̇
= 𝑓(𝐻) + 𝑓 ′

𝐻𝐻 = 𝑛. (2.305)
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Решая это уравнение, получим функцию, определяющую преобразование (2.299), в

следующей форме

𝑓(𝑡) = 𝑓(𝐻(𝑡)) = 𝑛+
𝜆

𝐻(𝑡)
, (2.306)

где 𝜆 – постоянная интегрирования.

Из уравнений (2.299), (2.300) и (2.303) получим преобразования параметров инфля­

ционных моделей

𝐻̄ = 𝑛𝐻 + 𝜆, (2.307)

𝑎̄(𝑡) = 𝐶𝑎𝑛(𝑡)𝑒𝜆𝑡, 𝐶 = 𝑎̄0/𝑎
𝑛
0 , (2.308)

𝑉 (𝑡) = 3𝑛2𝐻2 + 6𝜆𝑛𝐻 + 𝑛𝐻̇ + 3𝜆2, (2.309)

𝜙 =
√
𝑛𝜑. (2.310)

Таким образом, на основе точных решений для исходной модели с каноническим

скалярным поля из преобразования (2.306) можно получить точные решения для пяти

новых моделей:

1. модель с каноническим скалярным полем 𝑛 > 0, 𝜆 ̸= 0;

2. модель с каноническим скалярным полем 𝑛 > 0, 𝜆 = 0;

3. модель с фантомным полем 𝑛 < 0, 𝜆 ̸= 0;

4. модель с фантомным полем 𝑛 < 0, 𝜆 = 0;

5. модель с космологической постоянной 𝑛 = 0, 𝜆 ̸= 0.

Соотношение (2.310) определяет связь между моделями с каноническими и фантом­

ными полями. В случае если исходное скалярное поле 𝜑 – каноническое, для канонического

скалярного поля 𝜙 константа 𝑛 > 0, для фантомного поля 𝑛 < 0, если мы рассматрива­

ем исходные решения для фантомного поля 𝜑, то каноническому полю 𝜙 соответствует

случай 𝑛 < 0, а фантомному 𝑛 > 0.

Теперь рассмотрим степенную инфляцию с параметром Хаббла 𝐻(𝑡) = (𝐴𝑡 + 𝐵)−1

как исходную модель.

Из уравнений (2.53)–(2.54) получим

𝑉 (𝑡) = (3− 𝐴) exp(𝐴𝑡+𝐵)2, (2.311)

𝜑(𝑡) = ±
√︂

2

𝐴
ln(𝐴𝑡+𝐵) + 𝜑0, (2.312)

𝑉 (𝜑) = (3− 𝐴) exp
[︁
∓
√
2𝐴(𝜑− 𝜑0)

]︁
, (2.313)

𝑎(𝑡) = 𝑎0(𝐴𝑡+𝐵)1/𝐴, (2.314)

то есть точные решения, которые были рассмотрены ранее в разделе S 2.4.3 с другими

постоянными параметрами модели.
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Используя преобразование, заданное функцией (2.306), из уравнений (2.307)–(2.310)

получим

𝜙 = ±
√︂

2𝑛

𝐴
ln(𝐴𝑡+𝐵) + 𝜙0, (2.315)

𝑉 (𝜙) = 𝑛(3𝑛− 𝐴) exp

[︃
∓
√︂

2𝐴

𝑛
(𝜙− 𝜙0)

]︃
+ 6𝑛𝜆𝑚 exp

[︂
∓ 𝐴√

2𝑛
(𝜙− 𝜙0)

]︂
+ 3𝜆2, (2.316)

𝑎̄(𝑡) = 𝑎̄0 exp(𝜆𝑡)(𝐴𝑡+𝐵)𝑛/𝐴, (2.317)

что соответствует экспоненциально-степенной инфляции.

Отметим, что этой модели соответствует параметр Хаббла

𝐻̄(𝑡) = 𝑛(𝐴𝑡+𝐵)−1 + 𝜆, (2.318)

для которого на малых временах, соответствующих инфляционной стадии 𝑡 ≈ 0 получим

𝐻̄𝑖𝑛𝑓 = 𝑛
𝐵
+ 𝜆, то есть экспоненциальное расширение, на больших временах 𝑡 → ∞ полу­

чим 𝐻̄𝑠𝑒𝑐 = 𝜆 < 𝐻̄𝑖𝑛𝑓 , промежуточным стадиям соответствует расширение Вселенной по

степенному закону при условии 𝑛(𝐴𝑡+𝐵)−1 ≫ 𝜆.

Теперь продемонстрируем данный метод на примере модели с потенциалом Хиггса

(2.260) и масштабным фактором 𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp
(︀
−𝐵
𝐴
𝑒−𝐴𝑡

)︀
, для обозначений 𝐴 = 4𝑐4, 𝐵 = 𝜑2

0,

подразумевающий двойное экспоненциальное расширение для случая 𝐴 < 0.

На основе преобразований (2.307)–(2.310) запишем новые точные решения

𝐻 = 𝑛𝐵 exp(−𝐴𝑡) + 𝜆, (2.319)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

(︂
𝜆𝑡− 𝑛𝐵

𝐴
𝑒−𝐴𝑡

)︂
, (2.320)

𝜙 = ±
√︂

8𝑛𝐵

𝐴
exp

(︂
−𝐴

2
𝑡

)︂
, (2.321)

𝑉 (𝜙) =
3𝐴2

64
𝜙4 +

(︂
3𝐴𝜆

4
− 𝐴2

8

)︂
𝜙2 + 3𝜆2. (2.322)

Таким образом, данные преобразования не изменяют форму потенциала Хиггса, но

соответствуют другой космологической динамике для потенциала скалярного поля анало­

гичного вида.

Также, для случая 𝜆 = 𝐴/6, получим потенциал

𝑉 (𝜙) =
3𝐴2

64
𝜙4 +

𝐴2

12
, (2.323)

соответствующий хаотической инфляции для случая степенного потенциала [33].

Теперь рассмотрим применение предложенного подхода генерирования новых точ­

ных космологических решений из известных для случая ранее рассмотренных методов.
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2.8.1 Преобразование решений в методе

Иванова-Салопека-Бонда

Теперь рассмотрим преобразование космологических решений на основе функции

(2.306) в уравнениях типа Гамильтона-Якоби или Иванова-Салопека-Бонда

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 − 2𝐻 ′2
𝜑 , (2.324)

𝜑̇ = −2𝐻 ′
𝜑. (2.325)

Запишем новый потенциал, который следует из преобразования параметра Хаббла

𝐻̄ = 𝑛𝐻 + 𝜆, как

𝑉 = 3𝐻̄2 − 2

(︂
𝑑𝐻̄

𝑑𝜙

)︂2

= 3 (𝑛𝐻 + 𝜆)2 − 2𝑛2

(︂
𝑑𝐻

𝑑𝜑

𝑑𝜑

𝑑𝜙

)︂2

. (2.326)

Поскольку 𝑑𝜑/𝑑𝜙 = 1/
√
𝑛, получим новый потенциал в терминах исходного поля 𝜑

в следующем виде

𝑉 (𝜑) = 3 (𝑛𝐻 + 𝜆)2 − 2𝑛𝐻 ′2
𝜑 = 3𝑛2𝐻2 + 6𝑛𝜆𝐻 − 2𝑛𝐻 ′2

𝜑 + 3𝜆2. (2.327)

Переход к потенциалу в терминах нового поля 𝜙 производится с помощью следующей

замены исходного скалярного поля

𝑉 (𝜙) = 𝑉 (𝜑(𝜙)), 𝜑 = 𝜙/
√
𝑛. (2.328)

Также сохраняем преобразования масштабного фактора, полученные ранее

𝑎̄(𝑡) = 𝐶𝑎𝑛(𝑡)𝑒𝜆𝑡, 𝐶 = 𝑎̄0/𝑎
𝑛
0 . (2.329)

Таким образом, при генерировании новых точных решений из исходных можно не

проводить дополнительных вычислений, а непосредственно использовать преобразования

(2.327)–(2.329) и получить потенциал 𝑉 (𝜙) на основе известного выражения для 𝐻(𝜑).

Теперь рассмотрим следующий параметр Хаббла с каноническим скалярным полем

𝐻(𝜑) = (𝐴𝜑+𝐵)𝑚, 𝑚 ̸= 2, (2.330)

где 𝐴 и 𝐵 – произвольные постоянные, 𝑚 – целое число.

Из уравнений (2.55)–(2.56) получим точные решения

𝑉 (𝜑) = 3(𝐴𝜑+𝐵)2𝑚 − 2𝑚2𝐴2(𝐴𝜑+𝐵)2𝑚−2, (2.331)

𝜑(𝑡) = 𝐴𝑚

[︂
𝐾(𝐶1 + 𝑡)Θ(𝑡)− 𝐵

𝐴2𝑚

]︂
, (2.332)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

(︂
−1

2
(𝐶1 + 𝑡)(𝑚− 2)

)︂
[𝐾𝑚Θ(𝑡)(𝐶1 + 𝑡)]𝑚 , (2.333)
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где

Θ(𝑡) =
[︀
𝐴2𝑚(𝑚− 2)(𝐶1 + 𝑡)

]︀𝑚−1
2−𝑚 , (2.334)

𝐾 = 𝑚2
1

2−𝑚 − 2
𝑚−3
𝑚−2 . (2.335)

Исходя из вида масштабного фактора (2.333), можно заключить, что для моделей ин­

фляции, которые задаются параметром Хаббла (2.330), ускоренное расширение Вселенной

происходит для следующих значений: 𝑚 < 0, 𝑚 = 0 и 𝑚 = 1.

Далее, получим новые точные решения на основе преобразований (2.327)–(2.329)

𝜙 =
√
𝑛𝐴𝑚

[︂
𝐾(𝐶1 + 𝑡)Θ(𝑡)− 𝐵

𝐴2𝑚

]︂
, (2.336)

𝑉 (𝜙) = 3𝑛2

(︂
𝐴𝜙√
𝑛
+𝐵

)︂2𝑚

− 2𝑛𝑚2𝐴2

(︂
𝐴𝜙√
𝑛
+𝐵

)︂2𝑚−2

+ 6𝜆𝑛

(︂
𝐴𝜙√
𝑛
+𝐵

)︂𝑚
+ 3𝜆2, (2.337)

𝑎̄(𝑡) = 𝑎̄0 exp
(︁
𝜆− 𝑛

2
(𝐶1 + 𝑡)(𝑚− 2)

)︁
[𝐾𝑚Θ(𝑡)(𝐶1 + 𝑡)]𝑚𝑛 . (2.338)

В данном случае, ускоренное расширение происходит для произвольного значения

параметра 𝑚, поскольку характер динамики связан также с выбором параметров 𝑛 и 𝜆.

В качестве другого примера, рассмотрим преобразования решений, полученных в

работе Барроу [161] для скалярного поля вида

𝜑(𝑡) = 𝐴 exp (−𝜇𝑡𝑚) , (2.339)

где 𝐴, 𝜇 и 𝑚 – некоторые постоянные.

Случаю 𝑚 = 1 соответствуют следующие точные решения [161]

𝐻(𝜑) = −𝜑2

4𝜇

{︂
ln2

[︂(︂
𝜑

𝐴

)︂]︂
+ ln

[︂(︂
𝜑

𝐴

)︂]︂
+

1

2

}︂
, (2.340)

𝑉 (𝜑) =
3𝜑4

16𝜇2

{︂
ln2

[︂(︂
𝜑

𝐴

)︂]︂
+ ln

[︂(︂
𝜑

𝐴

)︂]︂
+

1

2

}︂2

− 𝜑2

2𝜇2
ln4

[︂(︂
𝜑

𝐴

)︂]︂
, (2.341)

𝐻(𝑡) = −𝐴
2

4𝜇

{︂(︁𝜇
𝑡

)︁2
+
𝜇

𝑡
+

1

2

}︂
exp

(︂
−2𝜇

𝑡

)︂
, (2.342)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

{︂
−𝐴

2

8

[︂
1 +

𝑡

𝜇

]︂
exp

(︂
−2𝜇

𝑡

)︂}︂
. (2.343)

Таким образом, ускоренное расширение происходит в этой модели только в случае,

когда константа 𝜇 < 0.

После преобразований (2.327)–(2.329) получим

𝜙(𝑡) = 𝐴
√
𝑛 exp (−𝜇𝑡𝑚) , (2.344)

𝑉 (𝜑) =
3𝜙4

16𝜇2

{︂
ln2

[︂(︂
𝜙

𝐴
√
𝑛

)︂]︂
+ ln

[︂(︂
𝜙

𝐴
√
𝑛

)︂]︂
+

1

2

}︂2

− 𝜙2

2𝜇2
ln4

[︂(︂
𝜙

𝐴
√
𝑛

)︂]︂
−6𝜆

𝜙2

4𝜇

{︂
ln2

[︂(︂
𝜙

𝐴
√
𝑛

)︂]︂
+ ln

[︂(︂
𝜙

𝐴
√
𝑛

)︂]︂
+

1

2

}︂
+ 3𝜆2, (2.345)



81

𝐻̄(𝑡) = 𝜆− 𝐴2𝑛

4𝜇

{︂(︁𝜇
𝑡

)︁2
+
𝜇

𝑡
+

1

2

}︂
exp

(︂
−2𝜇

𝑡

)︂
, (2.346)

𝑎̄(𝑡) = 𝑎̄0 exp

{︂
𝜆− 𝐴2𝑛

8

[︂
1 +

𝑡

𝜇

]︂
exp

(︂
−2𝜇

𝑡

)︂}︂
. (2.347)

Для данной модели ускоренное расширение связано уже с выбором трех параметров

𝜆, 𝑛 и 𝜇, что позволяет рассматривать модели инфляции с различной эволюцией скаляр­

ного поля (2.344).

В работе [161] были представлены общие решения для произвольных значений по­

стоянной 𝑚, которые также можно обобщить на основе преобразований (2.327)–(2.329).

2.8.2 Преобразование решений в методе приведения к

уравнению Шрёдингера

Теперь используем преобразования (2.307)–(2.310) в методе приведения к уравнению

Шрёдингера, который рассматривался в разделе S 2.7.1.

Запишем новый параметр Хаббла следующим образом

𝐻̄ = 𝑛𝐻 + 𝜆. (2.348)

После подстановки 𝐻 в (2.217) получим новое уравнение

𝐻 ′′
𝜑 + 𝑈(𝜑)

(︂
𝐻 +

𝜆

𝑛

)︂
= 0, 𝐻̃ ′′

𝜑 − 𝑈(𝜑)𝐻̃(𝜑) = 0, 𝐻̃ = 𝐻 +
𝜆

𝑛
, (2.349)

со следующей связью между старыми и новыми решениями

𝑈̄ = 𝑈, (2.350)

𝑉 (𝜑) =

∫︁ (︂
𝑛2 +

𝑛𝜆

𝐻

)︂
𝑑𝑉 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (2.351)

𝜙 =
√
𝑛𝜑, (2.352)

𝑎 = 𝐶𝑎𝑛 exp(𝜆𝑡). (2.353)

В качестве примера рассмотрим модель, основанную на точных решениях

(2.241)–(2.245), и, после преобразований (2.348) – (2.353), получим

𝑉 (𝜙) = (6− 𝛼2)𝑛𝑐21

[︂
𝑛𝑐21
2

sh2

(︂
𝛼

2
√
𝑛
𝜙

)︂
+ 𝜆 sh

(︂
𝛼

2
√
𝑛
𝜙

)︂]︂
+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (2.354)

𝜙(𝑡) = ±4
√
𝑛

𝛼
arth

[︀
tg(𝛼2𝑐21𝑡)

]︀
, (2.355)

𝑎 = 𝑎0 cos
2𝑛/𝛼2

[𝛼2𝑐21(𝑡+ 𝑐4)] exp(𝜆𝑡). (2.356)
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В данном случае, мы получили точные решения для модели с возрастающим или

затухающим (в зависимости от знака постоянной 𝜆) осциллирующим масштабным факто­

ром.

В случае 𝜆 = 0 получаем форм-инвариантные преобразования уравнения Шрёдинге­

ра (2.217) с новыми решениями 𝑉 = 𝑛2𝑉 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜙 =
√
𝑛𝜑 и 𝑎 = 𝐶𝑎𝑛.

2.8.3 Преобразование решений в методе суперпотенциала

Запишем уравнения космологической динамике в терминах суперпотенциала

3𝐻2 = 𝑊, (2.357)

3𝐻𝜑̇2 = −𝑊̇ , (2.358)

откуда получим следующие соотношения

𝜑̇2 = − 𝑊̇√
3𝑊

, 𝜑̇ = −
𝑊 ′
𝜑√

3𝑊
, (2.359)

𝑉 (𝑡) = 𝑊 +
𝑊̇

2
√
3𝑊

, 𝑉 (𝜑) = 𝑊 −
𝑊 ′2
𝜑

6𝑊
. (2.360)

Уравнения (2.300)–(2.303), определяющие общие преобразования исходных точных

космологических решений в новые, в терминах суперпотенциала записываются следую­

щим образом

𝑊̄ = 𝑓 2𝑊, (2.361)

𝑉 (𝜙) = 𝑓 2𝑊 +

√
3

6

(︃
2
√
𝑊𝑓 + 𝑓

𝑊̇√
𝑊

)︃
= 𝑓 2𝑊 − 1

3
𝑓 ′
𝜑 − 𝑓

𝑊 ′2
𝜑

6𝑊
, (2.362)

𝜙̇2 = 𝜑̇2

(︂
𝑓 + 2𝑓

𝑊

𝑊̇

)︂
= − 𝑓𝑊̇√

3𝑊
− 2𝑓

√
𝑊√
3

, (2.363)

𝜙̇ = −
𝑓𝑊 ′

𝜑√
3𝑊

− 2√
3
𝑓 ′
𝜑

√
𝑊, (2.364)

где функция 𝑓(𝜑) = 𝑓(𝑡(𝜑)).

На основе (2.361) и (2.363) запишем следующие преобразования

𝐻 = 𝐻̄

√︂
𝑊

𝑊̄
, 𝜑̇2 = 𝜙̇2

√︂
𝑊̄

𝑊

(︃
𝑊̇
˙̄𝑊

)︃
, (2.365)

которые связывают исходные и новые параметры инфляционных моделей.

Таким образом, генерирование новых точных решений из исходных определяется

выбором суперпотенциала 𝑊̄ новой модели.
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Применяя преобразования (2.365) к уравнениям (2.357)–(2.358), получим

3𝐻̄2 = 𝑊̄ , 3𝐻̄𝜙̇2 = − ˙̄𝑊. (2.366)

Следовательно, выражения (2.365) не меняют структуру исходных уравнений дина­

мики (2.357)–(2.358), то есть являются форм-инвариантными преобразованиями. Подоб­

ные преобразования уравнений космологической динамики (без их вывода) рассматрива­

лись ранее в работе [190] в терминах плотности полной энергии скалярного поля 𝜌𝜑 и

также использовались для построения точных космологических решений для различных

моделей инфляции.

Теперь, в качестве примера построения новых точных решений из исходных, рас­

смотрим суперпотенциал для степенной инфляции следующего вида 𝑊 (𝑡) = 3(𝐴𝑡+𝐵)−2.

Из уравнений (2.357)–(2.360) получим решения для степенной инфляции

𝑉 (𝜑) = (3− 𝐴) exp
[︁
∓
√
2𝐴(𝜑− 𝜑0)

]︁
, (2.367)

𝜑(𝑡) = ±
√︂

2

𝐴
ln(𝐴𝑡+𝐵) + 𝜑0, (2.368)

𝑎(𝑡) = 𝑎0(𝐴𝑡+𝐵)1/𝐴. (2.369)

Выбирая функцию 𝑓(𝑡) = 𝐶 ln(𝐴𝑡+𝐵)(𝐴𝑡+𝐵), получим

𝑊̄ (𝑡) = 3𝐶2 ln2(𝐴𝑡+𝐵), (2.370)

𝜙(𝑡) = ±
√︂

8𝐶(𝐴𝑡+𝐵)

𝐴
+ 𝜙0, (2.371)

𝑉 (𝜙) = 3𝐶2 ln2

(︂
− 𝐴

8𝐶
(𝜙− 𝜙0)

2

)︂
− 8𝐶2

(𝜙− 𝜙0)2
, (2.372)

𝑎̄(𝑡) = 𝑎̄0 exp[−(𝐶𝑡+𝐵𝐶/𝐴)](𝐴𝑡+𝐵)(𝐶𝑡+𝐵𝐶/𝐴), (2.373)

соответствующие точным решениям для модели космологической инфляции, которая рас­

сматривалась ранее в работе [164].

Таким образом, выбирая (например) степенную инфляцию в качестве исходной моде­

ли, можно получить точные решения для других моделей инфляции и провести классифи­

кацию по виду выбранной функции 𝑓 или суперпотенциала 𝑊̄ . Отметим, что в качестве

исходных можно выбрать любые другие точные решения уравнений космологической ди­

намики.

В таблице 2 представлены точные космологические решения для некоторых моде­

лей инфляции, на основе которых можно генерировать точные решения для новых моде­

лей посредством предложенного метода преобразования параметра Хаббла общего вида

𝐻̄(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝐻(𝑡) и его частного случая с функцией вида 𝑓(𝑡) ≡ 𝑛+ 𝜆
𝐻(𝑡)

.
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Таблица 2 — Точные космологические решения для моделей, основанных на ОТО

Параметр Хаббла и масштабный фактор Эволюция и потенциал скалярного поля

𝐻(𝑡) = −𝐴𝑡+𝐵 𝜑(𝑡) = ±
√
2𝐴 𝑡

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp
[︀
1
2 𝑡(2𝐵 −𝐴𝑡)

]︀
𝑉 (𝜑) = 3

(︂
∓
√︁

𝐴
2 𝜑+𝐵

)︂2

−𝐴

𝐻(𝑡) = 𝐵 exp(−𝐴𝑡) 𝜑(𝑡) =
√︁

8𝐵
𝐴 exp

(︀
−𝐴

2 𝑡
)︀

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp
[︀
−𝐵
𝐴𝑒

−𝐴𝑡]︀ 𝑉 (𝜑) = 3𝐴
8 𝜑2

(︀
𝐴
8 𝜑

2 −𝐴
)︀

𝐻(𝑡) = −𝐴𝐵
3 tg(𝐴𝑡) 𝜑(𝑡) =

√︁
2𝐵
3 ln

√︁
1+sin(𝐴𝑡)
1−sin(𝐴𝑡)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 cos
𝐵/3(𝐴𝑡) 𝑉 (𝜑) = 𝐴2𝐵(𝐵−1)

3 ch2
(︁√︁

3
2𝐵𝜑

)︁
− 𝐴2𝐵2

3

𝐻(𝑡) = 𝐴𝐵
3 th(𝐴𝑡) 𝜑(𝑡) =

√︁
−2𝐵

3 arcsin(th(𝐴𝑡))

𝑎(𝑡) = 𝑎0 ch
𝐵/3(𝐴𝑡) 𝑉 (𝜑) = 𝐴2𝐵

3

(︁
𝐵 sin2

√︁
− 3

2𝐵𝜑+ cos2
√︁
− 3

2𝐵𝜑
)︁

𝐻(𝑡) = 𝐴2𝐵 cth(2𝐵𝑡) 𝜑(𝑡) = 𝐴 ln(th(𝐵𝑡))

𝑎(𝑡) = 𝑎0 sh
𝐴2

(𝐵𝑡) 𝑉 (𝜑) = 𝐴2𝐵2
[︁
(3𝐴2 − 2) ch2

(︁
𝜑
𝐴

)︁
+ 2
]︁

𝐻(𝑡) = 𝐴2𝐵 ctg(2𝐵𝑡) 𝜑(𝑡) = 𝐴 arctg(cos(2𝐵𝑡))

𝑎(𝑡) = 𝑎0 sin
𝐴2

(𝐵𝑡) 𝑉 (𝜑) = 𝐴2𝐵2
[︁
(3𝐴2 − 2) ch2

(︁
𝜑
𝐴

)︁
− 3𝐴2

]︁
𝐻(𝑡) = 1

3𝐵 th(𝐵𝑡) 𝜑(𝑡) =
√︁

3
2

[︀
± ln

(︀
𝑒𝐵𝑡 − 1

)︀
∓ ln

(︀
𝑒𝐵𝑡 + 1

)︀]︀
𝑎(𝑡) = 𝑎0 sh

1/3(𝐵𝑡) 𝑉 (𝜑) = 1
3𝐵

2

𝐻(𝑡) = 1
3𝐵 cth(𝐵𝑡) 𝜑(𝑡) =

√︁
3
2

[︀
± ln

(︀
𝑒𝐵𝑡 − 1

)︀
∓ ln

(︀
𝑒𝐵𝑡 + 1

)︀]︀
𝑎(𝑡) = 𝑎0 ch

1/3(𝐵𝑡) 𝑉 (𝜑) = 1
3𝐵

2

𝐻(𝑡) = 𝐵
3𝑡 −

𝐴
3𝐵 𝜑(𝑡) =

√︁
2𝐵
3 ln(𝑡)

𝑎(𝑡) = 𝑎0𝑡
𝐵/3 exp

(︀
− 𝐴

3𝐵 𝑡
)︀

𝑉 (𝜑) = 𝐵(𝐵−1)
3

(︂
𝑒
−2

√︁
3
2𝐵
𝜑 − 2𝐴𝑒

−
√

3
2𝐵

𝜑

𝐵(𝐵−1)

)︂
+ 𝐴2

3𝐵2

𝐻(𝑡) = 𝐴
[︀
𝐵+4
6𝐴𝐵 𝑡

]︀− 𝐵
𝐵+4 𝜑(𝑡) =

[︀
𝐵+4
6𝐴𝐵 𝑡

]︀ 2
𝐵+4

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

[︂
𝐴
4 (𝐵 + 4)𝑡

(︀
𝐵+4
6𝐴𝐵 𝑡

)︀− 𝐵
𝐵+4

]︂
𝑉 (𝜑) = 3𝐴2𝜑−𝐵

(︁
1− 𝐵2

6 𝜑−2
)︁

𝐻(𝑡) = 𝐴2𝐵
6 cth3(𝐵𝑡) 𝜑(𝑡) = 𝐴

sh(𝐵𝑡)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp
[︁
−𝐴2

2 cth2(𝐵𝑡)
]︁
sh𝐴

2
(𝐵𝑡) 𝑉 (𝜑) = 𝐵2

12𝐴2𝜑
2(𝜑2 +𝐴)

(︁
𝜑4

𝐴2 + 2𝜑2 +𝐴2 − 6
)︁

𝐻(𝑡) = 𝐶 ln(𝐴𝑡+𝐵) 𝜑(𝑡) =
√︁
−8𝐶

𝐴 (𝐴𝑡+𝐵)

𝑎(𝑡) = 𝑎0(𝐴𝑡+𝐵)𝐶𝑡+
𝐶𝐵
𝐴 exp

(︁
−𝐶(𝐴𝑡+𝐵)

𝐴

)︁
𝑉 (𝜑) = 3𝐶2 ln2

(︀
− 𝐴

8𝐶𝜑
2
)︀
− 8𝐶2

𝜑2

𝐻(𝑡) =
√︁

2𝐶
3

exp(
√
6𝐶𝑡)

exp(
√
6𝐶𝑡)−1

𝜑(𝑡) =
√︁

2
3 ln

⎡⎣ exp

(︂√︁
3𝐶
2
𝑡

)︂
+1

exp

(︂√︁
3𝐶
2
𝑡

)︂
−1

⎤⎦
𝑎(𝑡) = 𝑎0

[︂
exp

(︂
2
√︁

3𝐶
2 𝑡

)︂
− 1

]︂1/3
𝑉 (𝜑) = 𝐶

[︁
1 + ch

(︁√︁
3
2𝜑
)︁]︁



85

2.9 Связь точных и приближенных решений

Теперь рассмотрим соотношения между точными решениями и полученными с по­

мощью приближения медленного скатывания, которые будем использовать для оценки

расхождения между ними, нахождения начального значения скалярного поля и генериро­

вания точных космологических решений.

Вначале запишем уравнения динамики скалярного поля для точных и приближен­

ных решений

3𝐻2 = 𝑊, (2.374)

𝜑̇ = −
𝑊 ′
𝜑√

3𝑊
, (2.375)

3𝐻2
𝑠𝑟 = 𝑉𝑠𝑟, (2.376)

𝜑̇𝑠𝑟 = −
(𝑉 ′

𝜑)𝑠𝑟√
3𝑉𝑠𝑟

, (2.377)

где 𝐻 – точное выражение параметра Хаббла, 𝐻𝑠𝑟 – приближенное выражение параметра

Хаббла и 𝑉𝑠𝑟 – потенциал, в приближении медленного скатывания, 𝑊 = 𝑉 + 1
2
𝜑̇2.

Точное выражение потенциала, следующее из определения суперпотенциала и урав­

нений (2.374) и (2.375)

𝑉 = 𝑊 −
𝑊 ′2
𝜑

6𝑊
, (2.378)

Для случая одинаковой фоновой динамики𝐻 = 𝐻𝑠𝑟, из соотношений (2.374) и (2.376)

получим 𝑊 = 𝑉𝑠𝑟, из уравнений (2.375) и (2.377) получим 𝜑 = 𝜑𝑠𝑟, также, из уравнения

(2.378) 𝑉 ̸= 𝑉𝑠𝑟, таким образом,

𝑊 = 𝑉𝑠𝑟, 𝜑 = 𝜑𝑠𝑟, (2.379)

𝑉 = 3𝐻2
𝑠𝑟 − 2(𝐻 ′2

𝜑 )𝑠𝑟 = 𝑉𝑠𝑟 −
(𝑉 ′2

𝜑 )𝑠𝑟

6𝑉𝑠𝑟
. (2.380)

Следовательно, на основе уравнений (2.379) и (2.380) возможно получать точные

решения из приближенных.

В качестве примера такого подхода рассмотрим полученные в разделе S 2.1 инфля­

ционные решения для потенциала в модели Старобинского (2.14)

𝜑(𝑡) =

√︂
3

2
ln

(︂
−2

3
𝑚𝑡+ 𝑐

)︂
, (2.381)

𝐻(𝑡) =
𝑚

4
3
𝑚𝑡− 2𝑐

± 1

2
𝑚, (2.382)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

(︂
1

2
𝑚𝑡

)︂
(2𝑚𝑡− 3𝑐)3/4. (2.383)
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Далее, на основе соотношений (2.380) запишем точное выражение для потенциала,

соответствующего решениям (2.381)–(2.383)

𝑉 (𝜑) =
27

20
𝑚2

(︂
1− 5

9
𝑒−

√
2
3
𝜑

)︂2

− 3

5
𝑚2. (2.384)

Дополняя модель положительной космологической постоянной 𝑉 (𝜑) → 𝑉 (𝜑) + Λ,

ассоциируемой с ненулевой энергией вакуума, где Λ = 1
3
𝑚2, получим 𝑉 (𝜑 = 0)+Λ = 0, то

есть состояние истинного вакуума для нулевого скалярного поля.

Теперь сопоставим точные и приближенные решения и определим расхождение меж­

ду ними для одинаковой фоновой динамики и эволюции скалярного поля. В данном слу­

чае, различие обусловлено вторым слагаемым в выражении для потенциала скалярного

поля 𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 − 2𝐻 ′2
𝜑 .

Также рассмотрим другой случай, когда «история потенциала» 𝑉 = 𝑉 (𝑡) в прибли­

жении медленного скатывания совпадает с полученной из точных решений, и различие

между точными и приближенными решениями будет определятся по динамике расшире­

ния Вселенной.

2.9.1 Случай одинаковой динамики и различных потенциалов

Сопоставление точных и приближенных решений для одинаковой фоновой динамики

(одинакового параметра Хаббла) будем проводить по разности числа 𝑒-фолдов на основе

метода суперпотенциала.

Напомним, что число 𝑒-фолдов определяется следующим образом

𝑁 =

∫︁ 𝑡𝑒

𝑡0

𝐻𝑑𝑡 =

∫︁ 𝜑𝑒

𝜑0

𝑑𝜑√
2𝜖𝐻

≈
∫︁ 𝜑𝑒

𝜑0

𝑑𝜑√
2𝜖𝑉

≈ 60, (2.385)

где 𝑡0 и 𝑡𝑒 – время начала и завершения инфляционной стадии, 𝜑0 и 𝜑𝑒 – поле в начале и

в конце инфляции.

Посредством параметра медленного скатывания, определенного через параметр Хаб­

бла или суперпотенциал

𝜖𝐻 = 2

(︂
𝐻 ′
𝜑

𝐻

)︂2

= 𝜖𝑊 =
1

2

(︂
𝑊 ′
𝜑

𝑊

)︂2

, (2.386)

рассчитывается точное число 𝑒-фолдов на завершении стадии инфляции.

В случае параметра медленного скатывания, определенного через потенциал из при­

ближения медленного скатывания

𝜖𝑉 =
1

2

(︂
𝑉 ′
𝜑

𝑉

)︂2

, (2.387)
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рассчитывается приближенное число 𝑒–фолдов на завершении стадии инфляции.

Теперь запишем параметр медленного скатывания для случая 𝐻 = 𝐻𝑠𝑟, 𝜑 = 𝜑𝑠𝑟,

𝑉 ̸= 𝑉𝑠𝑟

𝜖𝑊 =
1

2

(︂
𝑊 ′
𝜑

𝑊

)︂2

= 𝜖𝑉𝑠𝑟 =
1

2

(︂
(𝑉 ′

𝜑)𝑠𝑟

𝑉𝑠𝑟

)︂2

, (2.388)

Далее, определим различие по числу 𝑒-фолдов в случае точных и приближенных решений

Δ
(𝐻)
𝑁 = 𝑁(𝑉𝑠𝑟)−𝑁(𝑉 ) =

∫︁ 𝜑𝑒

𝜑0

(︂
1√
2𝜖𝑉𝑠𝑟

− 1√
2𝜖𝑉

)︂
𝑑𝜑 = −

∫︁ 𝜑𝑒

𝜑0

(︃
𝑊

𝑊 ′
𝜑

− 𝑉

𝑉 ′
𝜑

)︃
𝑑𝜑. (2.389)

Учитывая выражение для потенциала (2.378) и записываяΔ𝑁 = Δ𝑁(𝜑) как функцию

поля, получим

Δ
(𝐻)
𝑁 (𝜑) = −

∫︁
2𝑊 (𝑊 ′2

𝜑 −𝑊 ′′
𝜑𝑊 )

𝑊 ′
𝜑(𝑊

′2
𝜑 − 2𝑊 ′′

𝜑𝑊 + 6𝑊 2)
𝑑𝜑. (2.390)

Таким образом, на основе выражения (2.390) можно расчитать расхождение по числу

𝑒-фолдов между точными и приближенными решениями для случая одинаковой динами­

ки. Теперь рассмотрим метод нахождения значения скалярного поля вначале инфляции

на основе предложенного подхода.

2.9.2 Нахождение начального значения скалярного поля

Поскольку фоновая динамика в случае точных и приближенных решений одинакова,

то есть 𝐻 = 𝐻𝑠𝑟, при вычислении 𝑁 по параметру Хаббла как функции космического

времени расхождение Δ(𝐻)
𝑁 = 0.

Для нахождения модели инфляции, соответствующего этому условию, рассмотрим

уравнение

𝑊 ′2
𝜑 −𝑊 ′′

𝜑𝑊 = 0. (2.391)

Решением этого уравнения будет суперпотенциал 𝑊 (𝜑) = 𝐶1 exp(𝐶2𝜑), где 𝐶1 и 𝐶2 –

константы интегрирования. Данному суперпотенциалу соответствует степенная инфляция

(2.367)–(2.369).

Теперь рассмотрим модели космологической инфляции с ненулевым расхождением

между точными и приближенными решениями.

Например, для модели инфляции, соответствующей потенциалу (2.330), в случае

произвольного 𝑛, получим

Δ
(𝐻)
𝑁 (𝜑) =

𝐴(𝐴𝜑+𝐵)

2𝐴2(𝑛2 − 𝑛)− 3𝐴2𝜑2 − 6𝐴𝐵𝜑− 3𝐵2
. (2.392)
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Также, можно записать расхождение как функцию времени, подставляя зависимость

𝜑 = 𝜑(𝑡) (2.332) в выражение (2.392), получим

Δ
(𝐻)
𝑁 (𝑡) = − 𝐴𝐾(𝐶1 + 𝑡)Θ(𝑡)

3𝐴2𝐾2𝑛(𝐶2
1 + 𝑡2) + 6𝐴2𝐾2𝐶1𝑛Θ2(𝑡)𝑡− 2𝑛+ 2

. (2.393)

Из условия Δ
(𝐻)
𝑁 (𝑡 = 0) = 0 можно найти значение скалярного поля 𝜑0 вначале

инфляции, что является полезным практическим приложением предложенного подхода

для анализа моделей космологической инфляции.

Например, в случае расхождения (2.393) из условия Δ𝑁(𝑡) = 0 получим 𝑡 = 𝑡0 = −𝐶1

и, соответственно, 𝜑0 = −𝐵/𝐴.

Теперь рассмотрим другую модель с суперпотенциалом

𝑊 (𝜑) = 𝜆𝜑2, 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (2.394)

Этому суперпотенциалу соответствуют следующие точные космологические решения

𝑉 (𝜑) = 𝜆𝜑2 − 2

3
𝜆, (2.395)

𝜑(𝑡) = ±2

√︂
𝜆

3
𝑡+ 𝜑0. (2.396)

Из выражения (2.390) получим расхождение между точными и приближенными ре­

шениями в терминах скалярного поля

Δ
(𝐻)
𝑁 (𝜑) =

1

3
ln (𝜑) , (2.397)

далее, подставляя выражение (2.396) в (2.397), получим расхождение между точными и

приближенными решениями в терминах космического времени

Δ
(𝐻)
𝑁 (𝑡) =

1

3
ln

[︃
±2

√︂
𝜆

3
𝑡+ 𝜑0

]︃
. (2.398)

Учитывая, что в начале инфляции Δ
(𝐻)
𝑁 (𝜑0) = Δ

(𝐻)
𝑁 (𝑡0) = 0, также 𝑡0 = 0, получим

точное значение скалярного поля 𝜑0 = 1.

В таблице 3 приведены расхождения по числу 𝑒-фолдов между точными и прибли­

женными решениями и начальные значения скалярного поля для некоторых моделей.

Также, на основе полученного значения скалярного поля в начале стадии инфляции,

можно вычислить начальное значение потенциала.

Например, для модели с потенциалом

𝑉 (𝜑) = 𝜆𝜑2 − 2

3
𝜆, (2.399)

после вычисления значения поля вначале инфляции из выражения (2.390) и подстановки

𝜑0 = 1 в (2.399) получим 𝑉0 =
1
3
𝜆.



89

Таблица 3 — Расхождение между точными и приближенными решениями по числу

𝑒-фолдов для некторых моделей космологической инфляции.

𝑊 (𝜑) = 𝜆𝑒−𝛼𝜑 Δ
(𝐻)
𝑁 (𝜑) = 0

𝑉 (𝜑) = 𝜆
(︁
1− 𝛼2

6

)︁
𝑒−𝛼𝜑 Δ

(𝐻)
𝑁 (𝑡) = 0

𝑊 (𝜑) = 𝜆𝜑2 Δ
(𝐻)
𝑁 (𝜑) = 1

3
ln (𝜑)

𝑉 (𝜑) = 𝜆𝜑2 − 2
3
𝜆 Δ

(𝐻)
𝑁 (𝑡) = 1

3
ln
[︁
±2
√︁

𝜆
3
𝑡+ 𝜑0

]︁
𝑉0 =

1
3
𝜆 𝜑0 = 1

𝑊 (𝜑) = 𝜆𝜑−2 Δ
(𝐻)
𝑁 (𝜑) = 1

6
ln (3𝜑2 − 4), 𝜑0 =

√︀
5/3

𝑉 (𝜑) = −2
3
𝜆𝜑−4 + 𝜆𝜑−2 Δ

(𝐻)
𝑁 (𝑡) = 1

6
ln

[︂
3
(︁
2
√
3𝜆 𝑡+ 𝜑3

0

)︁2/3
− 4

]︂
𝑉0 =

9
25
𝜆 𝜑0 =

√︁
5
3

𝑊 (𝜑) = 𝜆𝜑4 Δ
(𝐻)
𝑁 (𝜑) = 1

6
ln (3𝜑2 − 4)

𝑉 (𝜑) = 𝜆𝜑4 − 8
3
𝜆𝜑2 Δ

(𝐻)
𝑁 (𝑡) = 1

6
ln
[︁
3𝜑2

0 exp
(︁
±8
√︁

𝜆
3
𝑡
)︁
− 4
]︁

𝑉0 =
5
9
(5𝜆− 8) 𝜑0 = ±

√︁
5
3

Следует отметить, что любой потенциал скалярного поля можно определить с точно­

стью до константы, то есть 𝑉 → 𝑉 +Λ, где постоянной Λ соответствует значение энергии

вакуума. В данном случае, рассматриваются модели с нулевой космологической постоян­

ной Λ = 0.

2.9.3 Случай одинаковой истории потенциала и различной

динамики

Запишем уравнения фоновой динамики в приближении медленного скатывания в

следующем виде

𝑉𝑠𝑟(𝑡) = 3𝐻2
𝑠𝑟, (2.400)

3𝐻𝑠𝑟𝜑̇
2
𝑠𝑟 = −𝑉̇𝑠𝑟, (2.401)

также запишем точные уравнения

𝑉 (𝑡) = 3𝐻2 + 𝐻̇, (2.402)

𝜑̇2 = −2𝐻̇. (2.403)

Теперь рассмотрим случай 𝑉 (𝑡) = 𝑉𝑠𝑟(𝑡), для которого 𝜑 ̸= 𝜑𝑠𝑟 и 𝐻 ̸= 𝐻𝑠𝑟.
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Выразим приближенный параметр Хаббла через точный

3𝐻2
𝑠𝑟 = 3𝐻2 + 𝐻̇, 𝐻𝑠𝑟 =

√︃
𝐻2 +

𝐻̇

3
, (2.404)

где оставляем только положительный знак, поскольку в период инфляции 𝐻 > 0.

Таким образом, разница между точными и приближенными решениями по числу

𝑒-фолдов

𝑁 −𝑁𝑠𝑟 = Δ
(𝑉 )
𝑁 =

∫︁ 𝑡𝑒

𝑡0

⎛⎝𝐻(𝑡)−

√︃
𝐻2(𝑡) +

𝐻̇(𝑡)

3

⎞⎠ 𝑑𝑡. (2.405)

Функция Δ
(𝑉 )
𝑁 (𝑡) определяется посредством дифференциального уравнения

𝑑Δ
(𝑉 )
𝑁 (𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐻(𝑡)−

√︃
𝐻2(𝑡) +

𝐻̇(𝑡)

3
. (2.406)

Например, для степенной инфляции с параметром Хаббла 𝐻 = (𝐴𝑡+𝐵)−1, в отличие

от случая с одинаковой фоновой динамикой, получим ненулевое расхождение

Δ
(𝑉 )
𝑁 = (𝑡) =

1− 𝛼

𝐴
ln(𝐴𝑡+𝐵), 𝐻𝑠𝑟(𝑡) = 𝛼(𝐴𝑡+𝐵)−1, (2.407)

где 𝛼 – постоянная, определяющая расхождение точного и приближенного выражений

параметра Хаббла, для случая 𝛼 = 1 получим 𝐻 = 𝐻𝑠𝑟.

2.9.4 Генерирование точных решений из расхождения Δ
(𝑉 )
𝑁

Априорно заданное расхождение между точными и приближенными решениями

Δ
(𝑉 )
𝑁 (𝑡) можно рассматривать как генерирующую функцию.

Например, рассматривая линейную функцию Δ
(𝑉 )
𝑁 = (𝑡) следующего вида

Δ
(𝑉 )
𝑁 = (𝑡) = 𝐴(𝑡− 𝑡0), (2.408)

где 𝐴 – положительная постоянная, и решая уравнение (2.406) получим

𝐻(𝑡) =
3𝐴𝜑2

0

4
exp[−3𝐴(𝑡− 𝑡0)] +

𝐴

2
, (2.409)

𝜑(𝑡) = 𝜑0 exp[−3𝐴(𝑡− 𝑡0)], (2.410)

𝑉 (𝜑) =
27𝐴2

4

(︂
𝜑2 − 2

3

)︂2

, (2.411)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

[︂
𝐴

2
(𝑡− 𝑡0) +

𝜑2
0

8

(︀
1− 𝑒−6𝐴(𝑡−𝑡0)

)︀]︂
, (2.412)

что соответствует модели инфляции, которая определяется потенциалом Хиггса, инфля­

ция на основе которого рассматривалась в работах [33;59].
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Глава 3. Космологические возмущения

Космологические возмущения являются источником эволюции крупномасштабной

структуры Вселенной. Объяснение распределения галактик и скоплений галактик на боль­

ших расстояниях в наблюдаемой части Вселенной на основе космологических возмущений

было изначально предложено в работах Харрисона [203] и Зельдовича [204].

В контексте инфляционной парадигмы, источником космологических возмущений

являются квантовые флуктуации скалярного поля и соответствующие флуктуации метри­

ки, которым, в линейном порядке, соответствуют три моды, развивающиеся независимо.

Спектр космологических возмущений в моделях ранней Вселенной с одним скалярным по­

лем, построенных на основе гравитации Эйнштейна, является гауссовым [76;77;205;206].

Из классической теории космологических возмущений известно, что анализ метри­

ческих неоднородностей может быть упрощен до изучения одной возмущенной величи­

ны [76;77]. Таким образом, квантовую теорию космологических возмущений можно реду­

цировать к квантовому описанию флуктуаций некоторого скалярного поля.

Поскольку фон, в котором развивается скалярное поле, зависит от времени, масса

поля также будет зависеть от времени. Эта зависимость массы поля от времени будет

приводить к появлению частиц, если эволюция начинается с некоторого вакуумного со­

стояния. Квантовое рождение частиц соответствует развитию и росту космологических

возмущений [76;77;205;206].

Первый шаг в анализе метрических возмущений заключается в их классификации

в соответствии с изменениями свойств в результате плоских вращений. В теории космо­

логических возмущений рассматриваются скалярные, векторные и тензорные возмуще­

ния [76;77;205;206].

Рассмотрим возмущения фоновой метрики плоского пространства Фридмана-Роберт­

сона-Уокера

𝑔𝜇𝜈 = 𝑔(0)𝜇𝜈 + 𝛿𝑔𝜇𝜈 .

Фоновая метрика зависит только от времени, тогда как возмущения метрики 𝛿𝑔𝜇𝜈

зависят от пространства и времени. Так как метрический тензор является симметрич­

ным, существует 10 степеней свободы возмущений для 𝛿𝑔𝜇𝜈 . Четыре степени свободы со­

ответствуют скалярным возмущениям метрики (существует только четыре возможности

конструирования возмущений метрики скалярными функциями)

𝛿𝑔𝑖𝑗 = 𝑎2(𝜂)

⎛⎝ 2𝐴 −𝐵,𝑗

−𝐵|𝑗 2(𝜓𝛿𝑖𝑗 − 𝐸𝑖𝑗)

⎞⎠ ,
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где четыре степени свободы возмущений обозначены 𝐴, 𝐵, 𝐸 и 𝜓, |𝑗 обозначает ковари­

антную производную и 𝛿𝑖𝑗 – символ Кронекера [76;77;205;206].

Также учитываются четыре векторные степени свободы возмущений метрики, соот­

ветствующие четырем возможностям конструирования возмущений метрики из векторов

𝛿𝑔𝑖𝑗 = 𝑎2(𝜂)

⎛⎝ 0 −𝑆|𝑖

−𝑆|𝑖 𝐹𝑖|𝑗 + 𝐹𝑗|𝑖

⎞⎠ ,

где 𝑆 и 𝐹 – векторы, дивергенция которых равна нулю (в случае векторов с неисчезающей

дивергенцией, дивергенция переходит в скалярные моды возмущений).

Две тензорные моды соответствуют двум состояниям поляризации гравитационных

волн. Возмущения метрики, в данном случае, запишем следующим образом

𝛿𝑔𝑖𝑗 = 𝑎2(𝜂)

⎛⎝0 0

0 ℎ𝑖𝑗

⎞⎠ ,

где тензор ℎ𝑖𝑗 не содержит ни скалярных, ни векторных составляющих. Отметим, что

гравитационные волны не связаны линейно с возмущениями материи.

В квантовой теории космологических возмущений большое значение имеет опреде­

ление начальных условий. Вакуумное состояние, как правило, выбирается в виде вакуума

Банча-Дэвиса, так как в этом состоянии в начальный момент времени отсутствуют части­

цы [207].

В моделях инфляции с одним скалярным полем, на пересечении радиуса Хаббла,

космологические возмущения «замерзают» и их квантовое состояние начинает меняться

таким образом, чтобы выполнялось условие постоянства амплитуды. Замерзание ваку­

умного состояния приводит к появлению классических свойств [76; 77; 205; 206]. Таким

образом, квантовая теория возмущений обеспечивает последовательную систему взглядов

при рассмотрении генерации и эволюции космологических возмущений.

Влияние космологических возмущений на анизотропию и поляризацию реликтового

излучения определяется на основе спектральных параметров, наблюдательные ограниче­

ния на значения которых составляют основу экспериментальной проверки теоретических

моделей ранней Вселенной.

Изложение теории космологических возмущений представлено во многих источни­

ках, причем, в некоторых случаях, их спектральные параметры (например, спектры мощ­

ности) имеют различное обозначение. Также, отметим, что при расчете параметров воз­

мущений используются две различные нормировки тензора реликтовых гравитационных

волн.

В данном случае, рассмотрим проблему построения характеристик космологических

возмущений на основе подхода, представленного в обзорах [76;77;205;206].
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3.1 Возмущения поля и метрики

Рассмотрим невозмущенную метрику пространства ФРУ в следующем виде

𝑑𝑠2 = 𝑎2(𝜂)[− 𝑑𝜂2 + 𝛾𝑖𝑗 𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗] , (3.1)

𝜑 = 𝜑(𝜂) , (3.2)

где 𝛾𝑖𝑗 – пространственная часть метрики, {𝑖,𝑗} – индексы пространственных координат,

𝜂 =
∫︀
𝑑𝑡/𝑎 – конформное время, в терминах которого уравнения динамики записываются

следующим образом

3ℋ2 =
1

2
𝜑′2 + 𝑎2𝑉 (𝜑), (3.3)

ℋ′ −ℋ2 = −1

2
𝜑′2, (3.4)

𝜑′′ + 2ℋ𝜑′ + 𝑎2𝑉 ′(𝜑) = 0, (3.5)

где ℋ = 𝑎𝐻, 𝜑′ = 𝑎𝜑̇ и штрих означает производную по конформному времени 𝜂.

Теперь запишем возмущенные метрику и скалярное поле

𝑑𝑠2 = 𝑎2(𝜂)
[︁
− (1 + 2𝐴)𝑑𝜂2 + 2𝐵|𝑖𝑑𝑥

𝑖𝑑𝜂 +
{︁
(1 + 2ℛ)𝛾𝑖𝑗 + 2𝐸|𝑖𝑗 + 2ℎ𝑖𝑗

}︁
𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥𝑗

]︁
, (3.6)

𝜑 = 𝜑(𝜂) + 𝛿𝜑(𝜂,𝑥𝑖) , (3.7)

где |𝑖 означает ковариантную производную.

Четыре параметра (𝐴,𝐵,ℛ, 𝐸) определяют первый тип возмущений, именно, скаляр­

ные возмущения, ℎ𝑖𝑗 соответствует тензорным возмущениям (гравитационным волнам),

третий тип возмущений – векторные возмущения отсутствуют (быстро затухают) в пер­

вом порядке теории космологических возмущений [76;77;205;206].

Поскольку космологические возмущения рассматриваются в пространстве-времени,

им соответствуют некоторые координаты. Но координаты являются просто метками для

обозначения точек в пространственно-временном многообразии и не несут независимого

физического смысла. Выполняя преобразования пространственно-временных координат,

впоследствии называемых «калибровочными преобразованиями», можно ввести «фиктив­

ные» возмущения в однородную и изотропную Вселенную. Такие возмущения называются

«калибровочными артефактами».

Рассмотрим два пространственно-временных многообразия, одно из них однородная

и изотропная Вселенная𝑀0, другое𝑀 – Вселенная с неоднородностями. Выбор координат

представим как отображение 𝐷 между многообразиями 𝑀0 и 𝑀 .
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Теперь рассмотрим второе отображение 𝐷̃ некоторой точки из многообразия 𝑀0 в

различные точки многообразия 𝑀 . Используя инверсию этих отображений, можно опре­

делить два различных набора координат в точках 𝑀 . Рассмотрим теперь некоторую фи­

зическую величину 𝑄 на многообразии 𝑀0, и, соответственно, физическую величину 𝑄0

на многообразии 𝑀 . В первой системе координат, заданной отображением 𝐷, возмущение

𝛿𝑄 в точке 𝑝 ∈𝑀 будет определяться как

𝛿𝑄(𝑝) = 𝑄(𝑝)−𝑄(0)
(︀
𝐷−1(𝑝)

)︀
.

Аналогично, во второй системе координат, заданной 𝐷̃, возмущение будет

𝛿𝑄̃(𝑝) = 𝑄(𝑝)−𝑄(0)
(︁
𝐷̃−1(𝑝)

)︁
.

Различие Δ𝑄 = 𝛿𝑄̃(𝑝) − 𝛿𝑄(𝑝) определяет «калибровочные артефакты», которые

имеют место только для скалярных возмущений, поскольку тензорные возмущения ка­

либровочно инвариантны.

В результате, на основе следующего преобразования координат

𝜂 = 𝜂 + 𝜉0(𝜂,𝑥𝑖) , (3.8)

𝑥̃𝑖 = 𝑥𝑖 + 𝛾𝑖𝑗𝜉|𝑗(𝜂,𝑥
𝑖) , (3.9)

которые определяются произвольными функциями (𝜉0,𝜉) получим новые «фиктивные»

возмущения

𝐴 = 𝐴− 𝜉0
′ −ℋ𝜉0 , 𝐵̃ = 𝐵 + 𝜉0 − 𝜉′ , (3.10)

ℛ̃ = ℛ−ℋ𝜉0 , 𝐸̃ = 𝐸 − 𝜉 , (3.11)

ℎ̃𝑖𝑗 = ℎ𝑖𝑗. (3.12)

Для устранения «фиктивных» возмущений обычно рассматриваются калибровочно­

инвариантные потенциалы Бардина [208]

Φ = 𝐴+ (𝐵 − 𝐸 ′)′ +ℋ(𝐵 − 𝐸 ′), (3.13)

Ψ = ℛ+ℋ(𝐵 − 𝐸 ′). (3.14)

Теперь, на основе потенциалов Бардина (3.13)–(3.14), запишем калибровочно-инва­

риантные уравнения для возмущений [76;77;205;206]

Φ′′ + 3ℋΦ′ + (ℋ′ + 2ℋ2)Φ =
1

2
[𝜑′𝛿𝜑′ − 𝑎2𝑉 ′(𝜑)𝛿𝜑], (3.15)

−∇2Φ + 3ℋΦ′ + (ℋ′ + 2ℋ2)Φ = −1

2
[𝜑′𝛿𝜑′ + 𝑎2𝑉 ′(𝜑)𝛿𝜑], (3.16)

Φ′ +ℋΦ =
1

2
𝜑′𝛿𝜑 , (3.17)

𝛿𝜑′′ + 2ℋ𝛿𝜑′ −∇2𝛿𝜑 = 4𝜑′Φ′ − 2𝑎2𝑉 ′(𝜑)Φ− 𝑎2𝑉 ′′(𝜑)𝛿𝜑. (3.18)
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Для упрощения системы уравнений (3.15)–(3.18) обычно используют переменные Му­

ханова-Сасаки [76]

𝑢 ≡ 𝑎𝛿𝜑+ 𝑧Φ , (3.19)

𝑧 ≡ 𝑎
𝜑′

ℋ
, (3.20)

в терминах которых уравнения на возмущения записываются как

𝑢′′ −∇2𝑢− 𝑧′′

𝑧
𝑢 = 0, (3.21)

∇2Φ =
ℋ
2𝑎2

(𝑧𝑢′ − 𝑧′𝑢), (3.22)(︁𝑎2Φ
ℋ

)︁′
=

1

2
𝑧𝑢. (3.23)

Процедура решения этих уравнений выглядит следующим образом: из уравнения

(3.21) находим 𝑢(𝑧), далее, из уравнений (3.22)–(3.23) определяем Φ(𝑧) и возмущения поля

𝛿𝜑 из соотношений (3.19)–(3.20).

3.2 Квантование возмущений

Теперь рассмотрим возмущения Φ и 𝛿𝜑 как некоторые квантовые поля. Уравнения

динамики для скалярных возмущений рассмотрим, как уравнения Эйлера-Лагранжа для

действия [76]

𝛿𝑆 =
1

2

∫︁
𝑑3𝑥 𝑑𝜂

[︁
(𝑢′)2 − (∇𝑢)2 + 𝑧′′

𝑧
𝑢2
]︁
. (3.24)

Чтобы перейти к квантовому описанию космологических возмущений в пространстве

(3.1) определим оператор 𝑢̂(𝜂,𝑥), соответствующий классической переменной 𝑢, в следую­

щем виде

𝑢̂(𝜂,x) =

∫︁
𝑑3k

(2𝜋)3/2

[︁
𝑢𝑘(𝜂) 𝑎̂k 𝑒

𝑖k·x + 𝑢*𝑘(𝜂) 𝑎̂
+
k
𝑒−𝑖k·x

]︁
, (3.25)

где 𝑘 – волновое число, операторы рождения и уничтожения соответствуют следующим

условиям, определяющим вакуумное состояние

[𝑎̂k, 𝑎̂
+
k
′ ] = 𝛿3(k-k′), (3.26)

𝑎̂k|0⟩ = 0. (3.27)

Записывая уравнения Эйлера-Лагранжа для лагранжиана (3.24) с оператором (3.25)

и условиями (3.26)–(3.27) получим уравнение типа одномерного уравнения Шрёдингера

𝑢′′𝑘 +
(︁
𝑘2 − 𝑧′′

𝑧

)︁
𝑢𝑘 = 0 , (3.28)
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в котором отношение 𝑧′′/𝑧 является эффективным потенциалом.

Для решения этого уравнения запишем параметры медленного скатывания в следу­

ющем виде

𝜖 = 1− ℋ′

ℋ2
=

𝑧2

2𝑎2
, (3.29)

𝛿 = 1− 𝜑′′

ℋ𝜑′ = 1 + 𝜖− 𝑧′

ℋ𝑧
, (3.30)

𝜉 = −
(︂
2− 𝜖− 3𝛿 + 𝛿2 − 𝜑′′′

ℋ2𝜑′

)︂
. (3.31)

В терминах параметров медленного скатывания конформное время 𝜂 и эффективный

потенциал 𝑧′′/𝑧 для каждой моды 𝑢𝑘 записываются следующим образом

𝜂 = − 1

ℋ
+

∫︁
𝜖𝑑𝑎

𝑎ℋ
, (3.32)

𝑧′′

𝑧
= ℋ2

[︁
(1 + 𝜖− 𝛿)(2− 𝛿) +ℋ−1(𝜖′ − 𝛿′)

]︁
. (3.33)

Считая параметры (3.29)–(3.30) постоянными в порядке 𝜖2 [77], запишем

𝜖′ = 2ℋ
(︁
𝜖2 − 𝜖𝛿

)︁
= 𝒪(𝜖2), (3.34)

𝛿′ = ℋ
(︁
𝜖𝛿 − 𝜉

)︁
= 𝒪(𝜖2), (3.35)

𝜖̇ = 2𝐻
(︁
𝜖2 − 𝜖𝛿

)︁
= 𝒪(𝜖2), (3.36)

𝛿̇ = 𝐻
(︁
𝜖𝛿 − 𝜉

)︁
= 𝒪(𝜖2). (3.37)

С учетом этих соотношений, получаем

𝜂 = − 1

ℋ
1

1− 𝜖
, (3.38)

𝑧′′

𝑧
=

1

𝜂2

(︁
𝜈2 − 1

4

)︁
, (3.39)

𝜈 =
1 + 𝜖− 𝛿

1− 𝜖
+

1

2
. (3.40)

При рассмотрении космологических возмущений характерным масштабом является

размер горизонта событий 𝐻−1, таким образом, можно записать решения уравнения (3.28)

для двух режимов 𝑘/𝑎 ≫ 𝐻, то есть для возмущений с длиной волны гораздо меньшей

этого масштаба и 𝑘/𝑎≪ 𝐻 для длинноволновых возмущений

𝑢𝑘 =
1√
2𝑘

𝑒−𝑖𝑘𝜂, 𝑘 ≫ 𝑎𝐻 , (3.41)

𝑢𝑘 = 𝐶1 𝑧, 𝑘 ≪ 𝑎𝐻 . (3.42)

В пределе 𝑘/𝑎 ≫ 𝐻 моды космологических возмущений развиваются как обычные

квантовые возмущения в пространстве Минковского, тогда как в противоположном преде­

ле 𝑘/𝑎≪ 𝐻 отношение 𝑢𝑘/𝑧 становится постоянным в масштабах, превышающих горизонт

событий, что соответствует их «замерзанию» [76;77;205;206].



97

Исходя из условий (3.34)–(3.37), решение уравнения (3.28) с эффективным потенци­

алом (3.40) для случая 𝑘/𝑎≫ 𝐻 записывается следующим образом

𝑢𝑘(𝜂) =

√
𝜋

2
𝑒𝑖(𝜈+

1
2
)𝜋
2 (−𝜂)1/2𝐻 (1)

𝜈 (−𝑘𝜂) , (3.43)

где 𝐻 (1)
𝜈 (𝑧) – функции Ханкеля первого рода и величина 𝜈 определяется из уравнения

(3.40), в терминах параметров медленного скатывания.

В пределе 𝑘𝜂 → 0 решение (3.43) можно записать как

|𝑢𝑘| =
2𝜈−

3
2

√
2𝑘

Γ(𝜈)

Γ(3
2
)
(−𝑘𝜂)

1
2
−𝜈 =

𝐶(𝜈)√
2𝑘

(︁ 𝑘

𝑎𝐻

)︁ 1
2
−𝜈
, (3.44)

𝐶(𝜈) = 2𝜈−
3
2
Γ(𝜈)

Γ(3
2
)
(1− 𝜖)𝜈−

1
2 , (3.45)

где Γ(𝜈) – гамма-функция.

Теперь рассмотрим тензорные возмущения с уравнениями динамики, следующими

из действия [76;77]

𝛿𝑆 =
1

2

∫︁
𝑑3𝑥 𝑑𝜂

𝑎2

2

[︁
(ℎ′𝑖𝑗)

2 − (∇ℎ𝑖𝑗)2
]︁
. (3.46)

с тензором, соответствующим реликтовым гравитационным волнам

ℎ̂𝑖𝑗(𝜂,x) =

∫︁
𝑑3k

(2𝜋)3/2

∑︁
𝜆=1,2

[︁
ℎ𝑘(𝜂) 𝑒𝑖𝑗(k,𝜆) 𝑎̂k,𝜆 𝑒

𝑖k·x + h.c.
]︁

(3.47)

где «h.c.» означает эрмитово сопряженное первому слагаемое, ℎ𝑘(𝜂) – амплитуда, 𝑒𝑖𝑗(k,𝜆)

– два тензора поляризации, удовлетворяющие следующим условиям

𝑒𝑖𝑗 = 𝑒𝑗𝑖 , 𝑘𝑖𝑒𝑖𝑗 = 0 , 𝑒𝑖𝑖 = 0 , (3.48)

𝑒𝑖𝑗(−k,𝜆) = 𝑒*𝑖𝑗(k,𝜆), (3.49)

и 𝜆 = 1,2 соответствует двум типам поляризации.

Условие нормировки для тензоров поляризации гравитационных волн определяется

следующим образом [206] ∑︁
𝜆

𝑒*𝑖𝑗(k,𝜆)𝑒
𝑖𝑗(k,𝜆) = 𝛿𝑖𝑗. (3.50)

Далее, определим новую переменную

𝑣𝑘(𝜂) =
𝑎√
2
ℎ𝑘(𝜂), (3.51)

в терминах которой уравнения, соответствующие лагранжиану (3.46), записываются сле­

дующим образом

𝑣′′𝑘 +
(︁
𝑘2 − 𝑎′′

𝑎

)︁
𝑣𝑘 = 0. (3.52)
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С учетом условий (3.34)–(3.37) получим

𝑎′′

𝑎
= 2ℋ2

(︁
1− 𝜖

2

)︁
=

1

𝜂2

(︁
𝜇2 − 1

4

)︁
, (3.53)

𝜇 =
1

1− 𝜖
+

1

2
. (3.54)

Два асимптотических решения для случаев 𝑘/𝑎 ≫ 𝐻 и 𝑘/𝑎 ≪ 𝐻 записываются

следующим образом

𝑣𝑘 =
1√
2𝑘

𝑒−𝑖𝑘𝜂, 𝑘 ≫ 𝑎𝐻 , (3.55)

𝑣𝑘 = 𝐶 𝑎, 𝑘 ≪ 𝑎𝐻 . (3.56)

Решение уравнения (3.51) для случая 𝑘/𝑎 ≫ 𝐻 определяется аналогично (3.28) и, в

пределе 𝑘𝜂 → 0, получим

|𝑣𝑘| =
𝐶(𝜇)√
2𝑘

(︁ 𝑘

𝑎𝐻

)︁ 1
2
−𝜇
, (3.57)

𝐶(𝜇) = 2𝜇−
3
2
Γ(𝜇)

Γ(3
2
)
(1− 𝜖)𝜇−

1
2 . (3.58)

Переменные (3.44) и (3.57) непосредственно связаны с измеряемыми параметрами

космологических возмущений.

3.3 Параметры космологических возмущений

Параметры космологических возмущений, которые оценивают по влиянию возмуще­

ний скалярного поля и метрики на стадии инфляции на анизотропию реликтового излуче­

ния, именно, спектры мощности, в моделях с одним скалярным полем в линейном порядке

рассчитывают как двухточечную корреляцию в пространстве Фурье [76;77;205;206].

Вначале рассмотрим скалярные возмущения, определяемые величиной ℛ = 𝑢𝑘/𝑧

⟨0|ℛ*
𝑘ℛ𝑘′ |0⟩ =

|𝑢𝑘|2

𝑧2
𝛿3(k− k′) =

(2𝜋)3

4𝜋𝑘3
𝒫ℛ(𝑘)𝛿

3(k− k′). (3.59)

Из определения переменной 𝑧 (3.20) получим следующие соотношения

𝑧 = 𝑎
𝜑′

ℋ
=
𝑎𝜑̇

𝐻
, 𝜑′ =

𝑑𝜑

𝑑𝜂
=
𝑑𝜑

𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝜂
= 𝑎𝜑̇, (3.60)

𝑧2 =
𝑎2𝜑̇2

𝐻2
= −2𝑎2

𝐻̇

𝐻2
= 2𝑎2𝜖, (3.61)

с учетом которых определим спектр мощности скалярных возмущений

𝒫ℛ(𝑘) =
𝑘3

2𝜋2

|𝑢𝑘|2

𝑧2
=
𝐶2(𝜈)

2𝜖

(︂
𝐻

2𝜋

)︂2 (︁ 𝑘

𝑎𝐻

)︁3−2𝜈

. (3.62)
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На пересечении радиуса Хаббла 𝑘 = 𝑎𝐻 получим

𝒫𝑆(𝑘) =
𝐶2(𝜈)

2𝜖

(︂
𝐻

2𝜋

)︂2

𝑘=𝑎𝐻

, (3.63)

где индекс ℛ заменяется индексом 𝑆, который соответствует скалярным возмущениям.

Далее, из условия 𝑘 = 𝑎𝐻, запишем

𝑑 ln 𝑘 = 𝐻𝑑𝑡+
𝐻̇

𝐻
𝑑𝑡 = 𝐻(1− 𝜖)𝑑𝑡, (3.64)

которое, также, можно записать в терминах скалярного поля

𝑑 ln 𝑘 = 𝐻(1− 𝜖)𝑑𝑡 =
𝐻

𝜑̇
(1− 𝜖)𝑑𝑡 =

𝐻

2𝐻 ′
𝜑

(𝜖− 1)𝑑𝜑 =

(︃
𝐻 ′
𝜑

𝐻
− 𝐻

2𝐻 ′
𝜑

)︃
𝑑𝜑. (3.65)

и, из определения спектрального индекса (наклона спектра) скалярных возмущений, по­

лучим

𝑛𝑠 − 1 ≡ 𝑑 ln𝒫ℛ(𝑘)

𝑑 ln 𝑘
=

1

𝐻(1− 𝜖)

[︂
𝑑 ln𝒫ℛ(𝑡)

𝑑𝑡

]︂
. (3.66)

Также, подставляя выражение спектра мощности, запишем

𝑛𝑠 − 1 = − 1

𝐻2𝜖(1− 𝜖)3

{︁
2Ψ(𝜈)𝐻𝜖(𝜖̇𝛿 − 𝛿̇𝜖− 2𝜖̇+ 𝛿̇)+

+𝜖̇𝜖𝐻[2 ln(1− 𝜖)(𝛿 − 2𝜖) + 2 ln 2(𝛿 − 2) + 3𝜖− 2𝛿]+

+2𝐻𝜖𝛿̇(1− 𝜖) ln[2(1− 𝜖)]− 2𝐻̇𝜖(1− 𝜖)2 +𝐻𝜖̇
}︁
, (3.67)

где Ψ = Ψ(𝜈) – дигамма-функция, которую, для постоянного значения величины 𝜈, можно

определить как Ψ(𝑛) = 𝐻𝑛−1−𝛾, где 𝐻𝑛 – гармоническое число и 𝛾 ≈ 0.57722 – постоянная

Эйлера. Для постоянного параметра 𝜈 = 3/2 получим Ψ(3
2
) = 2− 𝛾 − 2 ln 2.

В случае приближения медленного скатывания 𝜖 ≪ 1, 𝛿 ≪ 1, 𝜖𝛿 ≈ 0, из выражения

(3.67) получим

𝑛𝑠 − 1 ≈ 2𝛿 − 4𝜖− 8(1 + 𝐶)𝜖2 + 2(3 + 5𝐶)𝜖𝛿 − 2𝐶𝜖𝜉, (3.68)

где 𝐶 = 4(ln 2 + 𝛾)− 5 ≈ 0.08145.

Также, для анализа космологических возмущений вводят дополнительный параметр

– «убегание» возмущений, который рассчитывается по формуле

𝑑𝑛𝑠
𝑑 ln 𝑘

=
1

𝐻(1− 𝜖)

(︂
𝑑𝑛𝑠
𝑑𝑡

)︂
. (3.69)

Теперь рассмотрим тензорные возмущения (реликтовые гравитационные волны)∑︁
𝜆

⟨0|ℎ*𝑘,𝜆ℎ𝑘′,𝜆|0⟩ = 𝑠
2

𝑎2
|𝑣𝑘|2𝛿3(k− k′) ≡ (2𝜋)3

4𝜋𝑘3
𝒫𝑇 (𝑘)𝛿3(k− k′). (3.70)

В большинстве работ по теории космологических возмущений значение параметра

𝑠 = 4 (см. например, [33;76;205;206;209]). Однако, в других работах [77;148;210] значение
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параметра 𝑠 = 1. Это различие легко объяснить, рассматривая нормированную ампли­

туду тензорных возмущений ℎ̄𝑘(𝜂) =
√
𝑠 × ℎ𝑘(𝜂). Таким образом, различные результаты

соответствуют различным нормировкам тензора реликтовых гравитационных волн и, для

общности изложения, будем рассматривать параметры космологических возмущений с

учетом параметра 𝑠 = 1,4.

Теперь запишем спектр мощности тензорных возмущений

𝒫𝑇 (𝑘) = 2× 𝑠𝐶2(𝜇)
(︁𝐻
2𝜋

)︁2
𝑘=𝑎𝐻

= 2𝑠𝐶2(𝜇)
(︁𝐻
2𝜋

)︁2
𝑘=𝑎𝐻

, (3.71)

где, при умножении на 2, мы учитываем две возможных поляризации («×» и «+») грави­

тационных волн.

Спектральный индекс (наклон спектра) тензорных возмущений определяется сле­

дующим образом

𝑛𝑇 ≡ 𝑑 ln𝒫𝑔(𝑘)
𝑑 ln 𝑘

=
1

𝐻(1− 𝜖)

[︂
𝑑 ln𝒫𝑔(𝑡)

𝑑𝑡

]︂
, (3.72)

𝑛𝑇 =
2

𝐻2𝜖(1− 𝜖)3

{︁
𝐻𝜖̇(Ψ(𝜇) + ln[2(1− 𝜖)]− 1) + 𝐻̇𝜖(1− 𝜖)2

}︁
. (3.73)

В приближении медленного скатывания получим

𝑛𝑇 ≈ −2𝜖− (3 + 𝐶)𝜖2 + (1 + 𝐶)𝜖𝛿. (3.74)

Также запишем «убегание» тензорных возмущений

𝑑𝑛𝑔
𝑑 ln 𝑘

=
1

𝐻(1− 𝜖)

(︂
𝑑𝑛𝑔
𝑑𝑡

)︂
. (3.75)

Отметим, что выражения (3.67) и (3.73) спектральных индексов скалярных и тен­

зорных возмущений отличается от выражений (3.68) и (3.74) представленных в рабо­

тах [76;205] и совпадают с ними только в приближении медленного скатывания 1− 𝜖 ≈ 0.

Важным параметром космологических возмущений является тензорно-скалярное

отношение, которое, на пересечении радиуса Хаббла, определяется как отношение спек­

тров мощности тензорных и скалярных возмущений

𝑟 ≡ 𝒫𝑔
𝒫ℛ

= 4𝑠𝜖
𝐶2(𝜇)

𝐶2(𝜈)
= 4

1−2𝜖+𝛿
1−𝜖 𝑠𝜖(1− 𝜖)

2(𝛿−𝜖)
1−𝜖

Γ2(𝜇)

Γ2(𝜈)
. (3.76)

Определим следующие условия для параметров 𝐶(𝜈), 𝐶(𝜇), 𝜇 и 𝜈 на пересечении

радиуса Хаббла

𝐶(𝜈) ≃ 1, 𝜈 ≃ 3/2, (3.77)

𝐶(𝜇) ≃ 1, 𝜇 ≃ 3/2, (3.78)

которые выполняются при условии 𝜖≪ 1 и 𝛿 ≪ 1.
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При выполнении этих условий, на пересечении радиуса Хаббла, получим следующие

выражения для параметров космологических возмущений

𝒫𝑆(𝑘) =
1

2𝜖

(︂
𝐻

2𝜋

)︂2

, (3.79)

𝒫𝑇 (𝑘) = 2𝑠

(︂
𝐻

2𝜋

)︂2

, (3.80)

𝑟 = 4𝑠𝜖, (3.81)

𝑛𝑆 − 1 = 2

(︂
𝛿 − 2𝜖

1− 𝜖

)︂
, (3.82)

𝑛𝑇 = − 2𝜖

1− 𝜖
, (3.83)

𝑑𝑛𝑆
𝑑 ln 𝑘

= −2(2𝛿2𝜖− 𝛿𝜖2 − 5𝛿𝜖+ 4𝜖2 − 𝜖𝜉 + 𝜉)

(1− 𝜖)3
, (3.84)

𝑑𝑛𝑇
𝑑 ln 𝑘

= −4(𝜖2 − 𝜖𝛿)

(1− 𝜖)3
. (3.85)

В данном случае, мы учитываем малую поправку (1−𝜖), которая отсутствует в выра­

жениях для параметров космологических возмущений в случае приближения медленного

скатывания (1− 𝜖 ≈ 1)

𝒫ℛ(𝑘) =
1

2𝜖

(︂
𝐻

2𝜋

)︂2

≃ 1

2𝜖𝑉

(︂
𝐻

2𝜋

)︂2

, (3.86)

𝒫𝑔(𝑘) = 2𝑠
(︁𝐻
2𝜋

)︁2
, (3.87)

𝑛𝑠 − 1 ≃ 2(𝛿 − 2𝜖) ≃ 2𝜂𝑉 − 6𝜖𝑉 , (3.88)

𝑛𝑔 ≃ −2𝜖 ≃ −2𝜖𝑉 , (3.89)

𝑟 = 𝑠𝜖 ≃ 𝑠𝜖𝑉 . (3.90)

𝑑𝑛𝑠
𝑑 ln 𝑘

≃ −(2𝜉 + 8𝜖2 − 10𝜖𝛿) ≃ −(2𝜉𝑉 + 24𝜖2𝑉 − 16𝜂𝑉 𝜖𝑉 ), (3.91)

𝑑𝑛𝑔
𝑑 ln 𝑘

≃ −4(𝜖2 − 𝜖𝛿) ≃ −(8𝜖2𝑉 − 4𝜂𝑉 𝜖𝑉 ), (3.92)

что соответствует результатам, представленным в работе [205].

Также отметим, что в случае использования кинетического приближения для ана­

лиза инфляционных моделей, рассмотренного в разделе S 2.2, расчет параметров космо­

логических возмущений также производится с помощью соотношений (3.79)–(3.85) или

(3.86)–(3.92) поскольку, в данном приближении, условия 𝜖≪ 1 и 𝛿 ≪ 1 выполняются для

любых моделей.

Таким образом, процедура верификации моделей ранней Вселенной по наблюдатель­

ным данным заключается в сопоставлении значений спектральных параметров космоло­

гических возмущений, полученных из выражений (3.79)–(3.83), с наблюдательными огра­

ничениями на эти параметры, полученные из наблюдений анизотропии реликтового излу­

чения.
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Таблица 4 — Параметры медленного скатывания и число e-фолдов для некоторых

моделей инфляции

𝐻 = 𝐻(𝑡), 𝑎 = 𝑎(𝑡) 𝜖 = 𝜖(𝑡), 𝛿 = 𝛿(𝑡) 𝑁 = 𝑁(𝑡), 𝑡 = 𝑡(𝑁)

𝐻(𝑡) = 𝐵
𝑡 𝜖 = 1

𝐵 𝑁(𝑡) = 𝐵 ln(𝑡)

𝑎(𝑡) = 𝑎0𝑡
𝐵 𝛿 = 1

𝐵 𝑡 = exp
(︀
𝑁
𝐵

)︀
𝐻(𝑡) = −𝐴𝑡+𝐵 𝜖 = 3

2𝐵𝑡2
𝑁(𝑡) = 𝜇1 − 𝐵

3 𝑡
2

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp
(︀
𝜇1 − 𝐵

3 𝑡
2
)︀

𝛿 = 0 𝑡2 = 3
𝐵 (𝜇1 −𝑁)

𝐻(𝑡) = 𝐵 exp(−𝐴𝑡) 𝜖 = 𝐴
𝐵 exp(𝐴𝑡) 𝑁(𝑡) = 𝜇2

𝐴 − 𝐵
𝐴 exp(−𝐴𝑡)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp
(︀𝜇2
𝐴 − 𝐵

𝐴𝑒
−𝐴𝑡)︀ 𝛿 = 𝐴

2𝐵 exp(𝐴𝑡) exp(𝐴𝑡) = 𝐵
𝜇2−𝐴𝑁

𝐻(𝑡) = −𝐴𝐵
3 tg(𝐴𝑡) 𝜖 = 3

𝐵 sin2(𝐴𝑡)
𝑁(𝑡) = 𝐵

3 ln(cos(𝐴𝑡))

𝑎(𝑡) = 𝑎0 cos
𝐵/3(𝐴𝑡) 𝛿 = 3

𝐵 cos(𝐴𝑡) = exp
(︀
3𝑁
𝐵

)︀
𝐻(𝑡) = 𝐴𝐵

3 th(𝐴𝑡) 𝜖 = 3
𝐵 sh2(𝐴𝑡)

𝑁(𝑡) = 𝐵
3 ln(ch(𝐴𝑡))

𝑎(𝑡) = 𝑎0 ch
𝐵/3(𝐴𝑡) 𝛿 = 3

𝐵 ch(𝐴𝑡) = exp
(︀
3𝑁
𝐵

)︀
𝐻(𝑡) = 𝐴𝐵 cth(2𝐵𝑡) 𝜖 = 2

𝐴 ch2(2𝐵𝑡)
𝑁(𝑡) = 𝐴

2 ln(sh(2𝐵𝑡))

𝑎(𝑡) = 𝑎0 sh
𝐴/2(2𝐵𝑡) 𝛿 = 2

𝐴 sh(2𝐵𝑡) = exp
(︀
2𝑁
𝐴

)︀
𝐻(𝑡) = 𝐴

[︁
(𝐵+4)
6𝐴𝐵 𝑡

]︁− 𝐵
𝐵+4

𝜖 =
𝐵[𝐵+4

6𝐴𝐵
𝑡]

− 𝐵
𝐵+4

𝐴(𝐵+4)𝑡 𝑁(𝑡) = 𝐴(𝐵+4)𝑡
4

[︀
𝐵+4
6𝐴𝐵 𝑡

]︀− 𝐵
𝐵+4

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

(︂
𝐴(𝐵+4)𝑡

4

[︀
𝐵+4
6𝐴𝐵 𝑡

]︀− 𝐵
𝐵+4

)︂
𝛿 =

(𝐵+2)[𝐵+4
6𝐴𝐵

𝑡]
− 𝐵
𝐵+4

𝐴(𝐵+4)𝑡 𝑡 = 4𝑁
𝐴(𝐵+4)

(︀
2𝑁

3𝐴2𝐵

)︀𝐵/4
Приведем наблюдательные ограничения на значения параметров космологических

возмущений по данным спутника PLANCK [27]

𝒫𝑆 = 2.1× 10−9, (3.93)

𝑛𝑠 = 0.9663± 0.0041, (3.94)

𝑟 < 0.1 (Planck 2018), (3.95)

𝑟 < 0.065 (Planck 2018/BICEP2/Keck-Array). (3.96)

В таблице 4 представлены параметры медленого скатывания для различных моделей

космологической инфляции, на основе которых, из выражений (3.79)–(3.85), рассчитыва­

ются параметры космологических возмущений.

Также, учитывая связь между космическим временем 𝑡 и числом 𝑒-фолдов, можно

рассчитывать спектральные параметры космологических возмущений в терминах косми­

ческого времени, равного времени пересечения радиуса Хаббла 𝑡 = 𝑡𝐻 , или в терминах

числа 𝑒-фолдов 𝑁 (𝑁 = 50− 60). Также время пересечения радиуса Хаббла можно полу­

чить из условия 𝑁 = 50− 60.
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3.4 Параметры космологических возмущений в терминах

конформного времени

Теперь, на основе выражений (3.79)–(3.83), рассмотрим параметры космологических

возмущений на пересечении радиуса Хаббла (𝑘 = 𝑎𝐻 = ℋ) в терминах конформного

времени, используя следующие соотношения

𝑑𝜂 =
𝑑𝑡

𝑎
,ℋ =

𝑎′

𝑎
,𝐻 =

ℋ
𝑎
, 𝐻̇ =

ℋ′

𝑎2
− ℋ2

𝑎2
. (3.97)

В результате, из соотношений (3.79)–(3.85) получим:

1. спектры мощности скалярных и тензорных возмущений

𝒫ℛ(𝑘) = − ℋ4𝑎2

8(ℋ′ −ℋ2)
=

𝐴′4

32𝜋2𝐴3(3𝐴′2 − 2𝐴′′𝐴)
, (3.98)

𝒫𝒢(𝑘) =
ℋ2

2𝜋2𝑎2
=

𝐴′2

8𝜋2𝐴3
; (3.99)

2. наклоны спектров

𝑛𝑆(𝑘)− 1 =
𝑎2

ℋ′

[︂
4

(︂
ℋ′ −ℋ2

𝑎2

)︂
− ℋ

ℋ′ −ℋ2

(︂
ℋ′ −ℋ2

𝑎2

)︂′]︂
=

9𝐴′4 + 8𝐴′′2𝐴2 − 14𝐴′′𝐴′2𝐴− 2𝐴′′′𝐴′𝐴2

(2𝐴′′𝐴− 3𝐴′2)(𝐴′′𝐴− 𝐴′2)
, (3.100)

𝑛𝒢(𝑘) =
2(ℋ′ −ℋ2)

ℋ′ =
2𝐴′′𝐴− 3𝐴′2

𝐴′′𝐴− 𝐴′2 ; (3.101)

3. тензорно-скалярное отношение

𝑟 = −4

(︂
ℋ′ −ℋ2

ℋ2

)︂
=

12𝐴′2 − 8𝐴′′𝐴

𝐴′2 , (3.102)

в терминах конформного множителя 𝐴 на пересечении радиуса Хаббла 𝜂 = 𝜂𝐻 .

Рассматривая конформный множитель в виде 𝐴(𝜂) = 𝐴0𝑒
𝛽(𝜂), получим

𝒫ℛ(𝑘) =
𝛽′4

32𝜋2𝐴0𝑒𝛽(𝛽′2 − 2𝛽′′)
, (3.103)

𝒫𝒢(𝑘) =
𝛽′2

8𝜋2𝐴0𝑒𝛽
, (3.104)

𝑛𝑆(𝑘)− 1 =
𝛽′4 + 8𝛽′′2 − 4𝛽′′𝛽′2 − 2𝛽′′′𝛽′

𝛽′′(2𝛽′′ − 𝛽′2)
, (3.105)

𝑛𝒢(𝑘) =
2𝛽′′ − 𝛽′2

𝛽′′ , (3.106)

𝑟 =
4𝛽′2 − 8𝛽′′

𝛽′2 . (3.107)

Конформное время, соответствующее пересечению радиуса Хаббла 𝜂𝐻 для возмуще­

ний с заданной длинной волны (или волновым числом) определяются из условия 𝑘 = ℋ,

что эквивалентно соотношению 2𝑘 = 𝛽′(𝜂)|𝜂=𝜂𝐻 для заданного конформного множителя.
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3.4.1 Степенное расширение

На основе решений, полученных в разделе S 2.5.1, определим параметры космологи­

ческих возмущений для случая степенной инфляции в терминах конформного времени

𝒫ℛ(𝑘) =
𝑚3(𝛼𝜂𝐻)

−𝑚

32𝜋2𝐴0𝜂2𝐻(𝑚+ 2)
, (3.108)

𝒫𝒢(𝑘) =
𝑚2(𝛼𝜂𝐻)

−𝑚

8𝜋2𝐴0𝜂2𝐻
, (3.109)

𝑛𝑆(𝑘)− 1 = 𝑚+ 2, (3.110)

𝑛𝒢(𝑘) = 𝑚+ 2, (3.111)

𝑟 =
4(𝑚+ 2)

𝑚
, (3.112)

где конформное время пересечения радиуса Хаббла 𝜂𝐻 = 𝑚/2𝑘.

3.4.2 Обобщенное экспоненциальное расширение

Для случая обобщенного экспоненциального расширения, рассмотренного в разделе

S 2.5.2, получим

𝒫ℛ(𝑘) =
(𝑐1𝜂𝐻 + 𝑐2)

4

32𝜋2𝐴0(𝑐21𝜂
2
𝐻 + 2𝑐21𝑐2𝜂𝐻 + 𝑐22 − 2𝑐1)

𝑒−(
𝑐1
2
𝜂2𝐻+𝑐2𝜂𝐻+𝑐3), (3.113)

𝒫𝒢(𝑘) =
(𝑐1𝜂𝐻 + 𝑐2)

2

8𝜋2𝐴0

𝑒−(
𝑐1
2
𝜂2𝐻+𝑐2𝜂𝐻+𝑐3), (3.114)

𝑛𝑆(𝑘)− 1 =
4𝑐31𝜂

2
𝐻 + 8𝑐21𝑐2𝜂𝐻 + 4𝑐1𝑐

2
2

𝑐1(𝑐21𝜂
2
𝐻 + 2𝑐21𝑐2𝜂𝐻 + 𝑐22 − 2𝑐1)

−

− 4𝑐31𝑐2𝜂
3
𝐻 + 6𝑐21𝑐

2
2𝜂

2
𝐻 + 4𝑐1𝑐

3
2𝜂𝐻 + 𝑐41𝜂

4
𝐻 + 𝑐42 + 8𝑐21

𝑐1(𝑐21𝜂
2
𝐻 + 2𝑐21𝑐2𝜂𝐻 + 𝑐22 − 2𝑐1)

, (3.115)

𝑛𝒢(𝑘) = −𝑐1𝜂2𝐻 − 2𝑐2𝜂𝐻 − 𝑐22
𝑐1

+ 2, (3.116)

𝑟 = 4
𝑐21𝜂

2
𝐻 + 2𝑐21𝑐2𝜂𝐻 + 𝑐22 − 2𝑐1

(𝑐1𝜂𝐻 + 𝑐2)2
, (3.117)

где 𝜂𝐻 = 𝑐2−2𝑘
𝑐1

.

Для функции 𝛽(𝜂) = 𝑏1
12
𝜂4 + 𝑏3 параметры космологических возмущений следующие

𝒫ℛ(𝑘) =
𝑏31𝜂

10
𝐻

288𝜋2𝐴0(𝑏1𝜂4𝐻 − 18)
𝑒−(

𝑏1
12
𝜂4𝐻+𝑏3), (3.118)
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𝒫𝒢(𝑘) =
𝑏21𝜂

6
𝐻

72𝜋2𝐴0

𝑒−(
𝑏1
12
𝜂4𝐻+𝑏3), (3.119)

𝑛𝑆(𝑘)− 1 =
540− 38𝑏1𝜂

4
𝐻 + 𝑏21𝜂

8
𝐻

9(𝑏1𝜂4𝐻 − 18)
, (3.120)

𝑛𝒢(𝑘) = 2− 𝑏1
9
𝜂4𝐻 , (3.121)

𝑟 = 4
𝑏1𝜂

4
𝐻 − 18

𝑏1𝜂4𝐻
, (3.122)

где 𝜂𝐻 = (6𝑘/𝑏1)
1/3.

Верификация моделей ранней Вселенной подразумевает сопоставление полученных

параметров космологических возмущений с наблюдательными данными (3.93)–(3.96), что

означает согласованный выбор постоянных параметров. Вместо этого рассмотрим более

эффективный метод верификации, в рамках которого такое сопоставление производится

независимо от выбора постоянных параметров модели.

3.5 Диаграмма тензорно-скалярное отношение – спектральный

индекс скалярных возмущений

При анализе космологических моделей на уровне возмущений поля и метрики необ­

ходимо учитывать соответствие параметров (3.79)–(3.85) наблюдательным ограничениям

(3.93)–(3.96). Этой цели можно достигнуть за счет выбора свободных параметров моде­

лей, значение которых необходимо согласовать как для оценки числа е-фолдов, так и при

вычислении параметров космологических возмущений.

Простым методом верификации моделей космологической инфляции, который поз­

воляет определить соответствие модели ранней Вселенной наблюдениям независимо от

выбора свободных параметров является использование диаграммы зависимости тензорно­

скалярного отношения от наклона спектра скалярных возмущений 𝑟 = 𝑟(𝑛𝑆).

Исходя из соотношений, следующих из полученных ранее выражений (3.81)-(3.82)

𝑛𝑆 − 1 = 2

(︂
𝛿(𝜖)− 2𝜖

1− 𝜖

)︂
, 𝜖 =

𝑟

4𝑠
, (3.123)

получим

𝑛𝑆 − 1 = 2

(︂
𝛿(𝑟)− 2𝜖(𝑟)

1− 𝜖(𝑟)

)︂
= 2

(︂
𝛿(𝑟)− 𝑟

2𝑠

1− 𝑟
4𝑠

)︂
, (3.124)

где зависимость 𝛿 = 𝛿(𝜖) различна для разных моделей инфляции.

Далее, из уравнения (3.124) получим выражение тензорно-скалярного отношения

как функции наклона спектра скалярных возмущений 𝑟 = 𝑟(𝑛𝑆).
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Комбинированные результаты измерений PLANCK (BICEP2/Keck Array) анизотро­

пии реликтового излучения и дополнительных наблюдений по барионным акустическим

осцилляциям, гравитационному линзированию и измерению значения параметра Хаббла

𝐻0 (в настоящее время) на диаграмме 𝑟 = 𝑟(𝑛𝑆) представляются в виде разрешенных об­

ластей, соответствующим доверительным вероятностям 68% и 95% для случая гауссова

спектра космологических возмущений в моделях с одним скалярным полем (см. [27; 83]),

которым соответствуют ограничения на значения спектрального индекса скалярных воз­

мущений и тензорно-скалярного отношения [83]

𝑛𝑠 = 0.9663± 0.0041, (3.125)

𝑟0.002 < 0.1 (Planck 2018), (3.126)

𝑟0.002 < 0.065 (Planck 2018/BICEP2/Keck-Array). (3.127)

Данные значения параметров космологических возмущений представлены для мас­

штаба 𝑘 = 0.002 Mпк−1 и условия 𝑛𝑇 = − 𝑟
8
, которое следует из соотношений (3.88)–(3.90)

с параметром 𝑠 = 4. Очевидно, для случая 𝑠 = 1 это соотношение нарушается 𝑛𝑇 ̸= − 𝑟
8
.

Наблюдательные ограничения на модели с условием 𝑛𝑇 ̸= − 𝑟
8
также рассматрива­

лись при анализе результатов PLANCK [211] на основе диаграмм (𝑟𝑘1 ,𝑟𝑘2 ,𝑛𝑇 ), соответству­

ющих двум масштабам 𝑘1 = 0.002 Mpc−1 и 𝑘2 = 0.02 Mpc−1, которые накладывались на

наблюдательные данные, дополненные результатами наблюдений LIGO и VIRGO [21–23].

В результате, для моделей с нарушением условия 𝑛𝑇 = − 𝑟
8
, было получено другое

ограничение на значение тензорно-скалярного отношения

𝑟0.002 < 0.044 (Planck 2018/LIGO/VIRGO2016). (3.128)

Далее, в тексте рассматривается следующее обозначение 𝑟 ≡ 𝑟0.002. Также будем

придерживаться принятой в большинстве работ по теории космологических возмущений

нормировки 𝑠 = 4.

Таким образом, зависимость тензорно-скалярного отношения от спектрального ин­

декса скалярных возмущений 𝑟 = 𝑟(𝑛𝑠) позволяет определить соответствие построенной

модели наблюдательным данным. После проверки соответствия рассматриваемой теоре­

тической модели наблюдательным ограничениям по диаграмме 𝑟 = 𝑟(𝑛𝑠) рассчитывается

значение спектра мощности скалярных возмущений на пересечении радиуса Хаббла, ко­

торое сопоставляется с (3.93).

Теперь рассмотрим процедуру верификации некоторых моделей ранней Вселенной

на основе данного метода более подробно, используя ранее полученные точные космоло­

гические решения.
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3.5.1 Верификация моделей со степенным потенциалом

Рассмотрим модели со степенным потенциалом и параметром Хаббла 𝐻(𝜑) = 𝐴𝜑𝑚,

точные решения для которых были получены в разделе S 2.4.2.

Параметры медленного скатывания, в данном случае, равны

𝜖 = − 𝐻̇

𝐻2
= 2𝑚2 [𝑐1 + 2𝐴𝑚(𝑚− 2)𝑡]

2
𝑚−2 , (3.129)

𝛿 = − 𝐻̈

2𝐻𝐻̇
= 2𝑚(𝑚− 1) [𝑐1 + 2𝐴𝑚(𝑚− 2)𝑡]

2
𝑚−2 , (3.130)

следовательно, связь между этими параметрами определяется как

𝛿 =

(︂
𝑚− 1

𝑚

)︂
𝜖. (3.131)

Из выражений (3.81) и (3.82) получим следующую зависимость

𝑟 =
16𝑚(𝑛𝑆 − 1)

𝑚(𝑛𝑆 − 3)− 2
. (3.132)

Рисунок 3.1 — Диаграммы 𝑟 = 𝑟(𝑛𝑆) для различных значений параметра 𝑚.

На Рис. 3.1 представлены зависимости 𝑟 = 𝑟(𝑛𝑆), построенные на основе (3.132) из

которых видно, что инфляция на основе полиномиальных потенциалов скалярного поля

удовлетворяет наблюдательным ограничениям (3.125)–(3.127) для значений 𝑚 = 1/3 и

𝑚 = 1/2.

Из зависимости числа 𝑒-фолдов от космического времени

𝑁 = ln

(︂
𝑎

𝑎0

)︂
= exp

(︂
− 1

4𝑚
[𝑐1 + 2𝑚𝐴(𝑚− 2)𝑡]

𝑚
𝑚−2

)︂
, (3.133)
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получим следующее уравнение

𝑐1 + 2𝑚𝐴(𝑚− 2)𝑡 = −(4𝑚𝑁)1−
𝑚
2 . (3.134)

Подставляя 𝑡 = 𝑡(𝑁) в выражение для спектра мощности скалярных возмущений

(3.79) на пересечении радиуса Хаббла, получим

𝒫𝑆(𝑁) = 16
2𝑚−1
2−𝑚

(︂
𝐴

4𝜋𝑚

)︂2 [︀
2−𝑚+2(𝑚𝑁)1−

𝑚
2

]︀ 2(𝑚+1)
2−𝑚 , 𝒫𝑆(𝑁 = 60) = 2.1× 10−9. (3.135)

Из этого условия найдем значение постоянного параметра 𝐴 = 10−5 для 𝑚 = 1/3,

случаю 𝑚 = 1/2 соответствует 𝐴 = 8 × 10−6. Произвольной постоянной 𝑐1 соответствуют

различные значения спектрального индекса скалярных возмущений, поэтому, в данном

случае, его нельзя определить однозначно.

3.5.2 Верификация моделей с экспоненциальным потенциалом

Рассмотрим модели с экспоненциальным потенциалом и параметром Хаббла

𝐻(𝜑) = 𝜇1 exp(−𝜇2𝜑) + 𝜇3, (3.136)

точные решения для которых были получены в разделе S 2.4.3.

Вначале определим параметры медленного скатывания

𝜖 = − 𝐻̇

𝐻2
=

2𝜇2
1𝜇

2
2

(2𝜇1𝜇2
2𝜇3𝑡+ 𝑐𝜇3 + 𝜇1)2

, (3.137)

𝛿 = − 𝐻̈

2𝐻𝐻̇
=

2𝜇1𝜇
2
2

(2𝜇1𝜇2
2𝜇3𝑡+ 𝑐𝜇3 + 𝜇1)

. (3.138)

Для случая степенной инфляции 𝜇3 = 0 из выражений (3.137)–(3.138) следует 𝜖 =

𝛿 = 2𝜇2
2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Из зависимости числа 𝑒-фолдов от космического времени

𝑁 = ln

(︂
𝑎

𝑎0

)︂
=

1

2𝜇2
2

ln(2𝜇1𝜇
2
2𝑡+ 𝑐) (3.139)

получим обратную зависимость

𝑡(𝑁) =
1

2𝜇1𝜇2
2

(︁
𝑒2𝜇

2
2 − 𝑐

)︁
. (3.140)

После подстановки зависимости (3.140) в выражение (3.79) для спектра мощности

скалярных возмущений на пересечении радиуса Хаббла получим следующее условие

𝒫𝑆(𝑁) =
1

2𝜖

(︂
𝐻

2𝜋

)︂2

=
𝜇2
1

16𝜋2𝜇2
2

exp
(︀
−4𝜇2

2𝑁
)︀
, (3.141)

𝒫𝑆(𝑁 = 60) = 2.1× 10−9. (3.142)
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Очевидно, что различный выбор параметров 𝜇1 и 𝜇2 для 𝑁 = 60 может удовлетво­

рять этому условию.

Для случая степенной инфляции, из выражений (3.81) и (3.82) получим следующую

зависимость

𝑟 =
16(𝑛𝑆 − 1)

𝑛𝑆 − 3
. (3.143)

Для экспоненциально-степенной инфляции 𝜇3 ̸= 0 из выражений (3.137)–(3.138) по­

лучим следующее условие

𝜖 =
1

2

(︂
𝛿

𝜇2

)︂2

. (3.144)

Далее, на основе выражения

𝑁 = ln

(︂
𝑎

𝑎0

)︂
=

1

2𝜇2
2

ln(2𝜇1𝜇
2
2𝑡+ 𝑐) + 𝜇3𝑡, (3.145)

запишем

𝑡(𝑁) = − 1

2𝜇1𝜇2
2𝜇3

[︂
𝑐𝜇3 − 𝜇1W

(︂
𝜇3

𝜇1

exp(2𝜇1𝜇
2
2𝑁 + 𝑐𝜇3𝜇1)

)︂]︂
, (3.146)

где W – функция Ламберта.

Подставляя выражение (3.146) в (3.79), имеем условие

𝒫𝑆(𝑁) =
1

2𝜖

(︂
𝐻

2𝜋

)︂2

=
𝜇2
3

16𝜋2𝜇2
2

[︁
W
(︁
𝜇3
𝜇1

exp(2𝑁𝜇1𝜇
2
2 + 𝑐𝜇3𝜇1)

)︁
+ 1
]︁4

[︁
W
(︁
𝜇3
𝜇1

exp(2𝑁𝜇1𝜇2
2 + 𝑐𝜇3𝜇1)

)︁]︁2 , (3.147)

𝒫𝑆(𝑁 = 60) = 2.1× 10−9. (3.148)

Данное условие выполняется для различных значений параметров 𝑐, 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3 при 𝑁 = 60.

Рисунок 3.2 — Диаграммы 𝑟 = 𝑟(𝑛𝑆) для степенной и экспоненциально-степенной

инфляции.
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Далее, из выражений (3.81) и (3.82) получим

𝑟 =
16

𝑛𝑆 − 3

⎡⎣𝑛𝑆 − 1∓

√
2𝜇2

(︁
−
√
2𝜇2 +

√︀
2𝜇2

2 + 4𝑛2
𝑆 − 16𝑛𝑆 + 12

)︁
2(𝑛𝑆 − 3)

⎤⎦ , (3.149)

и будем рассматривать решение с верхним (отрицательным) знаком.

На Рис. 3.2 представлены зависимости 𝑟 = 𝑟(𝑛𝑆), построенные на основе выражений

(3.143) и (3.149) из которых видно, что экспоненциально-степенная инфляция удовлетво­

ряет наблюдательным ограничениям (3.125)–(3.127), в отличие от степенной инфляции.

3.6 Влияние множителя (1− 𝜖)−1 на параметры космологических

возмущений

Теперь рассмотрим влияние множителя (1 − 𝜖)−1 на расхождение между оценками

параметров космологических возмущений, полученных в приближении медленного скаты­

вания и на основе точных космологических решений с убывающими в течение инфляции

параметрами 𝜖 и 𝛿 до значений 𝜖≪ 1 и 𝛿 ≪ 1 на пересечении радиуса Хаббла.

Для оценки его влияния на параметры космологических возмущений запишем отно­

шения спектров мощности скалярных и тензорных возмущений на основе точных решений

и приближения медленного скатывания, которые не зависят от нормировки тензора гра­

витационных волн

(𝒫𝑆)𝑒𝑥
(𝒫𝑆)𝑠𝑟

=

(︂
3− 𝛿

3− 𝜖

)︂2

=
1

(1 + Δ𝜁)2
,

(𝒫𝑇 )𝑒𝑥
(𝒫𝑇 )𝑠𝑟

= 1, (3.150)

𝑟𝑒𝑥
𝑟𝑠𝑟

=

(︂
3− 𝜖

3− 𝛿

)︂2

= (1 + Δ𝜁)
2, (3.151)

(𝑛𝑆 − 1)𝑒𝑥
(𝑛𝑆 − 1)𝑠𝑟

=
1

(1 + Δ𝜁)2
,

(𝑛𝑇 )𝑒𝑥
(𝑛𝑇 )𝑠𝑟

= 1, (3.152)

где параметр

Δ𝜁 =
3− 𝜖

3− 𝛿
− 1 =

𝛿 − 𝜖

3− 𝛿
, (3.153)

назовем «параметром отклонения» характеристик космологических возмущений для при­

ближения медленного скатывания.

В таблице 5 представлены выражения параметра отклонения Δ𝜁 для ренее рассмот­

ренных моделей космологической инфляции.

Отметим, что для Δ𝜁 > 0 тензорно-скалярное отношение 𝑟𝑒𝑥 > 𝑟𝑠𝑟, 𝑟𝑒𝑥 < 𝑟𝑠𝑟 в случае

Δ𝜁 < 0 и 𝑟𝑒𝑥 = 𝑟𝑠𝑟 для Δ𝜁 = 0. Значение Δ𝜁 определяется из параметров модели и времени

пересечения радиуса Хаббла 𝑡 = 𝑡𝐻 .
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Таблица 5 — Модели космологической инфляции и расхождение по параметрам

космологических возмущений

Параметр Хаббла Параметр отклонения Δ𝜁

𝐻(𝑡) = 𝐵
𝑡

Δ𝜁 = 0

𝐻(𝑡) = −𝐴𝑡+𝐵 Δ𝜁 = − 1
2𝐵𝑡2

𝐻(𝑡) = 𝐵 exp(−𝐴𝑡) Δ𝜁 = − 𝐴𝑒𝐴𝑡

6𝐵−𝐴𝑒𝐴𝑡

𝐻(𝑡) = −𝐴𝐵
3
tg(𝐴𝑡) Δ𝜁 = − ctg2(𝐴𝑡)

𝐵−1

𝐻(𝑡) = 𝐴𝐵
3
th(𝐴𝑡) Δ𝜁 = − 2−ch2(𝐴𝑡)

(𝐵−1) sh2(𝐴𝑡)

𝐻(𝑡) = 𝐴
[︁
(𝐵+4)
6𝐴𝐵

𝑡
]︁− 𝐵

𝐵+4
Δ𝜁 =

2×6
𝐵
𝐵+4

3(𝐴+4𝑡)( (𝐵+4)𝑡
𝐴𝐵 )

𝐵
𝐵+4−(𝐵+2)×6

𝐵
𝐵+4

В случае степенной инфляции 𝜖 = 𝛿 и параметр отклонения Δ𝜁 = 0 также как и

расхождение по числу e-фолдов Δ𝑁 = 0, которое для степенной инфляции было получено

ранее в разделе S 2.9.2.

Таким образом, расхождение между параметрами космологических возмущений в

приближении медленного скатывания и с учетом множителя (1 − 𝜖)−1, в общем случае,

зависит от параметров модели и времени пересечения радиуса Хаббла.

Теперь рассмотрим более наглядный пример влияния множителя (1 − 𝜖)−1 на зна­

чение тензорно-скалярного отношения для случая моделей инфляции с полиномиальным

потенциалом

Из соотношений (3.79)–(3.81) с учетом (1− 𝜖)−1 получим зависимость

𝑟 =
4𝑠𝑚(𝑛𝑆 − 1)

𝑚(𝑛𝑆 − 3)− 2
. (3.154)

В случае приближения медленного скатывания, пренебрегая множителем (1− 𝜖)−1 ≈ 1, из

выражений (3.86)–(3.90) получим

𝑟 = −2𝑠𝑚(𝑛𝑆 − 1)

𝑚+ 1
. (3.155)

Для случая «промежуточной» инфляции с параметром 𝑚 = −1 в первом случае из

выражения (3.154) получим 𝑟 = 4𝑠, во втором случае из выражения (3.155) следует 𝑟 → ∞.

Таким образом, учет множителя (1− 𝜖)−1, в данном случае, устраняет расходимость при

определении значения тензорно-скалярного отношения.

Отметим, что влияние фактора (1− 𝜖)−1 (в терминах параметра Хаббла 𝐻 и его про­

изводных по космическому времени 𝐻̇, 𝐻̈) при вычислении параметров космологических

возмущений на пересечении радиуса Хаббла рассматривалось в работе Червона и др. [212],

что получило дальнейшее развитие в работах [213–216].



112

3.7 Преобразование параметров космологических возмущений

Теперь рассмотрим изменение параметров космологических возмущений на основе

преобразования параметра Хаббла 𝐻̄ = 𝑛𝐻. Параметры медленного скатывания, в таком

случае, преобразуются следующим образом

𝜖 =
𝜖

𝑛
, 𝛿 =

𝛿

𝑛
. (3.156)

На основе выражений (3.79 )–(3.83) запишем

𝒫𝑆
𝒫𝑆

= 𝑛3,
𝒫𝑇
𝒫𝑇

= 𝑛2,
𝑟

𝑟
=

1

𝑛
, (3.157)

𝑛̄𝑆
𝑛𝑆

=

[︂
1− 𝜖

𝑛− 𝜖

]︂ [︂
𝑛− 5𝜖+ 2𝛿

1− 5𝜖+ 2𝛿

]︂
,

𝑛̄𝑇
𝑛𝑇

=
1− 𝜖

𝑛− 𝜖
, (3.158)

𝒫𝑆 =
𝑛3

2𝜖

(︂
𝐻

2𝜋

)︂2

, 𝒫𝑇 = 2𝑠𝑛2

(︂
𝐻

2𝜋

)︂2

, (3.159)

𝑛̄𝑆 − 1 = 2

(︂
𝛿 − 2𝜖

𝑛− 𝜖

)︂
, 𝑛̄𝑇 = − 2𝜖

𝑛− 𝜖
, 𝑟 =

4𝑠𝜖

𝑛
. (3.160)

Для случая 𝑛 = 1 выражения (3.157)–(3.160) переходят в исходные (3.79)–(3.83).

Для моделей со степенным параметром Хаббла 𝐻(𝑡) = 𝐴𝑡𝛽 и следующим соотношением

между параметрами медленного скатывания 𝛿 = 𝛼𝜖, где 𝛽 = −1 и 𝛼 = 1 соответствуют

степенной инфляции с экспоненциальным потенциалом, 𝛽 = 𝑚
2−𝑚 и 𝛼 =

(︀
𝑚−1
𝑚

)︀
соответ­

ствуют инфляции со степенными потенциалами (2.60), получим одинаковые зависимости

𝑟 = 𝑟(𝑛𝑆)

𝑟 =
4𝑠(𝑛𝑆 − 1)

2𝛼 + 𝑛𝑆 − 5
, 𝑟 =

4𝑠(𝑛𝑆 − 1)

2𝛼 + 𝑛𝑆 − 5
. (3.161)

В общем случае, преобразование 𝐻 = 𝑛𝐻 приводит к изменению параметров космологи­

ческих возмущений и зависимости 𝑟 = 𝑟(𝑛𝑆).

В случае преобразования 𝐻̄ = 𝑛𝐻+𝜆 параметры медленного скатывания изменяются

следующим образом

𝜖 =
𝑛𝜖(︁

𝑛+ 𝜆
𝐻(𝜖)

)︁2 , 𝛿 =
𝛿(︁

𝑛+ 𝜆
𝐻(𝜖)

)︁ , (3.162)

и параметры космологических возмущений рассчитываются для новых параметров мед­

ленного скатывания (3.162), что позволяет преобразовать неверифицируемую модель ран­

ней Вселенной в соответствующую наблюдательным данным.

Простым примером применения такого подхода является преобразование модели сте­

пенной инфляции в инфляцию с экпоненциально-степенным ускоренным расширением,

что рассматривалось в разделе S 2.8. Очевидно, что данный метод позволяет преобразо­

вать и другие модели, изначально не соответствующие наблюдательным ограничениям.
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Поскольку преобразованию параметра Хаббла 𝐻̄ = 𝑛𝐻 + 𝜆 соответствует масштаб­

ный фактор вида

𝑎̄(𝑡) = 𝐶𝑎𝑛(𝑡)𝑒𝜆𝑡, (3.163)

назовем такие модели обобщенной экспоненциально-степенной инфляцией, в рамках ко­

торой, соответствие теоретической модели наблюдательным ограничениям достигается за

счет выбора параметров 𝑛 и 𝜆.

Предложенный подход имеет два ограничения:

1. исходный масштабный фактор 𝑎(𝑡) не нарушает закон ускоренного расширения

(3.163) ;

2. потенциал скалярного поля 𝑉 (𝜑), соответствующий масштабному фактору

(3.163), подразумевает эволюцию скалярного поля, согласно инфляционной па­

радигме.

Также отметим, что исходный масштабный фактор 𝑎(𝑡) может не соответствовать

условию ускоренного расширения 𝑎̈ > 0, но результирующий масштабный фактор 𝑎̄(𝑡)

подразумевает комбинацию решения де Ситтера (для 𝑛 = 0) и расширения по степенному

закону (для случая 𝜆 = 0), что соответствует исходной задаче построения инфляционных

моделей.

3.8 Постинфляционная эволюция космологических возмущений

Рассмотрим последовательность событий при переходе от инфляционной стадии к

стадии преобладания излучения и вещества.

Инфляционная стадия завершается распадом скалярного поля и образованием ча­

стиц с последующим нуклеосинтезом и дальнейшей эволюцией согласно стандартному

сценарию. При этом космологические возмущения различных длин волн (с различным

волновым числом 𝑘) в течение нескольких 𝑒-фолдов после выхода за горизонт становятся

классическими величинами. Это время обозначим как 𝑡*.

При уходе за горизонт космологические возмущения остаются «вмороженными» в

гравитационный фон и не меняют своей амплитуды в сопутствующей системе координат.

При вхождении под горизонт (в эпоху преобладания излучения), обозначим это время 𝑡𝑝𝑟,

амплитуда возмущений эволюционирует известным образом. Считается, что теория космо­

логических возмущений применима в начальную эпоху, которая начинается до вхождения

интересующих нас космологических масштабов под горизонт. Начальная эпоха начина­

ется гораздо позже нуклеосинтеза, поэтому материальные составляющие вселенной, за
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исключением небарионной темной материи, известны. Теоретически установлено, каким

образом эволюционируют возмущения всех материальных компонент во Вселенной после

начальной эпохи, если известна плотность энергии каждой из составляющих в это вре­

мя. Начальный спектр возмущений можно получить посредством функции переноса из

вакуумных флуктуаций в момент времени 𝑡* [217;218].

Возмущение любой из составляющих вычисляется через возмущение кривизны ℛ𝑘

при помощи функции переноса

𝑔𝑘(𝑡) = 𝑇𝑔(𝑡,𝑘)ℛ𝑘, (3.164)

где ℛ𝑘(𝑡) определяется в момент времени 𝑡* как

ℛ𝑘 = −
[︂
𝐻

𝜑̇
𝛿𝜑𝑘

]︂
𝑡=𝑡*

. (3.165)

Рассматриваемое уточнение параметров космологических возмущений связано имен­

но с вычислением возмущений кривизны на основе точных решений уравнений Эйнштей­

на (в нулевом приближении) без использования режима медленного скатывания. Так как

точные выражения получены для космологических параметров при выходе за горизонт,

для сопоставления с наблюдательными данными требуется выполнить перерасчет космо­

логических параметров на современную эпоху. Для этого рассмотрим постинфляционную

эволюцию космологических возмущений и найдем поправки на космологические парамет­

ры.

Воспользуемся стандартным методом пересчета космологических возмущений на

фридмановские эпохи [76;77;205;206].

Известно, что в течение стадии преобладания излучения 𝑎 ∼ 𝑡𝑛 при 𝑛 = 1/2 и стадии

преобладания вещества в случае 𝑛 = 2/3 гравитационные возмущения (гравитационный

потенциал Φ𝑘) преобразуются следующим образом:

1. Φ𝑘 =
2
3
ℛ𝑘 на стадии преобладания излучения;

2. Φ𝑘 =
3
5
ℛ𝑘 на стадии преобладания вещества.

Из этих соотношений заключаем, что эволюция возмущений после вхождения под

горизонт сводится просто к изменению их амплитуды.

Таким образом, спектр мощности гравитационных возмущений на стадии преобла­

дания материи определяется через спектр возмущений кривизны

𝒫Φ(𝑀𝐷) =
9

25
𝒫ℛ. (3.166)

Это, в свою очередь, позволяет определить контраст плотности и спектр мощности

скалярных возмущений

𝛿𝑘 =
2

3

(︂
𝑘

𝑎𝐻

)︂2

𝑇𝑔(𝑡,𝑘)Φ𝑘, (3.167)
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𝒫𝛿(𝑘,𝑡) =
4

25

(︂
𝑘

𝑎𝐻

)︂4

𝑇𝑔(𝑡,𝑘)
2𝒫ℛ, (3.168)

которые можно сравнить с наблюдательными данными.

В случае произвольных длин волн (или частот) возмущений, функция переноса 𝑇𝑔

может быть найдена численно. Значение функции переноса определяется из соотношения

между темной материей, барионным веществом и излучением в эпоху наблюдения с учетом

закона ускоренного расширения [217;218].

3.9 Реликтовые гравитационные волны

В качестве дополнительного инструмента верификации космологических моделей

рассмотрим возможность непосредственного детектирования высокочастотных реликто­

вых гравитационных волн. Определение характеристик реликтовых гравитационных волн

исключительно важно для определения параметров моделей ранней Вселенной. Также,

прямое детектирование позволит точно определить амплитуду тензорных возмущений,

что приводит к однозначной оценке параметра 𝑠. Дополнительно, регистрация реликто­

вых гравитационных волн усиливает позиции инфляционной парадигмы по сравнению с

альтернативными сценариями, например, моделями «генезиса» и моделями с отскоком от

сингулярности, в которых космологические гравитационные волны отсутствуют [28].

В качестве основной наблюдательной характеристики реликтовых гравитационных

волн рассмотрим плотность энергии, которая обычно определяется безразмерной величи­

ной [219]

Ω𝐺𝑊 (𝑓) =
1

𝜌𝑐

𝑑𝜌𝐺𝑊
𝑑 ln 𝑓

, (3.169)

где 𝑓 – линейная частота, 𝜌𝑐 = 3𝐻2
𝑞 – критическая плотность энергии, 𝐻𝑞 – значение па­

раметра Хаббла в современную эпоху, 𝜌𝐺𝑊 = 1
4
⟨ℎ̇𝑎𝑏ℎ̇𝑎𝑏⟩𝜆 – плотность энергии, полученная

из усреднения производных по времени тензора гравитационных волн ℎ𝑎𝑏 по всем длинам

волн 𝜆. В дальнейшем, под плотностью энергии мы будем подразумевать параметр Ω𝐺𝑊 .

Также плотность энергии реликтовых гравитационных волн можно представить в

терминах спектра мощности [219]

Ω𝐺𝑊 (𝑘) =
𝑘2

12𝐻𝑞

𝒫𝑇 (𝑘). (3.170)

Далее, определим амплитуду реликтовых гравитационных волн в выбранной системе

единиц (8𝜋𝐺 = 𝑐 = 1) следующим образом [220]

ℎ2𝐺𝑊 =
1

4𝜋2
𝐻𝑖𝑛, (3.171)
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где 𝐻𝑖𝑛 – значение параметра Хаббла на завершении стадии инфляции, и запишем выра­

жение спектра мощности для моделей инфляции с учетом кинетической энергии скаляр­

ного поля, которые подразумевают дополнительную стадию преобладания кинетической

энергии поля, спектральная плотность энергии гравитационных волн для которых запи­

сывается как [220]

Ω𝑀𝐷
𝐺𝑊 (𝑓) =

3

8𝜋2
ℎ2𝐺𝑊Ω𝑚𝑞

(︂
𝑓𝑞
𝑓

)︂
, 𝑓𝑞 6 𝑓 < 𝑓𝑀𝐷, (3.172)

Ω𝑅𝐷
𝐺𝑊 (𝑓) =

1

6𝜋
ℎ2𝐺𝑊Ω𝑟𝑞, 𝑓𝑀𝐷 6 𝑓 < 𝑓𝑅𝐷, (3.173)

Ω𝑘𝑖𝑛
𝐺𝑊 (𝑓) =

3

8𝜋2
ℎ2𝐺𝑊Ω𝑚𝑞

(︂
𝑓

𝑓𝑅𝐷

)︂
, 𝑓𝑅𝐷 6 𝑓 < 𝑓𝑘𝑖𝑛, (3.174)

где 𝑓𝑞, 𝑓𝑘𝑖𝑛, 𝑓𝑅𝐷 и 𝑓𝑀𝐷 – частоты гравитационных волн на каждой из стадий эволюции

Вселенной

𝑓𝑞 =
1

2
𝐻𝑞, (3.175)

𝑓𝑀𝐷 =
3

2𝜋
𝑓𝑞

(︂
Ω𝑚𝑞

Ω𝑟𝑞

)︂1/2

, (3.176)

𝑓𝑅𝐷 =
1

4
𝑓𝑞

(︂
Ω𝑟𝑞

Ω𝑚𝑞

)︂1/2
𝑇𝑟ℎ
𝑇𝑀𝐷

, (3.177)

𝑓𝑘𝑖𝑛 = 𝐻𝑘𝑖𝑛

(︂
𝑇𝑞
𝑇𝑟ℎ

)︂(︂
𝐻𝑟ℎ

𝐻𝑘𝑖𝑛

)︂1/3

, (3.178)

где 𝐻𝑞 = 66.97 ± 0.9км × с−1 × Пк−1, Ω𝑚𝑞 = 0.308 ± 0.012 и Ω𝑟𝑞 = (9.230 ± 0.022) × 10−5 –

значения параметра Хаббла, плотности материи и излучения в настоящее время. Значение

температуры повторного разогрева оценивается 𝑇𝑟ℎ ∼ 1014 ГэВ [27].

Частота и плотность энергии реликтовых гравитационных волн ограничивается сле­

дующими условиями [219]

𝑇* = 5.85 · 106
(︂
𝑓

Гц

)︂(︁ 𝑔*
106.75

)︁−1/6

ГэВ (3.179)

𝑓 = 1.71 · 10−7

(︂
𝑇*
ГэВ

)︂(︁ 𝑔*
106.75

)︁1/6
Гц, (3.180)

где 𝑔* – эффективное число степеней свободы (в Стандартной модели 𝑔* = 106,75).

Обычным методом косвенного детектирования реликтовых гравитационных волн яв­

ляется оценка их влияния на анизотропию и поляризацию реликтового излучения, напри­

мер, в наблюдениях спутника PLANCK [27] или в проекте BICEP2 [221].

В настоящее время, наиболее продуктивным методом прямого детектирования грави­

тационных волн является использование интерферометров в качестве детекторов, который

был предложен в 1962 г. в статье Герценштейна и Пустовойта [222]. Этот принцип широ­

ко используется в современных лазерных интерференционных гравитационных антеннах,

основным элементом которых является интерферометр Фабри-Перо.
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После создания первого [223] лазерного интерферометра для детектирования гра­

витационных волн начались систематические работы по созданию и совершенствованию

такого рода приборов в различных лабораториях мира, причем большинство имеющихся

и проектируемых в настоящее время детекторов гравитационного излучения предназначе­

ны для обнаружения низкочастотных гравитационных волн (см., например, [224–226]). C

2016 года, в проектах LIGO и VIRGO [21–23] были непосредственно обнаружены гравита­

ционные волны от слияния черных дыр и нейтронных звезд.

Также, в качестве наиболее перспективного проекта по непосредственному детекти­

рованию гравитационных волн, следует отметить работы по созданию космического интер­

ферометра на гелиостационарной орбите, у которого расстояние между зеркалами соста­

вит около 1 миллиона километров. Этот проект имеет название LISA (Laser Interferometer

Space Antenna) [227]. Реализация проекта LISA намечена на 2029 год.

Одновременно с этим рассматриваются возможности обнаружения высокочастотных

гравитационных волн с помощью детекторов, повышение чувствительности которых связа­

но с различными физическими эффектами. На данный момент, действует высокочастот­

ный детектор гравитационных волн, который был создан в университете Бирмингема,

Великобритания [228] (чувствительность 100 Мгц). Принцип работы этого детектора ос­

нован на обнаружении вращения вектора поляризации электромагнитной волны в поле

гравитационной волны. Также, планируется создание детекторов ГВ (чувствительность

более 100 Мгц) в Японии на основе интерферометров Фабри-Перро [229].

Одним из перспективных методов повышения чувствительности гравитационных ан­

тенн в высокочастотной области спектра является использование явления низкочастотно­

го оптического резонанса (LOR), что отличает данный подход от других проектов по детек­

тированию гравитационных волн. Наличие данного эффекта в интерферометрах Фабри­

Перо впервые рассматривалось в работах Гладышева и Морозова [230–232].

В работе [233] показано, что минимально обнаружимую спектральную плотность

флуктуаций метрики пространства-времени при использовании низкочастотного оптиче­

ского резонанса в интерферометре Фабри-Перо можно оценить по формуле

𝐺ℎ (𝑓) >

√︂
2𝜋𝜅

𝑇Δ

2𝜋~𝑓 3/2

𝑘𝑒𝑊0

, (3.181)

где 𝜅 – фазовый сдвиг, характеризующий настройку интерферометра, 𝑇 – период вре­

мени усреднения спектральной плотности, Δ – потери за один цикл переотражений, ~ –

постоянная Планка, 𝑘𝑒 – волновое число, 𝑊0 – мощность падающего на интерферометр

Фабри-Перо монохроматического лазерного излучения, 𝑓 – частота гравитационной вол­

ны.
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Рисунок 3.3 — Спектры гравитационных волн различного происхождения и

чувствительность некоторых экспериментов. Рисунок взят из работ [234;235].

Для перехода к величине плотности энергии гравитационных волн Ω𝐺𝑊 (𝑓) можно

воспользоваться формулой [233]

Ω𝐺𝑊 (𝑓) =
4𝜋2

3𝐻2
𝑞

𝑓 3𝐺ℎ (𝑓) , (3.182)

где𝐻𝑞 – параметр Хаббла в эпоху наблюдения. Подстановка формулы (3.181) в выражение

(3.182) дает оценку для минимальной плотности энергии гравитационных волн, которые

могут быть обнаружены с применением низкочастотного оптического резонанса

Ω𝐺𝑊 (𝑓) >

√︂
2𝜋𝜅

𝑇Δ

8𝜋3~𝑓 9/2

3𝐻2
𝑞 𝑘𝑒𝑊0

. (3.183)

На Рис. 3.3 приведены графики плотности энергии гравитационных волн и чувстви­

тельность различных экспериментов [236]. Штриховой линией внизу обозначен спектр

мощности для случая приближения медленного скатывания, в случае которого высоко­

частотная часть спектра отсутствует. Из рисунка видно, что теоретическая оценка чув­

ствительности эксперимента LOR [233] соответствует возможности обнаружения высоко­

частотных реликтовых гравитационных волн.

Таким образом, рассмотренный экспериментальный метод является достаточно пер­

спективным в контексте верификации космологических моделей на основе непосредствен­

ного детектирования тензорных возмущений, появившихся на ранней стадии эволюции

Вселенной, согласно инфляционной парадигме.
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Глава 4. Методы обобщения космологических моделей со

скалярным полем

Теперь рассмотрим некоторые обобщения предложенных ранее методов анализа ба­

зовой модели на случай ненулевой кривизны Вселенной на стадии инфляции и на случай

присутствия дополнительных материальных компонент на дальнейших стадиях ее эво­

люции. Далее, в контексте данного подхода, рассмотрим модели с полем 𝑘-эссенции и

киральные космологические модели, содержащие два взаимодействующих скалярных по­

ля.

Поскольку данные модели являются более сложными с точки зрения генерирования

точных космологических решений, для их анализа используем новые методы, именно,

представление всех параметров космологических моделей в терминах числа 𝑒-фолдов, вы­

бор линейного лагранжиана поля 𝑘-эссенции, конформные преобразования метрики про­

странства полей и другие методы.

Предложенные методы используются для приведения более сложных космологиче­

ских моделей к ранее рассмотренным, то есть, в рамках данного подхода, ставится задача

поиска специальных классов точных космологических решений, соответствующих базовой

модели с каноническим скалярным полем. Полученные таким образом точные космологи­

ческие решения являются обобщенными в смысле возможности редукции как к решениям

в исходной модели ранней Вселенной, так и на случай других стадий ее эволюции.

4.1 Динамика Вселенной Фридмана со скалярным и

дополнительным материальным полем

Рассмотрим Вселенную Фридмана, содержащую дополнительную материальную

компоненту в виде идеальной баротропной жидксти, давление 𝑝𝑚 и плотность 𝜌𝑚 которой

(в выбранной системе единиц плотность равна плотности энергии) связаны уравнением

состояния 𝑝𝑚 = 𝑤𝑚𝜌𝑚, аналогичным случаю скалярного поля 𝑝𝜑 = 𝑤𝜑𝜌𝜑.

Таким образом, для полной плотности энергии 𝜌𝑡𝑜𝑡 = 𝜌𝑚+𝜌𝜑 и давления 𝑝𝑡𝑜𝑡 = 𝑝𝑚+𝑝𝜑

такой системы, параметр состояния, соответствующий системе скалярного и дополнитель­

ного материального поля определяется следующим образом

𝑤𝑒𝑓𝑓 =
𝜌𝜑𝑤𝜑 + 𝜌𝑚𝑤𝑚
𝜌𝑚 + 𝜌𝜑

. (4.1)
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Определим параметр состояния в терминах некоторой постоянной 𝑚, именно 𝑤𝑚 ≡

(𝑚 − 3)/3, следовательно, различным видам материальных полей будут соответствовать

различные значения параметра 𝑚:

1. 𝑚 = 0 и 𝑤𝑚 = −1 – космологическая постоянная;

2. 𝑚 = 2 и 𝑤𝑚 = −1/3 – ненулевая кривизна, которую можно рассматривать как

эффективное материальное поле;

3. 𝑚 = 3 и 𝑤𝑚 = 0 – материя в виде пыли;

4. 𝑚 = 4 и 𝑤𝑚 = 1/3 – излучение;

5. 𝑚 = 5 и 𝑤𝑚 = 2/3 – идеальный газ;

6. 𝑚 = 6 и 𝑤𝑚 = 1 – предельно жесткое вещество.

Произвольные значения параметра 𝑚 соответствуют экзотическим видам вещества.

В пространстве Фридмана-Робертсона-Уокера эволюция плотности и давления мате­

риального поля выглядит следующим образом [177;237]

𝜌𝑚 =
𝐾

𝑎𝑚
, 𝑝𝑚 =

(︂
𝑚− 3

3

)︂
𝐾

𝑎𝑚
, (4.2)

где постоянная 𝐾 определяет начальное значение плотности 𝜌0𝑚, с соответствующим урав­

нением динамики

𝜌̇𝑚 + 3𝐻(𝜌𝑚 + 𝑝𝑚) = 0. (4.3)

Таким образом, запишем действие для моделей данного типа следующим образом

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︂
1

2
𝑅− 1

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)

]︂
+

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔ℒ𝑚, (4.4)

где ℒ𝑚 – лагранжиан дополнительного материального поля.

В случае, когда материальное поле рассматривается как баротропная идеальная жид­

кость, для действия (4.4) в плоском пространстве ФРУ получим следующие уравнения

динамики [237]

3𝐻2 =
1

2
𝜑̇2 + 𝑉 (𝜑) +

𝐾

𝑎𝑚
, (4.5)

3𝐻2 + 2𝐻̇ = −1

2
𝜑̇2 + 𝑉 (𝜑) +

(︂
3−𝑚

3

)︂
𝐾

𝑎𝑚
, (4.6)

𝜑+ 3𝐻𝜑̇+ 𝑉 ′
𝜑 = 0, (4.7)

𝜌̇𝑚 + 3𝐻(𝜌𝑚 + 𝑝𝑚) = 0. (4.8)

Таким образом, на основе системы (4.5)–(4.8) производится анализ обобщенных кос­

мологических моделей, которые приводятся к ранее рассмотренным для случая 𝐾 = 0.

Теперь рассмотрим методы построения точных решений системы уравнений (4.5)–(4.8)

для различных материальных полей и случая ненулевой кривизны пространства ФРУ.
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Отметим, что уравнения (4.5)–(4.8) можно использовать для анализа повторного

ускоренного расширения пространственно плоской Вселенной Фридмана. В данном слу­

чае, ускорение Вселенной также связано с динамикой некоторого скалярного поля, которое

называется полем «квинтэссенции».

Для этого, в решениях уравнений космологической динамики (4.5)–(4.8), получен­

ных для произвольного значения параметра 𝑚 необходимо задать 𝑚 = 3, рассматривая

барионную и холодную темную материю [238] в виде пыли в космологических масштабах,

то есть 𝐾 = 𝜌𝑚0 = 𝜌𝑚0(𝐵𝑀) + 𝜌𝑚0(𝐷𝑀), 𝜌𝑚(𝑡) = 𝐾𝑎−3(𝑡), и пренебрегая влиянием излу­

чения на динамику, поскольку плотность энергии излучения гораздо меньше плотности

вещества Ω𝑟 ≪ Ω𝑚 или плотности темной энергии Ω𝑟 ≪ Ω𝜑 [27]. Также, для анализа урав­

нений космологической динамики, определим следующие постоянные 𝐾1 = (𝑚 − 6)𝐾/12

и 𝐾2 = −𝑚𝐾/6. Для ненулевой (в общем случае) кривизны пространства (𝑚 = 2) посто­

янная 𝐾 = −3𝑘 и 𝐾1 = 𝐾2 = 𝑘, где 𝑘 = −1,0,1 соответствует случаям открытой, плоской

и закрытой Вселенной.

4.1.1 N-анализ уравнений динамики

Вначале перепишем уравнения (4.5)–(4.6) в терминах постоянных 𝐾̂1 = 𝐾1𝑎
−𝑚
0 , 𝐾̂2 =

𝐾2𝑎
−𝑚
0 и масштабного фактора 𝑎̂(𝑡) = 𝑎(𝑡)/𝑎0, нормированного на начальное значение

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 + 𝐻̇ +
2𝐾̂1

𝑎̂𝑚
, (4.9)

1

2
𝜑̇2 = −𝐻̇ +

𝐾̂2

𝑎̂𝑚
. (4.10)

Отметим, что уравнения (4.9)–(4.10) полностью определяют динамику Вселенной,

поскольку полевое уравнение (4.7) и уравнение динамики материального поля (4.8) явля­

ются следствием (4.9)–(4.10) [237].

В терминах параметра медленного скатывания как функции числа 𝑒-фолдов 𝜖 =

𝜖(𝑁), с учетом соотношений

𝜖 = − 𝐻̇

𝐻2
= − 1

𝐻2

(︂
𝑑𝐻

𝑑𝑁
𝑁̇

)︂
= − 1

𝐻

(︂
𝑑𝐻

𝑑𝑁

)︂
= −𝑑 ln𝐻

𝑑𝑁
, (4.11)

1

2
𝜑2
𝑁 =

1

2

(︁
𝜑̇𝑁̇
)︁2

=
1

2
𝜑̇2𝐻2, (4.12)

где
𝑑

𝑑𝑡
= 𝐻

𝑑

𝑑𝑁
, 𝜑𝑁 =

𝑑𝜑

𝑑𝑁
, (4.13)
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уравнения (4.9)–(4.10) записываются следующим образом

𝐻(𝑁) = 𝐶 exp

(︂
−
∫︁
𝜖(𝑁)𝑑𝑁

)︂
, (4.14)

1

2

[︂
𝑑𝜑(𝑁)

𝑑𝑁

]︂2
= 𝜖(𝑁) +

𝐾̂2

𝐶2
exp

[︂
−𝑚𝑁 + 2

∫︁
𝜖(𝑁)𝑑𝑁

]︂
, (4.15)

𝑉 (𝑁) = 𝐶2 [3− 𝜖(𝑁)] exp

(︂
−2

∫︁
𝜖(𝑁)𝑑𝑁

)︂
+ 2𝐾̂1 exp (−𝑚𝑁) , (4.16)

где 𝐶 – некоторая постоянная.

Также уравнения (4.14)–(4.16) можно записать в терминах генерирующей функции

𝐹 (𝑁) =
∫︀
𝜖(𝑁)𝑑𝑁 в следующем виде

𝐻(𝑁) = 𝐶 exp (−𝐹 ) , (4.17)

1

2

[︂
𝑑𝜑(𝑁)

𝑑𝑁

]︂2
= 𝐹𝑁 +

𝐾̂2

𝐶2
exp [−𝑚𝑁 + 2𝐹 ] , (4.18)

𝑉 (𝑁) = 𝐶2 [3− 𝐹𝑁 ] exp (−2𝐹 ) + 2𝐾̂1 exp (−𝑚𝑁) . (4.19)

К решениям в терминах космического времени 𝑡 можно перейти, используя уравне­

ние

𝜖(𝑁) = − 𝑁̈

𝑁̇2
, (4.20)

которое является условием интегрируемости (в смысле получения явных зависимостей

параметров моделей от 𝑡) в терминах космического времени.

Таким образом, задавая параметр медленного скатывания 𝜖 = 𝜖(𝑁) или генириру­

ющую функцию 𝐹 = 𝐹 (𝑁), из уравнений (4.14)–(4.16) или (4.17)–(4.19) можно получать

точные решения для космологических моделей с ненулевой кривизной или материей.

Отметим, что уравнения (4.17)–(4.19) для частного случая 𝑚 = 2 рассматривались

ранее в работе [237] в терминах переменной 𝜔 = 6𝑁 и генерирующей функции 𝐹 ′
𝜔 = 𝐹𝑁/6

и были получены из других соображений.

Точные решения для степенного масштабного фактора

Вначале определим параметр медленного скатывания как 𝜖 = 𝑚/2, и, из уравнений

(4.14)–(4.16), получим решения в терминах числа 𝑒-фолдов

𝐻(𝑁) = 𝐶 exp
(︁
−𝑚

2
𝑁
)︁
, 𝑎̂(𝑁) = exp(𝑁), (4.21)

𝜑(𝑁) = ±𝑁
𝐶

√︁
𝐶2𝑚+ 2𝐾̂2, (4.22)
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𝑉 (𝑁) = 𝐶2

(︃
3− 𝑚

2
+

2𝐾̂1

𝐶2

)︃
exp (−𝑚𝑁) . (4.23)

Далее, из условия (4.20) следует выражение для числа 𝑒-фолдов

𝑁(𝑡) =
2

𝑚
ln

(︂
𝐶1

2
𝑚𝑡+

𝐶2

2
𝑚

)︂
, (4.24)

где константы интегрирования 𝐶1 и 𝐶2 можно определить из уравнений (4.9)–(4.10), имен­

но, 𝐶1 = 𝐶 и 𝐶2 = 2𝐶2
1/𝑚.

Таким образом, в терминах космического времени, точные космологические решения

для случая степенного расширения Вселенной записываются как

𝐻(𝑡) =
2

𝑚𝑡+ 2𝐶
, 𝑎(𝑡) = 𝑎0

(︂
𝐶

2
𝑚𝑡+ 𝐶2

)︂2/𝑚

, (4.25)

𝜑(𝑡) = ±2
√︀
𝐶2𝑚+ 2𝐾2𝑎

−𝑚
0

𝑚𝐶
ln

(︂
𝐶

2
𝑚𝑡+ 𝐶2

)︂
, (4.26)

𝑉 (𝜑) = 𝐶2

(︂
3− 𝑚

2
+

2𝐾1𝑎
−𝑚
0

𝐶2

)︂
exp

(︃
∓ 𝑚𝐶𝜑√︀

𝐶2𝑚+ 2𝐾2𝑎
−𝑚
0

)︃
. (4.27)

Исходя из масштабного фактора (4.25) и параметра медленного скатывания 𝜖 = 𝑚/2

получим условие ускоренного расширения 𝑚 < 2. Таким образом, модели с ненулевой

кривизной или барионной материей не дают ускоренного расширения Вселенной для сте­

пенного масштабного фактора в случае ОТО. Ускоренному расширению соответствует

только модель плоской Вселенной на стадии инфляции с 𝑘 = 0, в которой постоянная 𝑚

принимает произвольные значения.

Модель с эффективной космологической постоянной

Рассмотрим модель с постоянным скалярным полем 𝜑 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Из уравнений полу­

чим (4.14)–(4.16)

𝐹 (𝑁) =
1

2
ln

[︃
𝐶2𝑚

2𝐾̂2(𝐶1𝑚− 𝑒−𝑚𝑁)

]︃
, (4.28)

𝜖(𝑁) =
𝑚𝑒−𝑚𝑁

2(𝑒−𝑚𝑁 − 𝐶1𝑚)
, (4.29)

𝑉 (𝑁) =
3𝐾̂1

𝑚

(︀
𝑚𝑒−𝑚𝑁 − 2𝑒−𝑚𝑁 + 2𝐶1𝑚

)︀
, (4.30)

где 𝐶1 – постоянная интегрирования.

Из выражения (4.30) видно, что 𝑉 = 6𝐶1𝐾̂1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 только для случая 𝑚 = 2,

который мы и будем рассматривать.
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Из уравнения (4.20) для параметра медленного скатывания (4.29) запишем

𝑁(𝑡) =
1

2
ln
(︁
2 th2[

√︀
2𝐶1(𝐶2𝑡) + 𝐶3]− 2𝐶1

)︁
, (4.31)

𝐻(𝑡) = 𝐶2

√︀
2𝐶1 th[

√︀
2𝐶1(𝐶2𝑡) + 𝐶3]. (4.32)

С учетом уравнений (4.9)–(4.10), получим

𝐻(𝑡) =

√
𝐾1

𝑎0
th

(︂√
𝐾1

𝑎0
𝑡− 1

2

)︂
, (4.33)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 ch

(︂√
𝐾1

𝑎0
𝑡− 1

2

)︂
, (4.34)

𝑉 = Λ𝑒𝑓𝑓 =
3𝐾1

𝑎20
. (4.35)

Таким образом, на стадии инфляции, ненулевая кривизна𝐾1 = −3𝑘 в данной модели

определяет эффективную космологическую постоянную Λ𝑒𝑓𝑓 .

4.1.2 Обобщение точных решений для моделей с 𝑚 = 2

Теперь рассмотрим космологическую модель с параметром медленного скатывания

𝜖 = 0. Из уравнений (4.14)–(4.16) получим

𝐻(𝑁) = 𝐶, 𝑎̂(𝑁) = exp(𝑁), (4.36)

𝜑(𝑁) = ±2
√︀

2𝐾̂2

𝑚𝐶
exp

(︁
−𝑚

2
𝑁
)︁
, (4.37)

𝑉 (𝑁) = 3𝐶2 + exp(−𝑚𝑁). (4.38)

Поскольку, в данном случае, число 𝑒-фолдов 𝑁 = 𝐶𝑡, решения в терминах космиче­

ского времени запишем в следующем виде

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp(𝐶𝑡), (4.39)

𝜑(𝑡) = ±2
√︀
2𝐾2𝑎

−𝑚
0

𝑚𝐶
exp

(︁
−𝑚

2
𝐶𝑡
)︁
, (4.40)

𝑉 (𝜑) = 3𝐶2 +
𝑚

8
(6−𝑚)𝐶2𝜑2, (4.41)

которые являются обобщением решений, полученных в работе [66] для случая ненулевой

кривизны 𝑚 = 2.

Также, на основе предложенного подхода, появляется возможность получить обоб­

щения для произвольного значения 𝑚 других точных решений, представленных в рабо­

тах [66; 162; 180; 237], после нахождения зависимостей 𝜖(𝑁) или 𝐹 (𝑁) на основе метода

𝑁 -анализа уравнений космологической динамики в моделях с дополнительным скаляр­

ным полем.
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4.1.3 Решение уравнений динамики посредством задания

масштабного фактора

В некоторых случаях можно получить точные решения уравнений (4.9)–(4.10) по­

средством подстановки в них масштабного фактора, то есть из априорно заданной дина­

мики Вселенной.

I. Модель с масштабным фактором

𝑎(𝑡) = 𝐴(𝑚𝐴2−𝑚)1/𝑚 cos2/𝑚
(︂√

𝐾2 +𝐵

𝐴
(𝑡+ 𝐶)

)︂
, (4.42)

где 𝐴, 𝐵 и 𝐶 – некоторые постоянные.

Из уравнений (4.9)–(4.10) получим

𝜑(𝑡) = ±

√︃
2(3𝐾2 + 2𝐵)

𝑚(𝐾2 +𝐵)
ln

⎡⎣1 + sin
(︁√

𝐾2+𝐵
𝐴

(𝑡+ 𝐶)
)︁

cos
(︁√

𝐾2+𝐵
𝐴

(𝑡+ 𝐶)
)︁
⎤⎦ , (4.43)

𝑉 (𝑡) =
12(𝐾2 +𝐵) sin2

(︁√
𝐾2+𝐵
𝐴

(𝑡+ 𝐶)
)︁
− 2𝑚(𝐾2 −𝐾1 +𝐵)

𝑚2𝐴2 cos2
(︁√

𝐾2+𝐵
𝐴

(𝑡+ 𝐶)
)︁ , (4.44)

Далее, подставляя зависимость 𝑡 = 𝑡(𝜑) в выражение (4.44), запишем

𝑉 (𝜑) =
1

𝑚2𝐴2

{︃
[(6−𝑚)(𝐵 +𝐾2) +𝐾1𝑚] ch

⎛⎝√︃2𝑚(𝐾2 +𝐵)

3𝐾2 + 2𝐵
𝜑

⎞⎠
− [𝑚(𝐵 −𝐾1 +𝐾2) + 6(𝐵 +𝐾2)]

}︃
. (4.45)

II. Модель с масштабным фактором

𝑎(𝑡) = 𝐴(𝑚𝐴2−𝑚)1/𝑚 sin2/𝑚

(︂√
𝐾2 +𝐵

𝐴
(𝑡+ 𝐶)

)︂
, (4.46)

𝜑(𝑡) = ±

√︃
2(3𝐾2 + 2𝐵)

𝑚(𝐾2 +𝐵)
ln

⎡⎣ sin
(︁√

𝐾2+𝐵
𝐴

(𝑡+ 𝐶)
)︁

1 + cos
(︁√

𝐾2+𝐵
𝐴

(𝑡+ 𝐶)
)︁
⎤⎦ , (4.47)

𝑉 (𝑡) =
12(𝐾2 +𝐵) cos2

(︁√
𝐾2+𝐵
𝐴

(𝑡+ 𝐶)
)︁
− 2𝑚(𝐾2 −𝐾1 +𝐵)

𝑚2𝐴2 sin2
(︁√

𝐾2+𝐵
𝐴

(𝑡+ 𝐶)
)︁ , (4.48)

с тем же потенциалом (4.45), что и в предыдущей модели.

Полученные решения соответствуют осциллирующей динамике Вселенной, в рамках

которой стадии ускоренного расширения сменяются сжатием.
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III. Модель с масштабным фактором

𝑎(𝑡) = 𝐴(𝑚𝐴2−𝑚)1/𝑚 sh2/𝑚

(︂√
𝐾2 +𝐵

𝐴
(𝑡+ 𝐶)

)︂
, (4.49)

𝜑(𝑡) = ±

√︃
2(3𝐾2 + 2𝐵)

𝑚(𝐾2 +𝐵)

[︃
± ln

(︂
𝑒

√
𝐾2+𝐵

𝐴
(𝑡+𝐶) + 1

)︂
∓ ln

(︂
𝑒

√
𝐾2+𝐵

𝐴
(𝑡+𝐶) − 1

)︂]︃
, (4.50)

𝑉 (𝑡) =
12(𝐾2 +𝐵) ch2

(︁√
𝐾2+𝐵
𝐴

(𝑡+ 𝐶)
)︁
− 2𝑚(𝐾2 −𝐾1 +𝐵)

𝑚2𝐴2 sh2
(︁√

𝐾2+𝐵
𝐴

(𝑡+ 𝐶)
)︁ , (4.51)

𝑉 (𝜑) =
1

𝑚2𝐴2

{︃
[(6−𝑚)(𝐵 +𝐾2) +𝐾1𝑚] ch

⎛⎝√︃2𝑚(𝐾2 +𝐵)

3𝐾2 + 2𝐵
𝜑

⎞⎠
+ [𝑚(𝐵 −𝐾1 +𝐾2) + 6(𝐵 +𝐾2)]

}︃
. (4.52)

IV. Модель с масштабным фактором

𝑎(𝑡) = 𝐴(𝑚𝐴2−𝑚)1/𝑚 ch2/𝑚

(︂√
𝐾2 +𝐵

𝐴
(𝑡+ 𝐶)

)︂
, (4.53)

𝜑(𝑡) = ±2

√︃
−2(3𝐾2 + 2𝐵)

𝑚(𝐾2 +𝐵)
arctg

[︂
𝑒

√
𝐾2+𝐵

𝐴
(𝑡+𝐶)

]︂
, (4.54)

𝑉 (𝑡) =
12(𝐾2 +𝐵) sh2

(︁√
𝐾2+𝐵
𝐴

(𝑡+ 𝐶)
)︁
− 2𝑚(𝐾2 −𝐵)

𝑚2𝐴2 ch2
(︁√

𝐾2+𝐵
𝐴

(𝑡+ 𝐶)
)︁ , (4.55)

𝑉 (𝜑) =
1

𝑚2𝐴2

{︃
[(6−𝑚)𝐵 +𝐾1𝑚] ch

(︃√︃
𝑚(𝐾2 +𝐵)

2(𝐾2 + 2𝐵)
𝜑

)︃

+ [𝑚(𝐵 −𝐾1) + 6(𝐵 +𝐾2)]

}︃
. (4.56)

Таким образом, задавая различные значения параметра 𝑚 ̸= 0 в моделях I–IV, полу­

чим точные космологические решения для системы, состоящей из скалярного и материаль­

ного поля (или случай скалярного поля во Вселенной Фридмана с ненулевой кривизной)

с изначально определенным типом динамики.

Отметим, что, согласно современным наблюдениям, Вселенная с большой степенью

точности является пространственно плоской |Ω𝐾 | < 0.056 (PLANCK), комбинированный

анализ данных спутника PLANCK, гравитационного линзирования и барионных акусти­

ческих осцилляций дает меньшее значение Ω𝐾 = 0.0007 [83]. Тем не менее, на стадии

инфляции, модели с исходной ненулевой кривизной пространства ФРУ можно рассматри­

вать в качестве актуальных.
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4.2 Киральные космологические модели

Для реализации инфляционного сценария и наблюдаемого ускоренного расширения

Вселенной также рассматриваются модели с двумя скалярными полями. Введение второго

скалярного поля (или нескольких полей) в космологические модели дает новые возможно­

сти для теоретического описания эволюции Вселенной. Например, в качестве актуальной

модели можно рассматривать одно поле как инфлатон, а второе поле определяет темную

энергию на стадии повторного ускоренного расширения или рассматривать инфляцию

(повторное ускоренное расширение), обусловленную эволюцией обоих полей.

В рамках этого подхода возможны различные виды кинетического и потенциально­

го взаимодействия между двумя (или несколькими) скалярными полями [239–241]. Для

описания таких взаимодействий можно использовать нелинейные сигма-модели или ки­

ральные космологические модели, предложенные в работах Червона [13; 195; 242–244]) с

внутренним пространством целей (полей), метрика которого и определяет взаимодействие

между скалярными полями.

Запишем действие для нелинейной сигма-модели [13]

𝑆 =

∫︁
𝑑𝑥4

√
−𝑔
(︂
𝑅

2
+

1

2
ℎ𝐴𝐵𝜕𝜇Ψ

𝐴𝜕𝜈Ψ
𝐵𝑔𝜇𝜈 − 𝑉 (𝜑,𝜓)

)︂
, (4.57)

где 𝑉 (𝜑,𝜓) – потенциал, 𝑔𝜇𝜈 – метрический тензор пространства Фридмана-Робертсона­

Уокера, ℎ𝑖𝑗 – метрический тензор пространства полей, Ψ1 = 𝜑, Ψ2 = 𝜓.

Метрика пространства полей определяется следующим образом

𝑑𝑠2 = ℎ𝐴𝐵(Ψ
𝑘)𝑑Ψ𝐴𝑑Ψ𝐵. (4.58)

Запишем систему уравнений Эйнштейна и полевых уравнений в пространстве Фрид­

мана-Робертсона-Уокера для модели с двумя полями [13]

3𝐻2 =
1

2
ℎ11𝜑̇

2 + ℎ12𝜑̇𝜓̇ +
1

2
ℎ22𝜓̇

2 + 𝑉 (𝜑,𝜓) +
𝐾

𝑎𝑚
, (4.59)

− 𝐻̇ =
1

2
ℎ11𝜑̇

2 + ℎ12𝜑̇𝜓̇ +
1

2
ℎ22𝜓̇

2 +
𝑚𝐾

6𝑎𝑚
, (4.60)

3𝐻
(︁
ℎ11𝜑̇+ ℎ12𝜓̇

)︁
+
𝜕

𝜕𝑡

(︁
ℎ11𝜑̇+ ℎ12𝜓̇

)︁
− 1

2

𝜕ℎ11
𝜕𝜑

𝜑̇2 − 𝜕ℎ12
𝜕𝜑

𝜑̇𝜓̇ −−1

2

𝜕ℎ22
𝜕𝜑

𝜓̇2 +
𝜕𝑉

𝜕𝜑
= 0, (4.61)

3𝐻
(︁
ℎ12𝜑̇+ ℎ22𝜓̇

)︁
+
𝜕

𝜕𝑡

(︁
ℎ12𝜑̇+ ℎ22𝜓̇

)︁
− 1

2

𝜕ℎ11
𝜕𝜓

𝜑̇2 − 𝜕ℎ12
𝜕𝜓

𝜑̇𝜓̇ −−1

2

𝜕ℎ22
𝜕𝜓

𝜓̇2 +
𝜕𝑉

𝜕𝜓
= 0. (4.62)

Теперь рассмотрим метод точных решений уравнений (4.59)–(4.62), основанный на

конформных растяжениях (или сжатиях) метрики пространства целей и выбранном со­

отношении между скалярными полями в двухкомпонентных киральных космологических

моделях.
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4.2.1 Конформные преобразования метрики пространства полей

Метод точных решений базируется на том, что посредством конформных преоб­

разований пространства полей, с заданными соотношениями между 𝜑 и 𝜓 уравнения

(4.59)–(4.62) приводятся к виду уравнений Эйнштейна-Фридмана для моделей с одним

полем

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 + 𝐻̇ +
2𝐾1

𝑎𝑚
, (4.63)

1

2
𝜑̇2 = −𝐻̇ +

𝐾2

𝑎𝑚
. (4.64)

Таким образом, появляется возможность транслировать точные решения, получен­

ные в моделях с одним скалярным полем на двухполевые космологические модели.

Рассмотрим тензор пространства полей следующего вида

ℎ𝐴𝐵 =

⎛⎝𝑛/2 0

0 2/𝑛

⎞⎠ ,

с соотношением между полями

𝜓(𝑡) =
𝑛

2
𝜑(𝑡), (4.65)

где 𝑛 – постоянный конформный множитель.

В результате, получим уравнения динамики в виде

𝑉 (𝜑,𝜓) = 3𝐻2 + 𝐻̇ +
2𝐾1

𝑎𝑚
, (4.66)

𝑛

2
𝜑̇2 = −𝐻̇ +

𝐾2

𝑎𝑚
, (4.67)

𝜑+ 3𝐻𝜑̇+
2

𝑛

𝜕𝑉

𝜕𝜑
= 0, (4.68)

𝜓 + 3𝐻𝜓̇ +
𝑛

2

𝜕𝑉

𝜕𝜓
= 0. (4.69)

Из (4.65) и (4.68)–(4.69) получим условие

𝑉 (𝜓) =
𝑛

2
𝑉 (𝜑), 𝑉 (𝜑,𝜓) =

(︁
1− 𝑛

2

)︁
𝑉 (𝜑) + 𝑉 (𝜓), (4.70)

где константу интегрирования приравниваем к нулю.

Таким образом, при выполнении условий (4.70), точные решения системы уравнений

(4.59)–(4.62) определяются из (4.66)–(4.67), и задача построения точных решений для двух­

компонентных киральных космологических моделей сводится к обобщению полученных

ранее решений для исходной модели с одним скалярным полем.

Теперь, в качестве примера, рассмотрим обобщение решений, полученных ранее в

секции S 4.1.3, на случай киральных космологических моделей для 𝑛 = 1.
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𝐼(𝜎). Модель с масштабным фактором

𝑎(𝑡) = 𝐴(𝑚𝐴2−𝑚)1/𝑚 cos2/𝑚
(︂√

𝐾2 +𝐵

𝐴
(𝑡+ 𝐶)

)︂
, (4.71)

𝜑(𝑡) = ±

√︃
2(3𝐾2 + 2𝐵)

𝑚(𝐾2 +𝐵)
ln

⎡⎣1 + sin
(︁√

𝐾2+𝐵
𝐴

(𝑡+ 𝐶)
)︁

cos
(︁√

𝐾2+𝐵
𝐴

(𝑡+ 𝐶)
)︁
⎤⎦ , (4.72)

𝜓(𝑡) = ±

√︃
(3𝐾2 + 2𝐵)

2𝑚(𝐾2 +𝐵)
ln

⎡⎣1 + sin
(︁√

𝐾2+𝐵
𝐴

(𝑡+ 𝐶)
)︁

cos
(︁√

𝐾2+𝐵
𝐴

(𝑡+ 𝐶)
)︁
⎤⎦ , (4.73)

𝑉 (𝜑) =
1

𝑚2𝐴2

{︃
[(6−𝑚)(𝐵 +𝐾2) +𝐾1𝑚] ch

⎛⎝√︃2𝑚(𝐾2 +𝐵)

3𝐾2 + 2𝐵
𝜑

⎞⎠
− [𝑚(𝐵 −𝐾1 +𝐾2) + 6(𝐵 +𝐾2)]

}︃
. (4.74)

𝑉 (𝜓) =
1

2𝑚2𝐴2

{︃
[(6−𝑚)(𝐵 +𝐾2) +𝐾1𝑚] ch

⎛⎝√︃2𝑚(𝐾2 +𝐵)

3𝐾2 + 2𝐵
𝜓

⎞⎠
− [𝑚(𝐵 −𝐾1 +𝐾2) + 6(𝐵 +𝐾2)]

}︃
. (4.75)

Потенциал 𝑉 (𝜑,𝜓) можно записать как

𝑉 (𝜑,𝜓) =
1

2
𝑉 (𝜑) + 𝑉 (𝜓) (4.76)

Аналогично, из уравнений (4.66)–(4.67) и (4.67), строятся точные решения

1. 𝐼𝐼(𝜎) для 𝑎(𝑡) = 𝐴(𝑚𝐴2−𝑚)1/𝑚 sin2/𝑚
(︁√

𝐾2+𝐵
𝐴

(𝑡+ 𝐶)
)︁
;

2. 𝐼𝐼𝐼(𝜎) для 𝑎(𝑡) = 𝐴(𝑚𝐴2−𝑚)1/𝑚 sh2/𝑚
(︁√

𝐾2+𝐵
𝐴

(𝑡+ 𝐶)
)︁
;

3. 𝐼𝑉 (𝜎) для 𝑎(𝑡) = 𝐴(𝑚𝐴2−𝑚)1/𝑚 ch2/𝑚
(︁√

𝐾2+𝐵
𝐴

(𝑡+ 𝐶)
)︁
;

на основе решений 𝐼𝐼–𝐼𝑉 с одном скалярным полем.

Исходя из уравнений (4.68)–(4.69) и постоянных𝐾1 =
(︀
𝑚−6
12

)︀
𝐾,𝐾2 = −𝑚

6
𝐾, запишем

условия на константы моделей:

1. 𝐼(𝜎) – 𝐼𝐼𝐼(𝜎) для случая ненулевой кривизны 𝐾1 = 𝐾2 = 𝑘, 𝑚 = 2 получим

𝐵 = −3
2
𝑘, в общем случае 𝐵 = 𝑚

2
𝐾;

2. 𝐼𝑉 (𝜎) для случая ненулевой кривизны 𝐾1 = 𝐾2 = 𝑘, 𝑚 = 2 получим 𝐵 = 1
2
𝑘, в

общем случае 𝐵 = −𝑚
6
𝐾.

Также отметим, что для плоской Вселенной ФРУ на стадии инфляции 𝐾 = 0 рас­

смотренные методы точных решений уравнений космологической динамики (и сами ре­

шения) для моделей с одним скалярным полем можно обобщить на случай киральных

космологических моделей с двумя полями.
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4.2.2 ККМ с полем 𝑘-эссенции и каноническим скалярным полем

Теперь рассмотрим киральные космологические модели, в качестве компонент, содер­

жащие поле 𝑘-эссенции и поле квинтэссенции на стадии космологической инфляции. Мо­

дели 𝑘-эссенции могут быть получены из действия Борна-Инфельда в теории струн [245]

и предлагались для описания стадии космологической инфляции и темной энергии в ра­

ботах [102–105;246;247].

Вначале запишем действие для модели инфляции с каноническим скалярным полем

𝜒 в виде

𝑆 = −
∫︁
𝑑𝑥4

√
−𝑔
(︂
𝑅

2
+

1

2
𝜒,𝜇𝜒

,𝜇 + 𝑌 (𝜒)

)︂
, (4.77)

где 𝑌 (𝜒) – потенциал скалярного поля 𝜒.

Напомним, что космологическая динамика для действия (4.77) в пространственно

плоской Вселенной Фридмана-Робертсона-Уокера (ФРУ) определяется из уравнений

3𝐻2 =
1

2
𝜒̇2 + 𝑌 (𝜒), (4.78)

𝐻̇ = −1

2
𝜒̇2, (4.79)

𝜒̈+ 3𝐻𝜒̇+
𝜕𝑌 (𝜒)

𝜕𝜒
= 0. (4.80)

Действие для моделей 𝑘-эссенции с полем 𝜙 запишем как [248]

𝑆 =

∫︁
𝑑𝑥4

√
−𝑔
(︂
𝑅

2
+ 𝑝(𝜙,𝑋)

)︂
, (4.81)

где 𝑝(𝜙,𝑋) – функция скалярного поля 𝜙 и кинетического члена 𝑋 = −𝜙,𝜇𝜙,𝜇, кинетиче­

ская энергия поля, в таком случае, определяется как −𝑋/2.

Уравнения космологической динамики для таких моделей [248]

3𝐻2 = 𝑝− 2𝑋𝑝,𝑋 , (4.82)

𝐻̇ = 𝑋𝑝,𝑋 , (4.83)

[𝑝,𝑋 + 2𝑋𝑝,𝑋𝑋 ]𝜙+ 3𝐻𝑝,𝑋𝜙̇+
1

2

𝜕

𝜕𝜙
[𝑝− 2𝑋𝑝,𝑋 ] = 0. (4.84)

В общем случае, нетривиальная кинетическая часть в моделях 𝑘-эссенции приводит

как к изменению фоновой динамики, так и эволюции космологических возмущений [249].

Существенной особенностью является зависимость скорости распространения скалярных

возмущений от кинетической части лагранжиана модели [98]

𝑐2𝑆 =
𝑝,𝑋
𝜌,𝑋

=

[︂
1 + 2𝑋

𝑝,𝑋𝑋
𝑝,𝑋

]︂−1

. (4.85)
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Рассмотрим специальный класс моделей 𝑘-эссенции, соответствующий моделям с ка­

ноническим скалярным полем в контексте обобщения ранее рассмотренных моделей. Для

этого определим соответствие между этими моделями, которое следует из условия [248]

3𝐻2 + 𝐻̇ = 𝑌 (𝜒) = 𝑝(𝜙,𝑋)−𝑋
𝑝(𝜙,𝑋)

𝜕𝑋
(4.86)

В таком случае скалярное поле 𝜒 будет функцией поля 𝜙 и кинетического члена 𝑋.

Из уравнений (4.79) и (4.83) запишем

𝜒̇ = ±
√︀
−2𝑋𝑝,𝑋 . (4.87)

После подстановки 𝜒̇ в уравнение (4.80), c учётом условия (4.86), получаем

[𝑝,𝑋 +𝑋𝑝,𝑋𝑋 ]𝜙+ 3𝐻𝑝,𝑋𝜙̇+
1

2

𝜕

𝜕𝜙
[𝑝− 2𝑋𝑝,𝑋 ] = 0. (4.88)

Уравнения (4.84) и (4.88) записываются одинаково при условии 𝑝,𝑋𝑋 = 0.

Таким образом, лагранжиан 𝑝(𝜙,𝑋) определяется кинетическим членом 𝑋 и функ­

цией скалярного поля 𝐾 = 𝐾(𝜙) как

𝑝(𝜙,𝑋) = 𝐾(𝜙)𝑋 +𝐾(𝜙). (4.89)

Для рассматриваемого лагранжиана 𝑝(𝜙,𝑋) из уравнений (4.86) и (4.87) получим

соотношения

𝑌 (𝜒) = 𝐾(𝜙), (4.90)

𝜒 = ±
∫︁ √︀

2𝐾(𝜙)𝑑𝜙, (4.91)

которые определяют связь между моделями с каноническим скалярным полем квинтэс­

сенции и полем 𝑘-эссенции.

Исходя из условия 𝑝,𝑋𝑋 = 0, получим, что скорость распространения скалярных воз­

мущений 𝑐𝑆 = 1 и параметры космологических возмущений рассчитываются аналогично

случаю моделей с каноническим скалярным полем. Модели такого типа рассматривались

в работе [250].

Теперь рассмотрим двухкомпонентную космологическую модель, определяемую дей­

ствием вида

𝑆 =

∫︁
𝑑𝑥4

√
−𝑔
(︂
𝑅

2
+

1

2
𝜑,𝜇𝜑

,𝜇 − 𝑉 (𝜑)− 𝑝(𝜙,𝑋)− 𝑈 [𝜑,𝜙(𝜒)]

)︂
, (4.92)

где кинетическое взаимодействие между полями 𝜑 и 𝜙 можно рассматривать как взаимо­

действие между полями 𝜑 и 𝜒, определяемое потенциалом 𝑈 [𝜑,𝜙(𝜒)].
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Уравнения динамики для действия (4.92) во Вселенной ФРУ записываются следую­

щим образом

3𝐻2 =
1

2
𝜑̇2 + 𝑉 (𝜑) + 𝑝− 2𝑋𝑝,𝑋 + 𝑈 [𝜑,𝜙(𝜒)], (4.93)

𝜑+ 3𝐻𝜑̇+
𝜕

𝜕𝜑
(𝑉 (𝜑) + 𝑈 [𝜑,𝜙(𝜒)]) = 0, (4.94)

[𝑝,𝑋 + 2𝑋𝑝,𝑋𝑋 ]𝜙+ 3𝐻𝑝,𝑋𝜙̇+
1

2

𝜕

𝜕𝜙
(𝑝− 2𝑋𝑝,𝑋 + 𝑈 [𝜑,𝜙(𝜒)]) = 0. (4.95)

C линейным лагранжианом поля 𝑘-эссенции 𝑝(𝜙,𝑋) = 𝐾(𝜙)𝑋 + 𝐾(𝜙) уравнения

принимают вид

3𝐻2 =
1

2
𝜑̇2 + 𝑉 (𝜑)−𝐾(𝜙)𝜙̇2 +𝐾(𝜙) + 𝑈 [𝜑,𝜙(𝜒)], (4.96)

𝜑+ 3𝐻𝜑̇+
𝜕

𝜕𝜑
(𝑉 (𝜑) + 𝑈 [𝜑,𝜙(𝜒)]) = 0, (4.97)

𝜙+ 3𝐻𝜙̇+
1 + 𝜙̇2

2𝐾(𝜙)

𝜕

𝜕𝜙
(𝐾(𝜙) + 𝑈 [𝜑,𝜙(𝜒)]) = 0. (4.98)

Из соответствия между лагранжианом 𝑘-эссенции 𝑝(𝜙,𝑋) = 𝐾(𝜙)𝑋+𝐾(𝜙) и лагран­

жианом скалярного поля ℒ = 1
2
𝜒̇2 − 𝑌 (𝜒) с обычным кинетическим членом получим

3𝐻2 =
1

2
𝜑̇2 +

1

2
𝜒̇2 +𝑊 (𝜑,𝜒), (4.99)

𝜑+ 3𝐻𝜑̇+
𝜕𝑊 (𝜑,𝜒)

𝜕𝜑
= 0, (4.100)

𝜒̈+ 3𝐻𝜒̇+
𝜕𝑊 (𝜑,𝜒)

𝜕𝜒
= 0, (4.101)

где 𝑊 (𝜑,𝜒) = 𝑉 (𝜑) + 𝑌 (𝜒) + 𝑈(𝜑,𝜒), 𝑈 [𝜑,𝜙(𝜒)] = 𝑈(𝜑,𝜒).

Эта система уравнений может быть записана в виде [239]

𝐻2(𝜑,𝜒) =
1

3
𝑊 (𝜑,𝜒) +

2

3

[︃(︂
𝜕𝐻(𝜑,𝜒)

𝜕𝜑

)︂2

+

(︂
𝜕𝐻(𝜑,𝜒)

𝜕𝜒

)︂2
]︃
, (4.102)

𝜑̇ = −2
𝜕𝐻(𝜑,𝜒)

𝜕𝜑
, 𝜒̇ = −2

𝜕𝐻(𝜑,𝜒)

𝜕𝜒
. (4.103)

Теперь воспользуемся следующим представлением параметра Хаббла 𝐻(𝜑,𝜒) =

𝐻1(𝜑) +𝐻2(𝜒), которое часто используется при анализе космологических моделей, содер­

жащих более одного скалярного поля (см., например, [239]).

В таком случае, система уравнений (4.99)–(4.101) приводится к виду

[𝐻1(𝜑) +𝐻2(𝜒)]
2 =

1

3
𝑊 (𝜑,𝜒) +

2

3

[︃(︂
𝜕𝐻1(𝜑)

𝜕𝜑

)︂2

+

(︂
𝜕𝐻2(𝜒)

𝜕𝜒

)︂2
]︃
, (4.104)

𝜑̇ = −2
𝜕𝐻1(𝜑)

𝜕𝜑
, 𝜒̇ = −2

𝜕𝐻2(𝜒)

𝜕𝜒
. (4.105)
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Далее, из уравнения (4.104) получим выражения для потенциалов самодействия ска­

лярных полей 𝑉 (𝜑) и 𝑌 (𝜒) и потенциала их взаимодействия 𝑈(𝜑,𝜒) через параметр Хаббла

3𝐻2
1 = 𝑉1(𝜑) +

1

2
𝜑̇2 = 𝑉 (𝜑) + 2

(︂
𝜕𝐻1

𝜕𝜑

)︂2

, (4.106)

3𝐻2
2 = 𝑉2(𝜒) +

1

2
𝜒̇2 = 𝑌 (𝜒) + 2

(︂
𝜕𝐻2

𝜕𝜒

)︂2

, (4.107)

6𝐻1𝐻2 = 𝑈(𝜑,𝜒). (4.108)

Решения этой системы уравнений будут определять космологическую динамику для

конкретных космологических моделей.

В качестве примера, рассмотрим следующие потенциалы канонического поля 𝑉 (𝜑) =

𝑉0 exp
(︀
𝜑
𝐴

)︀
и поля 𝑘-эссенции 𝐾(𝜙) = 2𝐵2

𝜙2 . Из уравнений (4.90)–(4.91) получаем потенциал

𝑌 (𝜒) = 𝐵2 exp
(︀
− 𝜒
𝐵

)︀
эффективного скалярного поля 𝜒 > 0, положительное значение поля

выбирается для соответствия рассматриваемой модели однополевой космологической мо­

дели с квинтэссенцией [251] в частном случае. Таким образом, потенциал взаимодействия

полей будет 𝑈(𝜑,𝜒) = Λ exp
(︀
𝜑
𝐴
− 𝜒

𝐵

)︀
.

Потенциал 𝑊 (𝜑,𝜒) определяется как

𝑊 (𝜑,𝜒) = 𝑉0 exp

(︂
𝜑

𝐴

)︂
+𝐵2 exp

(︁
− 𝜒

𝐵

)︁
+ Λexp

(︂
𝜑

𝐴
− 𝜒

𝐵

)︂
. (4.109)

Для случая 𝐴 = 𝐵, 𝜑 = 𝜒 и 𝑉0 = 𝐵2 получим модель инфляции с одним скаляр­

ным полем и потенциалом вида 𝑊 (𝜑) = 𝑉0 ch
(︀
𝜑
𝐴

)︀
, который рассматривался ранее для

построения модели ранней Вселенной в работе [251].

Точные решения системы уравнений (4.104)–(4.105) в данном случае записываются

следующим образом

𝐻1(𝜑) = 𝐷2 exp

(︂
𝜑

𝐴

)︂
, 𝐻2(𝜒) = 𝐵2 exp

(︁
− 𝜒

𝐵

)︁
, 𝐷2 =

𝐴2𝑉0
3𝐴2 − 4

(4.110)

𝐻(𝜑,𝜒) = 𝐷2 exp

(︂
𝜑

𝐴

)︂
+𝐵2 exp

(︁
− 𝜒

𝐵

)︁
, 𝐵2 =

Λ

6𝐷2
(4.111)

𝜑(𝑡) = 𝐴 ln

(︂
𝐴2

2𝐷2(𝑡+ 𝐶)

)︂
, 𝜒(𝑡) = 𝐵 ln (2(𝑡+ 𝐶)) , 𝜙(𝑡) = [2(𝑡+ 𝐶)]−𝐵/2 , (4.112)

𝐻(𝑡) =
𝐴2

2𝐷2(𝑡+ 𝐶)
+

𝐵2

2(𝑡+ 𝐶)
, 𝑎(𝑡) = 𝑎1𝑎2 = 𝑎0(𝑡+ 𝐶)

𝐴2

2𝐷2+
Λ

12𝐷2 , (4.113)

где 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 и Λ – постоянные свободные параметры модели.

Для построения реалистичного космологического сценария предположим 𝜑 ≫ 𝜒,

следовательно, масштабный фактор на стадии инфляции запишем следующим образом

𝑎(𝑡) ≃ 𝑎0(𝑡+ 𝐶)
𝐴2

2𝐷2 . (4.114)
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Постинфляционная космологическая динамика включает стадию преобладания из­

лучения с масштабным фактором 𝑎(𝑡) = 𝑎0(𝑡 + 𝐶)1/2 и стадию преобладания вещества

𝑎(𝑡) = 𝑎0(𝑡+ 𝐶)2/3.

В современную эпоху начинается стадия повторного ускоренного расширения Все­

ленной с масштабным фактором

𝑎(𝑡) ≃ 𝑎0(𝑡+ 𝐶)
2
3
+ Λ

12𝐷2 , (4.115)

для которой поле 𝑘-эссенции 𝜙 (или эффективное скалярное поле 𝜒) моделирует тёмную

энергию, определяющую динамику Вселенной на этой стадии.

Теперь запишем уравнения динамики для двухкомпонентных киральных космологи­

ческих моделей

1

2
ℎ11𝜑̇

2 + ℎ12𝜑̇𝜒̇+
1

2
ℎ22(𝑡)𝜒̇

2 = −𝐻̇, (4.116)

𝑉 (𝑡) = 3𝐻2 + 𝐻̇. (4.117)

Сопоставляя с уравнениями (4.104)–(4.105), для случая ℎ11 = 1, ℎ22 = 1, ℎ12 =

ℎ12(𝜑,𝜒), получим

ℎ12(𝜑,𝜒) =
3

2

𝐻1(𝜑)𝐻2(𝜒)(︁
𝜕𝐻1(𝜑)
𝜕𝜑

)︁(︁
𝜕𝐻2(𝜒)
𝜕𝜒

)︁ . (4.118)

В результате, компоненты метрики пространства полей определяются как

ℎ11 = 1, ℎ22 = 1, ℎ12 = ℎ21 = −3

2
𝐴𝐵, (4.119)

ℎ𝑖𝑗 =

⎛⎝ 1 −3
2
𝐴𝐵

−3
2
𝐴𝐵 1.

⎞⎠
Таким образом, рассматриваемой модели космологической инфляции со скалярным

полем 𝜑 и полем 𝑘-эссенции 𝜙 соответствует киральная космологическая модель с потен­

циалами самодействия 𝑉 (𝜑) = 𝑉0 exp
(︀
𝜑
𝐴

)︀
, 𝐾(𝜙) = 2𝐵2

𝜙2 и компонентами (4.119) метрики

внутреннего пространства полей, определяющего взаимодействие между ними.

4.2.3 Точные решения для ККМ с произвольными компонентами

метрики пространства полей

Теперь рассмотрим метод редукции уравнений космологической динамики в кираль­

ных космологических моделях к случаю моделей с одним скалярным полем для метрики

пространства полей с произвольными компонентами.
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Для этого рассмотрим эффективное скалярное поле 𝜙, которое связано со скалярны­

ми полями в ККМ следующим образом 𝜙̇2 = ℎ𝐴𝐵𝜙̇
𝐴𝜙̇𝐵.

Уравнения космологической динамики ранней Вселенной в плоском пространстве

ФРУ (𝐾 = 0) в терминах поля 𝜙 записываются как [252]

3𝐻2 =
1

2
𝜙̇2 + 𝑉 (𝜙), (4.120)

𝜙̇2 = −2𝐻̇, (4.121)

𝐷𝑡𝜙̇
𝐴 + 3𝐻𝜙̇𝐴 + ℎ𝐴𝐵𝑉,𝐵 = 0, (4.122)

где

𝐷𝑡𝜙̇
𝐴 =

𝑑𝜙̇𝐴

𝑑𝑡
+ Γ𝐴𝐵𝐶𝜙̇

𝐵𝜙̇𝐶 , (4.123)

ковариантная производная в пространстве целей.

Также, первое уравнение (4.120) можно записать в следующем виде

𝑉 (𝜙) = 3𝐻2 + 𝐻̇. (4.124)

Таким образом, соответствие между ККМ и космологическими моделями с одним

скалярным полем 𝜙, в общем случае, определяется из соотношений

𝜙𝐴 + Γ𝐴𝐵𝐶𝜙̇
𝐵𝜙̇𝐶 + 3𝐻𝜙̇𝐴 + ℎ𝐴𝐵𝑉,𝐵 = 𝜙+ 3𝐻𝜙̇+ 𝑉,𝜙 = 0. (4.125)

Теперь рассмотрим частный случай двухкомпонентной ККМ, для которой уравнения

динамики (4.120)–(4.122) в явном виде записываются как

3𝐻2 =
1

2
ℎ11𝜑̇

2 + ℎ12𝜑̇𝜓̇ +
1

2
ℎ22𝜓̇

2 + 𝑉 (𝜑,𝜓), (4.126)

− 𝐻̇ =
1

2
ℎ11𝜑̇

2 + ℎ12𝜑̇𝜓̇ +
1

2
ℎ22𝜓̇

2, (4.127)

3𝐻
(︁
ℎ11𝜑̇+ ℎ12𝜓̇

)︁
+
𝜕

𝜕𝑡

(︁
ℎ11𝜑̇+ ℎ12𝜓̇

)︁
− 1

2

𝜕ℎ11
𝜕𝜑

𝜑̇2 − 𝜕ℎ12
𝜕𝜑

𝜑̇𝜓̇ − 1

2

𝜕ℎ22
𝜕𝜑

𝜓̇2 +
𝜕𝑉

𝜕𝜑
= 0, (4.128)

3𝐻
(︁
ℎ12𝜑̇+ ℎ22𝜓̇

)︁
+
𝜕

𝜕𝑡

(︁
ℎ12𝜑̇+ ℎ22𝜓̇

)︁
− 1

2

𝜕ℎ11
𝜕𝜓

𝜑̇2 − 𝜕ℎ12
𝜕𝜓

𝜑̇𝜓̇ − 1

2

𝜕ℎ22
𝜕𝜓

𝜓̇2 +
𝜕𝑉

𝜕𝜓
= 0. (4.129)

Для одинаковых скалярных полей 𝜑 = 𝜓 и следующего метрического тензора про­

странства целей

ℎ𝐴𝐵 =

⎛⎝−ℎ12 + 𝑛
2

ℎ12

ℎ21 −ℎ12 + 𝑛
2

⎞⎠ ,

где ℎ11 = ℎ22 =
𝑛
2
− ℎ12, ℎ21 = ℎ12 и 𝑛 – некоторая постоянная, получим

ℎ11𝜑̇+ ℎ12𝜓̇ = ℎ12𝜑̇+ ℎ22𝜓̇ =
𝑛

2
𝜑̇ =

𝑛

2
𝜓̇, (4.130)

1

2

𝜕ℎ11
𝜕𝜑

𝜑̇2 +
𝜕ℎ12
𝜕𝜑

𝜑̇𝜓̇ +
1

2

𝜕ℎ22
𝜕𝜑

𝜓̇2 =
1

2

𝜕ℎ11
𝜕𝜓

𝜑̇2 +
𝜕ℎ12
𝜕𝜓

𝜑̇𝜓̇ +
1

2

𝜕ℎ22
𝜕𝜓

𝜓̇2 = 0, (4.131)

1

2
ℎ11𝜑̇

2 + ℎ12𝜑̇𝜓̇ +
1

2
ℎ22𝜓̇

2 =
𝑛

2
𝜑̇2 =

𝑛

2
𝜓̇2. (4.132)
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Следовательно, уравнения (4.126)–(4.129) приводятся к виду

𝑉 (𝜑,𝜓) = 3𝐻2 + 𝐻̇ = 𝑉 (𝜙), (4.133)

− 𝐻̇ =
𝑛

2
𝜑̇2 =

𝑛

2
𝜓̇2 =

1

2
𝜙̇2, (4.134)

3𝐻𝜑̇+ 𝜑+
2

𝑛

𝜕𝑉

𝜕𝜑
= 3𝐻𝜓̇ + 𝜓 +

2

𝑛

𝜕𝑉

𝜕𝜓
= 0. (4.135)

Отметим, что полевое уравнение

𝜙+ 3𝐻𝜙̇+ 𝑉,𝜙 = 0, (4.136)

может быть получено из (4.133)–(4.134), следовательно, в данном случае, условия (4.125)

выполняются.

Теперь определим параметр Хаббла следующим образом

𝐻(𝑡) ≡ 𝐻(𝜙), (4.137)

и систему (4.133)–(4.134) для эффективного поля 𝜙 можно записать в виде уравнений

Иванова-Салопека-Бонда

𝑉 (𝜙) = 3𝐻2(𝜙)− 2

(︂
𝑑𝐻(𝜙)

𝑑𝜙

)︂2

, (4.138)

𝜙̇ = −2

(︂
𝑑𝐻(𝜙)

𝑑𝜙

)︂
, (4.139)

со следующей связью эффективного поля со скалярными полями в ККМ

𝜙 = ±
√
𝑛

2
(𝜑+ 𝜓) . (4.140)

Также запишем тензор внутреннего пространства целей в следующем виде

ℎ𝐴𝐵 =

⎛⎝ −𝑓(𝜑) + 𝑛
2

1
2
(𝑓(𝜑) + 𝑓(𝜓))

1
2
(𝑓(𝜑) + 𝑓(𝜓)) −𝑓(𝜓) + 𝑛

2

⎞⎠ ,

где 𝑓(𝜑) ≡ 𝑓(𝜓) – произвольные функции, определяющие взаимодействие между скаляр­

ными полями 𝜑 и 𝜓.

В качестве примера рассмотрим параметр Хаббла

𝐻(𝜙) = −𝛼
2
𝜑 (4.141)

для которого из уравнения (4.139) получим

𝜙(𝑡) = 𝛼𝑡− 𝛽, (4.142)

где 𝛽 – постоянная интегрирования.
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Параметр Хаббла и масштабный фактор как функции космического времени, в дан­

ном случае, равны

𝐻(𝑡) = −𝛼
2
(𝛼𝑡− 𝛽), (4.143)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp
[︁𝛼
4
𝑡 (2𝛽 − 𝛼𝑡)

]︁
. (4.144)

Отметим, что космологические модели с таким видом динамики впервые рассматри­

вались в работе Рузмайкиных [253].

Потенциал определим из уравнения (4.138)

𝑉 (𝜙) =
(︁𝛼
2

)︁2 (︀
3𝜙2 − 2

)︀
. (4.145)

Далее, из уравнения (4.140) получим

𝜑(𝑡) = 𝜓(𝑡) = ± 1√
𝑛
(𝛼𝑡− 𝛽) , (4.146)

𝑉 (𝜑,𝜓) =
(︁𝛼
2

)︁2 [︂3𝑛
4
(𝜑+ 𝜓)2 − 2

]︂
, (4.147)

эволюцию и потенциал скалярных полей в ККМ, соответствующих той же динамике

(4.143)–(4.144) ранней Вселенной.

Таким образом, предложенный подход позволяет обобщить рассмотренные ранее ре­

шения для моделей ранней Вселенной с одним скалярным полем на случай специального

класса киральных космологических моделей.

4.2.4 Космологические возмущения в мультиполевых моделях

Важным различием между инфляцией с несколькими скалярными полями и инфля­

цией с одним полем является появление дополнительных неадиабатических возмущений

и эволюция космологических возмущений после пересечения горизонта событий как след­

ствие взаимодействия между адиабатическими возмущениями, что может оказывать су­

щественное влияние на значения спектральных параметров космологических возмущений.

Учет взаимодействия возмущений приводит к нелинейным эффектам, поскольку возму­

щения скалярных полей 𝛿𝜑 и 𝛿𝜓 в данном случае взаимосвязаны, в отличие от случая

моделей с одним скалярным полем в линейном порядке теории космологических возмуще­

ний, где все моды развиваются независимо [254–259].

Влияние этих эффектов на отклонение спектра результирующих возмущений от гаус­

сового оценивается с помощью параметра нелинейности 𝑓𝑁𝐿 [260]. Согласно последним на­

блюдательным данным спутника PLANCK значение параметра нелинейности оценивается

как 𝑓𝑁𝐿 = 2.5± 5.7 [83].
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В общем случае 𝜑 ̸= 𝜓, на стадии космологической инфляции, возмущениям скаляр­

ных полей 𝛿𝜑 и 𝛿𝜓, при выполнении условий 𝜖 ≪ 1 и 𝛿 ≪ 1 для параметров медленного

скатывания, соответствуют следующие возмущения кривизны [254]

ℛ ≃ 𝐻

(︂
𝛿𝜑

𝜑̇
+
𝛿𝜓

𝜓̇

)︂
, (4.148)

и энтропийные возмущения, которые определяются величиной

𝑆 = 𝐻

(︂
𝛿𝜑

𝜑̇
− 𝛿𝜓

𝜓̇

)︂
. (4.149)

В рассмотренных выше случаях 𝜑 = 𝑛𝜓 (для моделей, рассмотренных в разделе

S 4.2.3 𝜑 = 𝜓) энтропийные возмущения равны нулю 𝑆 = 0, и возмущения кривизны

ℛ ≃ 𝐻 𝛿𝜑

𝜑̇
соответствуют моделям с одним скалярным полем. Таким образом, спектраль­

ные параметры космологических возмущений в рассмотренных киральных космологиче­

ских моделях рассчитываются аналогично случаю моделей ранней Вселенной с одним

скалярным полем из соотношений (3.79)–(3.85).

Теперь определим параметр 𝑓𝑁𝐿, определяющий отклонение спектра космологиче­

ских возмущений от гауссова, для двухполевых моделей следующим образом [258]

6

5
𝑓𝑁𝐿 = 2

𝑢2𝐻
𝜎𝜑*

(︁
1− 𝛾𝜑*

𝜎𝜑*
𝑢𝐻

)︁
+

𝑣2𝐻
𝜎𝜓*

(︁
1− 𝛾𝜓*

𝜎𝜓*
𝑣𝐻

)︁
+ 2

(︁
𝑢𝐻
𝜎𝜑*

− 𝑣𝐻
𝜎𝜓*

)︁2
𝒜𝐻(︁

𝑢2𝐻
𝜎𝜑*

+
𝑣2𝐻
𝜎𝜓*

)︁2 , (4.150)

где

𝜎𝜑 =

(︃
𝐻

(1)
,𝜑

𝐻

)︃2

, 𝜎𝜓 =

(︃
𝐻

(2)
,𝜓

𝐻

)︃2

, 𝛾𝜑 =
𝐻

(1)
,𝜑𝜑

𝐻
, 𝛾𝜓 =

𝐻
(2)
,𝜓𝜓

𝐻
, (4.151)

𝐻(𝜑,𝜓) = 𝐻(1)(𝜑) +𝐻(2)(𝜓), 𝜎 = 𝜎𝜑 + 𝜎𝜓 =
1

2
𝜖, (4.152)

𝑢𝐻 ≡ 𝐻
(1)
* + 𝑍𝑒
𝐻*

, 𝑣𝐻 ≡ 𝐻
(2)
* − 𝑍𝑒
𝐻*

, 𝑍𝑒 =
(︀
𝐻(2)
𝑒 𝜎𝜑𝑒 −𝐻(1)

𝑒 𝜎𝜓𝑒
)︀
/𝜎𝑒 , (4.153)

𝒜𝐻 = −𝐻
2
𝑒

𝐻2
*

𝜎𝜑𝑒 𝜎
𝜓
𝑒

𝜎𝑒

(︂
1

2
− 𝛾𝑠𝑠𝑒
𝜎𝑒

)︂
, (4.154)

𝛾𝑠𝑠 =
(︀
𝜎𝜓𝛾𝜑 + 𝜎𝜑𝛾𝜓

)︀
/𝜎 . (4.155)

Индексы (*) и (𝑒) означают пересечение возмущениями горизонта событий и завер­

шение инфляции, соответственно.

Для случая 𝜑 = 𝑛𝜓 и 𝑉 (𝜑) = 𝑛
2
𝑉 (𝜓) (или 𝜑 = 𝜓 и 𝑉 (𝜑) = 𝑉 (𝜓)) параметры кос­

мологических возмущений на пересечении горизонта и при завершении инфляции равны,

также

𝑢𝐻 = 𝑣𝐻 = 1, 𝜎𝜑 = 𝜎𝜓 =
1

2
𝜖, 𝛾𝜑 = 𝛾𝜓 = 𝛿, 𝛾𝑠𝑠 = 𝛿, 𝑍𝑒 = 0. (4.156)
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Из выражения (4.150) получим параметр нелинейности

6

5
𝑓𝑁𝐿 = 𝜖− 𝛿 ≪ 1, (4.157)

следовательно, спектр скалярных возмущений для рассматриваемого класса моделей мож­

но считать гауссовым как и в случае моделей с одним скалярным полем.

Таким образом, рассмотренные киральные космологические модели полностью со­

ответствуют моделям ранней Вселенной с одним скалярным полем 𝜙 как по фоновой

динамике, так и по параметрам космологических возмущений.

Отметим, что предложенный подход существенно упрощает изначально более слож­

ные космологические модели и, в данном случае, рассматриваются только специальные

классы решений, связанные с исходной моделью ранней Вселенной с одним скалярным

полем в контексте ее обобщения.
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Глава 5. Космологические модели на основе скалярно-тензорной

гравитации

Скалярное поле представляет собой основу построения многих физических теорий,

в том числе, теорий гравитации. Еще до появления Общей Теории Относительности,

Нордстрем в 1912 г. сформулировал конформно-плоскую скалярную теорию гравита­

ции [261; 262], которая, некоторое время, рассматривалась Эйнштейном в качестве аль­

тернативы ОТО [263].

Также, Йордан в 1949 году [264] отметил, что в теории объединения гравитации и

электромагнетизма Калуцы-Клейна при оценке масштаба 5-го измерения с неизбежностью

возникает новое макроскопическое взаимодействие гравитационного напряжения, перенос­

чиком которого является скалярное поле.

В дальнейшем, Фиртц (1956) [265], Йордан (1959) [266], Бранс и Дикке (1961) [267]

предложили теорию гравитации, описываемую метрическим тензором и скалярным полем

с неминимальным взаимодействием с гравитацией. Такая модель содержит только один

свободный параметр 𝜔, устремление которого к бесконечности приводит к совпадению

теории с ОТО. Позднее Бергман (1968) [268], Нордтвед (1970) [269] и Вагонер (1970) [270]

обобщили теорию Фиртца-Йордана-Бранса-Дикке на случай более общей теории скалярно­

тензорной гравитации (СТГ) за счет введения произвольной функции 𝜔(𝜑) перед кинети­

ческим членом и потенциала самодействия скалярного поля. После теории Бранса и Дикке

были построены другие теории гравитации, альтернативные Общей Теории Относитель­

ности (см., например, [271]). Отклонения этих теорий от ОТО должны быть небольшими,

исходя из экспериментов в Солнечной системе [272]. Среди многих скалярно-тензорных

теорий гравитации, предложенных в литературе [15;16], рассмотрим модели, содержащие

только скаляр Риччи и запишем действие в следующем виде

𝑆𝑆𝑇𝐺 =
1

𝜅

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︁1
2
𝜑𝑅 +

𝜔

𝜑
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)

]︁
+

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔ℒ(𝑚), (5.1)

также выделим следующие случаи [16;17;137–139]:

1) Гравитация Бранса-Дикке

𝑆𝐵𝐷 =
1

𝜅

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︁1
2
𝜑𝑅 +

𝜔

𝜑
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)

]︁
+

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔ℒ(𝑚). (5.2)

2) Индуцированная гравитация

𝑆𝐼𝑁𝐷 =
1

𝜅

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︁𝛽
2
𝜑2𝑅 +

𝜔(𝜑)

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)

]︁
+

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔ℒ(𝑚). (5.3)

3) Неминимальное взаимодействие

𝑆𝑁𝐶 =
1

𝜅

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︁
(1− 𝜉𝑆𝑇𝜑

2)𝑅 +
𝜔(𝜑)

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)

]︁
+

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔ℒ(𝑚). (5.4)
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В случае неминимального взаимодействия 𝜉𝑆𝑇 – безразмерный параметр, определя­

ющий неминимальное взаимодействие, различные значения которого соответствуют раз­

личным типам взаимодействия: 𝜉𝑆𝑇 = 1/6 (конформная связь), 𝜉𝑆𝑇 = 0 (минимальная

связь) и | 𝜉𝑆𝑇 |≫ 1 (сильная связь) [138].

Отличительной особенностью скалярно-тензорных теорий гравитации является то,

что гравитационная постоянная𝐺 зависит от времени: эта идея восходит к работам Дирака

(1937) [273;274]. Дирак заметил, что безразмерные комбинации космологических констант

и фундаментальных физических констант связаны соотношением, которое возникает есте­

ственным образом, при условии, что одна из «констант» медленно изменяется в больших

(космологических) масштабах времени. Таким образом, идея Дирака состояла в возмож­

ной интерпретации гравитационной постоянной как функции времени 𝐺 = 𝐺(𝑡), сохраняя

при этом постоянство других фундаментальных констант [274]. Далее, Йордан развил эту

идею в скалярно-тензорных теориях гравитации, в которых 𝐺 представляла собой функ­

цию геометрического скалярного поля 𝐺 = 𝐺(𝜑) [275]. Таким образом, 𝐺(𝜑) ведет себя

как эффективная форма материи и удовлетворяет закону сохранения энергии [275].

Обычным методом анализа космологических моделей для случая𝐺 = 𝐺(𝜑) являются

конформные преобразования метрики 𝑔𝜇𝜈 = Ω2(𝜑)𝑔𝜇𝜈 , где Ω2(𝜑) – конформный множитель,

или, иначе, переход от представления Йордана к представлению Эйнштейна, причем, гео­

метрические поля в первом представлении рассматриваются как материальные во втором,

что порождает их неоднозначную трактовку [16;17;137–139].

Однако, в рассматриваемой системе единиц 𝜅 = 1 (то есть, для 𝐺 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡)

отсутствует различие между геометрическими и материальными скалярными полями.

Анализ космологических моделей со скалярно-тензорной гравитацией в системе единиц

8𝜋𝐺 = 𝑐 = 1 приводится во многих работах по физике ранней Вселенной (см., напри­

мер, [17; 126; 128; 134; 276–279]). В данном случае, модификация гравитации Эйнштейна

связана с неминимальным взаимодействием материального скалярного поля (как источ­

ника гравитационного поля) и кривизны. Теперь определимся с используемой терминоло­

гией: под «неминимальным взаимодействием» часто подразумевается наличие скалярного

поля в материальной части лагранжиана в случае взаимодействия поля и других видов

материи, в данном случае, мы говорим о неминимальном взаимодействии или связи ска­

лярного поля и кривизны (в данном случае, скаляра Риччи), и, для построения моделей

ранней Вселенной в контексте инфляционной парадигмы, рассматриваем ℒ(𝑚) = 0.

Таким образом, в рамках данной интерпретации, переход от моделей инфляции со

скалярно-тензорной гравитацией к инфляции на основе ОТО определяется выбором 𝐹 = 1

и 𝜔 = 1, что будет использовано в дальнейшем при сопоставлении космологических мо­

делей для этих случаев. Такое сопоставление можно произвести на основе моделей с оди­
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наковыми параметрами (потенциалом, скалярным полем, и параметром Хаббла), что под­

разумевает определенную связь моделей с ОТО и СТГ в пространстве Фридмана-Роберт­

сона-Уокера. Также, учитывая, что потенциал скалярного поля 𝑉 (𝜑) определяет характер

инфляционной стадии, изначально заданный потенциал можно использовать для рекон­

струкции типа скалярно-тензорной гравитации.

5.1 Уравнения космологической динамики в моделях с СТГ

Действие, определяющее динамику Вселенной со скалярным полем 𝜑 и скалярно-тен­

зорной гравитацией, записывается следующим образом [16;17;137–139]

𝑆𝑆𝑇𝐺 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︂
1

2
𝐹 (𝜑)𝑅− 𝜔(𝜑)

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)

]︂
, (5.5)

где функция 𝐹 (𝜑) определяет неминимальное взаимодействие скалярного поля 𝜑 и скаля­

ра Риччи 𝑅, функция 𝜔(𝜑) определяет связь поля и его кинетической энергии.

Уравнения космологической динамики для действия (5.5) в пространственно плоской

Вселенной Фридмана записываются как [16;17;137–139]

3𝐹𝐻2 + 3𝐻𝐹̇ − 𝜔

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑) = 0, (5.6)

3𝐹𝐻2 + 2𝐻𝐹̇ + 2𝐹𝐻̇ + 𝐹 +
𝜔

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑) = 0, (5.7)

𝜔𝜑+ 3𝜔𝐻𝜑̇+
1

2
𝜑̇2𝜔′

𝜑 + 𝑉 ′
𝜑 − 6𝐻2𝐹 ′

𝜑 − 3𝐻̇𝐹 ′
𝜑 = 0. (5.8)

Из этих уравнений только два являются независимыми [134], поэтому динамику

Вселенной на стадии инфляции можно рассматривать на основе системы из двух урав­

нений для различных случаев взаимодействия скалярного поля и кривизны. Таким об­

разом, для анализа космологической динамики на ранней стадии эволюции Вселенной

будем использовать первые два уравнения (5.6)–(5.7). Также, отметим, что функцию 𝜔(𝜑)

можно устранить из уравнений динамики посредством переопределения скалярного поля

𝜓 =
∫︀ √︀

𝜔(𝜑)𝑑𝜑.

Также, в случае 𝐹 = 1 и 𝜔 = 1 действие (5.5) имеет вид действия Эйнштейна-Гиль­

берта

𝑆𝐸 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︁1
2
𝑅− 1

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)

]︁
(5.9)

с уравнениями динамики (1.7)–(1.9), которые рассматривались ранее.

Точные решения системы уравнений (5.6)–(5.8), полученные различными методами,

представлены в работах [138;139;276–280].
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В данной главе мы рассмотрим новый подход к анализу космологических моделей в

случае скалярно-тензорной гравитации, исходя из предположения о том, что неминималь­

ное взаимодействие постоянного скалярного поля и кривизны является источником его

эволюции и отклонения от стадии де Ситтера.

Далее, рассмотрим параметрическую связь моделей инфляции с ОТО и СТГ, кото­

рую установим непосредственно из уравнений (1.7)–(1.9) и (5.6)–(5.8), что позволит сопо­

ставлять модели, основанные на данных теориях гравитации, на уровне космологических

возмущений, оценивать расхождение между ними и реконструировать вид скалярно-тен­

зорной гравитации для выбранных потенциалов скалярного поля.

5.2 Неминимальная связь как источник отклонения от стадии де

Ситтера

В качестве исходной модели инфляции рассмотрим экспоненциальное расширение с

параметром Хаббла 𝐻 = 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и плоским потенциалом 𝑉 = 3𝜆2, которое обусловлено

постоянным скалярным полем 𝜑 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 в случае ОТО, то есть для 𝐹 = 1.

Изменяющееся в течение времени неминимальная связь с кривизной 𝐹 = 𝐹 (𝑡) при­

водит к эволюции скалярного поля 𝜑 = 𝜑(𝑡), отклонению от деситтеровского расширения

𝐻 = 𝐻(𝑡) и плоского потенциала 𝑉 = 𝑉 (𝜑). Таким образом, данный подход подразумевает

некоторую функциональную связь между параметром Хаббла 𝐻 и функцией, определяю­

щей неминимальное взаимодействие 𝐹 , которую мы определим как

𝐻 = 𝜆ℱ [(𝐹 (𝜑)], (5.10)

где 𝜆 – положительная постоянная, ℱ [𝐹 (𝜑)] – некоторый функционал, с обязательным

условием ℱ [𝐹 (𝜑)] = 1 для 𝐹 = 1, то есть в случае ОТО получаем ℱ = 1 и стадию де

Ситтера 𝐻 = 𝜆.

Далее, рассмотрим случай ℱ [𝐹 (𝜑)] =
√︀
𝐹 (𝜑), для которого

𝐻 = 𝜆
√
𝐹 , 𝜆 > 0. (5.11)

Подставляя связь параметра Хаббла и функции неминимального взаимодействия

(5.11) в уравнения (5.6) – (5.7), получим

𝑉 (𝜑) = 3𝜆2𝐹 2 + 3𝜆
√
𝐹𝐹̇ +

1

2
𝐹 , (5.12)

𝜔(𝜑)𝜑̇2 = −𝐹 . (5.13)



144

Теперь, в качестве примера, рассмотрим частный случай изменения неминимальной

связи в течение времени

𝐹 (𝑡) =
𝐵2

𝜆2
𝑡2𝑛, (5.14)

которому соответсвуют

𝐻(𝑡) = 𝐵𝑡𝑛, (5.15)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

(︂
𝐵

𝑛+ 1
𝑡𝑛+1

)︂
. (5.16)

Таким образом, из уравнений (5.12)–(5.13), запишем

𝑉 (𝜑) =
𝐵2

𝜆2
(︀
3𝐵2𝑡4𝑛 + 6𝐵𝑛𝑡3𝑛−1 + 𝑛(2𝑛− 1)𝑡2(𝑛−1)

)︀
, (5.17)

𝜔(𝜑)𝜑̇2 = −2𝑛(2𝑛− 1)𝐵2

𝜆2
𝑡2(𝑛−1). (5.18)

Для −1 < 𝑛 < 0 получим режим расширения в «промежуточной инфляции», случай

𝑛 = 0 (отсутствие взаимодействия поля и кривизны) соответствует экспоненциальному

расширению де Ситтера, значение 𝑛 > 0 подразумевает режим ускоренного расширения,

происходящего быстрее экспоненциального с 𝐻̇ > 0.

Далее, рассмотрим точные решения уравнений (5.17)–(5.18) для трех классов моде­

лей, соответствующих последнему режиму ускоренного расширения:

I. Первый класс моделей 𝑛 = 1/3

𝐹 (𝑡) =
𝐵2

𝜆2
𝑡2/3, 𝐻(𝑡) = 𝐵𝑡1/3, 𝑎(𝑡) = 𝑎𝑠 exp

(︂
3𝐵

4
𝑡4/3
)︂
, (5.19)

𝑉 (𝜑) =
𝐵2

𝜆2

(︂
3𝐵2𝑡4/3 − 1

9
𝑡−4/3 + 2𝐵

)︂
, (5.20)

𝜔(𝜑)𝜑̇2 =
2𝐵2

9𝜆2
𝑡−4/3. (5.21)

II. Второй класс моделей 𝑛 = 1

𝐹 (𝑡) =
𝐵2

𝜆2
𝑡2, 𝐻(𝑡) = 𝐵𝑡, 𝑎(𝑡) = 𝑎𝑠 exp

(︂
𝐵

2
𝑡2
)︂
, (5.22)

𝑉 (𝜑) =
𝐵2

𝜆2
(︀
3𝐵2𝑡4 + 6𝐵𝑡2 + 1

)︀
, (5.23)

𝜔(𝜑)𝜑̇2 = −𝐵
2

𝜆2
. (5.24)

III. Третий класс моделей 𝑛 = 1/2

𝐹 (𝑡) =
𝐵2

𝜆2
𝑡, 𝐻(𝑡) = 𝐵

√
𝑡, 𝑎(𝑡) = 𝑎𝑠 exp

(︂
2𝐵

3
𝑡3/2
)︂
, (5.25)

𝑉 (𝜑) =
𝐵2

𝜆2

(︁
3𝐵2𝑡2 + 3𝐵

√
𝑡
)︁
, (5.26)

𝜔(𝜑)𝜑̇2 = 0. (5.27)
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Теперь, задавая эволюцию скалярного поля (или зависимость 𝐹 = 𝐹 (𝜑)), можно

генерировать точные космологические решения для известных типов скалярно-тензорной

теории гравитации.

Для первого класса моделей с эволюцией скалярного поля вида

𝜑(𝑡) =
𝜆2

𝐵2
𝑡2/3, (5.28)

из уравнений (5.19)–(5.21) получим

𝑉 (𝜑) =
𝐵2

𝜆2

(︂
3𝐵6

𝜆4
𝜑2 − 𝜆4

9𝐵4
𝜑−2 + 2𝐵

)︂
, (5.29)

𝐹 (𝜑) = 𝜑, 𝜔(𝜑) =
𝐵4

𝜆4
𝜑−1, (5.30)

что соответствует случаю гравитации Бранса-Дикке.

Для второго класса моделей со скалярным полем 𝜑 = 𝑡 получим решения

𝑉 (𝜑) =
𝐵2

𝜆2
(︀
3𝐵2𝜑4 + 6𝐵𝜑2 + 1

)︀
, (5.31)

𝐹 (𝑡) =
𝐵2

𝜆2
𝜑2, 𝜔 = −𝐵

2

𝜆2
, (5.32)

которые соответствуют случаю индуцированной гравитации.

Для неминимальной связи вида 𝐹 (𝜑) = 1−𝜉𝑆𝑇𝜑2, во втором классе моделей, получим

𝑉 (𝜑) = 3𝜆2𝜉𝑆𝑇 (𝜉𝑆𝑇 − 2)𝜑4 − 6𝐵𝜉𝑆𝑇𝜑
2 + 3𝜆2 + 6𝐵 +

𝐵2

𝜆2
, (5.33)√︀

𝜉𝑆𝑇𝜑(𝑡) = ±
(︂
1− 𝐵2

𝜆2
𝑡2
)︂1/2

, 𝜔(𝜑) =
𝜉2𝑆𝑇𝜑

2

𝜉𝑆𝑇𝜑2 − 1
. (5.34)

Для третьего класса моделей с 𝐹 (𝜑) = 𝐵2

𝜆2
𝜑2 или 𝑡 = 𝜑2 потенциал

𝑉 (𝜑) =
𝐵2

𝜆2
(︀
3𝐵2𝜑4 + 3𝐵𝜑

)︀
. (5.35)

Для модели с функцией 𝐹 (𝜑) = 1− 𝜉𝑆𝑇𝜑
2 получим

𝑉 (𝜑) = 3𝜆2𝜉2𝑆𝑇𝜑
4 − 6𝜆2𝜉𝑆𝑇𝜑

2 +
3𝐵2

𝜆

√︀
1− 𝜉𝑆𝑇𝜑2 + 3𝜆2 +

𝐵2

𝜆2
, (5.36)√︀

𝜉𝑆𝑇𝜑(𝑡) = ±
(︂
1− 𝐵2

𝜆2
𝑡

)︂1/2

. (5.37)

Таким образом, мы получили некоторые точные решения для частного случая выбо­

ра функционала вида ℱ [𝐹 (𝜑)] ≡
√
𝐹 .

Отметим, что возможен различный выбор функционала ℱ [𝐹 (𝜑)], который меняет

структуру исходных уравнений (5.6) – (5.7), для построения точных космологических ре­

шений в рамках предложенного подхода.
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5.3 Режим медленного скатывания в моделях СТГ-инфляции

Рассмотрим условия медленного скатывания на основе параметров

𝜖 = − 𝐻̇

𝐻2
, 𝛿 = 𝜖− 𝜖̇

2𝐻𝜖
= − 𝐻̈

2𝐻𝐻̇
, 𝜉 = 𝜖𝛿 − 1

𝐻
𝛿̇. (5.38)

Для 𝐻(𝑡) = 𝐵𝑡𝑛 с 𝐵 < 0 получим следующие параметры медленного скатывания

𝜖 =
𝑛

𝐵
𝑡−(𝑛+1), 𝛿 =

(𝑛− 1)

2𝐵
𝑡−(𝑛+1), 𝜉 = −(𝑛− 1)

2𝐵2
𝑡−2(𝑛+1). (5.39)

Таким образом, для значений 𝑛 = 1/3,1,1/2 параметры медленного скатывания яв­

ляются убывающими функциями (для 𝑛 = 1 получим 𝛿 = 0, 𝜉 = 0). Следовательно, всегда

можно выбрать постоянную 𝐵 такую, чтобы выполнялись условия 𝜖≪ 1, 𝛿 ≪ 1 and 𝜉 ≪ 1.

Условия медленного скатывания в случае СТГ-инфляции

|𝜑| ≪ 𝐻|𝜑̇| ≪ 𝐻2|𝜑|, (5.40)

1

2
|𝑓(𝜑)|𝜑̇2 ≪ |𝑉 (𝜑)|, (5.41)

обеспечиваются для 𝐹̇
𝐻𝐹

≪ 1 [281]. Для функции неминимального взаимодействия (5.14)

и параметра Хаббла (5.15) с 𝐵 < 0 получим 𝛿𝐹 = 𝐹̇
𝐻𝐹

= −2𝜖, следовательно, |𝛿𝐹 | ≪ 1.

Далее, рассмотрим параметр 𝜖𝑠, который также характеризует возможность режима

медленного скатывания в моделях космологической инфляции на основе скалярно-тензор­

ных теорий гравитации [282;283]

𝜖𝑠 = 𝜖+
1

2
𝛿𝐹 +𝒪(𝜖2). (5.42)

Для 𝛿𝐹 = −2𝜖 получим 𝜖𝑠 = 𝒪(𝜖2) ≪ 1. Таким образом, посредством выбора параметра 𝐵,

можно обеспечить режим медленного скатывания для рассматриваемых моделей.

5.4 Космологические возмущения в СТГ-инфляции

Теория космологических возмущений для случая космологической инфляции на ос­

нове скалярно-тензорных теорий гравитации рассматривается, во многом, аналогично кос­

мологическим возмущениям в моделях на основе ОТО. Для вычисления параметров кос­

мологических возмущений воспользуемся методом, изложенным в работах [282–284], рас­

сматривая значение параметра, связанного с выбором нормировки амплитуды гравитаци­

онных волн 𝑠 = 4, для соответствия результатам, представленным в [282–284].
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Параметры космологических возмущений на пересечении радиуса Хаббла (𝑘 = 𝑎𝐻)

записываются как [282–284]

𝒫𝑆 =
𝐻2

8𝜋2𝑄𝑆𝑐3𝑆
, (5.43)

𝒫𝑇 =
𝐻2

2𝜋2𝑄𝑇 𝑐3𝑇
, (5.44)

𝑛𝑆 − 1 ≡ 𝑑 ln𝒫𝑆
𝑑 ln 𝑘

=
𝒫̇𝑆

𝐻(1− 𝜖)𝒫𝑆
, (5.45)

𝑛𝑇 ≡ 𝑑 ln𝒫𝑇
𝑑 ln 𝑘

=
𝒫̇𝑇

𝐻(1− 𝜖)𝒫𝑇
, (5.46)

𝑟 =
𝒫𝑇
𝒫𝑆

= 4
𝑄𝑆

𝑄𝑇

, (5.47)

где

𝑤1 ≡ 𝐹, 𝑤2 ≡ 2𝐻𝐹 + 𝐹̇ , (5.48)

𝑤3 ≡ −9𝐹𝐻2 − 9𝐻𝐹̇ +
3

2
(𝐻𝐹̇ − 2𝐹𝐻̇ − 𝐹 ) =

− 9𝐹𝐻2 − 9𝐻𝐹̇ +
3

2
𝜔(𝜑)𝜑̇2, 𝑤4 ≡ 𝐹, (5.49)

𝑄𝑆 ≡ 𝑤1(4𝑤1𝑤3 + 9𝑤2
2)

3𝑤2
2

, 𝑄𝑇 ≡ 𝑤1

𝑠
=
𝑤1

4
. (5.50)

Также, скорости распространения скалярных и тензорных возмущений 𝑐𝑆 = 𝑐𝑇 = 1,

как и в случае теории гравитации Эйнштейна [285], в чем можно убедиться из непосред­

ственной подстановки функций (5.48)–(5.49) в выражения [282–284]

𝑐2𝑆 ≡ 3(2𝑤2
1𝑤2𝐻 − 𝑤2

2𝑤4 + 4𝑤1𝑤̇1𝑤2 − 2𝑤2
1𝑤̇2)

𝑤1(4𝑤1𝑤3 + 9𝑤2
2)

= 1, (5.51)

𝑐2𝑇 ≡ 𝑤4

𝑤1

= 1. (5.52)

Отметим, что в случае 𝐹 = 1 выражения (5.43)–(5.47) сводятся к ранее полученным

формулам (3.79)–(3.83) для случая ОТО.

5.5 Параметры космологических возмущений для моделей

𝐻 = 𝜆
√
𝐹

Для рассматриваемых ранее моделей из выражений (5.43)–(5.47) получим

𝒫𝑆 =
𝜆2(𝐻2 + 𝐻̇)2

8𝜋2(2𝐻̇2 −𝐻𝐻̈)
, 𝒫𝑇 =

2𝜆2

𝜋2
, (5.53)

𝑟 =
16(2𝐻̇2 −𝐻𝐻̈)

(𝐻2 + 𝐻̇)2
, 𝑛𝑇 = 0. (5.54)
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Далее, перепишем параметры космологических возмущений в терминах параметров

медленного скатывания

𝜖 = − 𝐻̇

𝐻2
, 𝛿 = 𝜖− 𝜖̇

2𝐻𝜖
= − 𝐻̈

2𝐻𝐻̇
, 𝜉 = 𝜖𝛿 − 1

𝐻
𝛿̇, (5.55)

в результате, получим

𝒫𝑆 =
𝜆2

8𝜋2𝜖

{︂
(1− 𝜖)2

2(𝜖− 𝛿)

}︂
, (5.56)

𝑟 = 16𝜖

{︂
2(𝜖− 𝛿)

(1− 𝜖)2

}︂
, (5.57)

𝑛𝑆 − 1 =
𝜖̇𝜖𝛿 − 𝛿̇𝜖2 − 2𝜖̇𝜖+ 𝜖̇𝛿 + 𝜖𝛿̇

(1− 𝜖)2(𝜖− 𝛿)𝜖𝐻 =

1

(1− 𝜖)2

[︂
2𝜖𝛿 − 4𝜖+ 2𝛿 + (1− 𝜖)

(︂
𝜖𝛿 − 𝜉

𝜖− 𝛿

)︂]︂
. (5.58)

Для 𝐻(𝑡) = 𝐵𝑡𝑛 и 𝐵 < 0 запишем параметры медленного скатывания 𝜖 = 𝑛
𝐵
𝑡−(𝑛+1),

𝛿 = (𝑛−1)
2𝐵

𝑡−(𝑛+1) и 𝜉 = − (𝑛−1)
2𝐵2 𝑡

−2(𝑛+1), таким образом, из уравнений (5.53)–(5.58) получим

𝒫𝑆 =
𝜆2(𝐵𝑡𝑛+1 − 𝑛)2

8𝜋2𝑛(𝑛+ 1)
, 𝒫𝑇 =

2𝜆2

𝜋2
, 𝑟 =

16𝑛(𝑛+ 1)

(𝐵𝑡𝑛+1 − 𝑛)2
, (5.59)

𝑛𝑆 − 1 = −2(𝑛+ 1)𝐵𝑡𝑛+1

(𝐵𝑡𝑛+1 − 𝑛)2
, 𝑛𝑇 = 0. (5.60)

Как было отмечено ранее в разделе S 5.3, параметры медленного скатывания 𝜖,𝛿 ≪ 1

для представленных точных решений уравнений космологической динамики в моделях

с неминимальным взаимодействием скалярного поля и скаляра Риччи можно получить

посредством выбора постоянной 𝐵.

Также, из уравнений (5.59) и (5.60), имеем

𝑛𝑆 − 1 = −
𝑛𝑟 + 4

√︀
𝑛(𝑛+ 1)𝑟

8𝑛
. (5.61)

Далее, запишем число 𝑒-фолдов

𝑁(𝑡) = −
∫︁
𝐻𝑑𝑡 =

𝐵

𝑛+ 1
𝑡𝑛+1, (5.62)

и параметры космологических возмущений в терминах числа 𝑒-фолдов

𝑟 =
16𝑛(𝑛+ 1)

(𝑁(𝑛+ 1) + 𝑛)2
, 𝒫𝑆 =

𝜆2(𝑁(𝑛+ 1)− 𝑛)2

8𝜋2𝑛(𝑛+ 1)
, (5.63)

𝑛𝑆 − 1 = − 2(𝑛+ 1)2𝑁

(𝑁(𝑛+ 1)− 𝑛)2
. (5.64)

Теперь оценим значение параметра 𝜆 для трех классов моделей на основе выбора

𝑁 = 60 и 𝒫𝑆 = 2.1× 10−9 при завершении стадии инфляции.
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I. Для первого класса моделей 𝑛 = 1/3

𝑟 = 0.001, 𝒫𝑇 = 2.4× 10−12, (5.65)

𝑛𝑆 − 1 = −0.033, 𝜆 = 3.4× 10−6. (5.66)

II. Для второго класса моделей 𝑛 = 1

𝑟 = 0.002, 𝒫𝑇 = 4.7× 10−12, (5.67)

𝑛𝑆 − 1 = −0.034, 𝜆 = 4.8× 10−6. (5.68)

II. Для третьего класса моделей 𝑛 = 1/2

𝑟 = 0.002, 𝒫𝑇 = 3.1× 10−12, (5.69)

𝑛𝑆 − 1 = −0.034, 𝜆 = 3.9× 10−6. (5.70)

Все три класса моделей удовлетворяют наблюдательным ограничениям (3.93)-(3.96).

Для инфляции с гравитацией Эйнштейна 𝐹 = 1 получим модель с космологической

постоянной

Λ = 3𝜆2 ≈ 10−11, (5.71)

и экспоненциальным расширением 𝑎(𝑡) ∝ exp(𝜆𝑡).

В данном случае были рассмотрены модели со степенным параметром Хаббла𝐻(𝑡) =

𝐵𝑡𝑛. На основе предложенного подхода можно построить и другие модели ранней Вселен­

ной с произвольным 𝐻(𝑡) для случая 𝐻(𝑡) = 𝜆
√︀
𝐹 (𝑡).

Оценим значение тензорно-скалярного отношения 𝑟 для таких моделей, рассматри­

вая значения параметров медленного скатывания на пересечении радиуса Хаббла как

𝜖 ∼ 10−2 и 𝛿 ∼ 10−2. Из соотношения (5.57) получим 𝑟 ≈ 32(𝜖2 − 𝜖𝛿) ∼ 10−3, что хоро­

шо согласуется с современными наблюдательными ограничениями [83].

Следовательно, любые модели, построенные на основе предложенного подхода, явля­

ются верифицируемыми за счет модификации теории гравитации Эйнштейна. Также, дан­

ный поход подразумевает возможность генерирования точных космологических решений

с различной эволюцией скалярного поля (или различными видами СТГ) для одинакового

типа динамики 𝐻(𝑡) ранней Вселенной.

Соответствие теории гравитации случаю ОТО в современную эпоху, в контексте

рассматриваемых моделей, приводит к наблюдаемому экспоненциальному расширению

[6;7;27], обусловленному постоянным скалярным полем 𝜑 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, которое может рассмат­

риваться в качестве темной энергии.
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5.6 Параметрическая связь СТГ и ОТО

Теперь рассмотрим вид функций 𝐹 и 𝜔, которые преобразуют уравнения инфля­

ционной динамики (5.6)–(5.7) со скалярно-тензорной гравитацией в уравнения (1.7)–(1.9)

для случая ОТО в пространстве ФРУ без использования конформных преобразований

метрики.

Такие функции можно определить следующим образом

𝐹 (𝑡) = 1− 𝛽𝑆𝑇
𝑎2(𝑡)

, 𝐹 (𝜑) = 1− 𝛽𝑆𝑇
𝑎2(𝜑)

, (5.72)

𝜔(𝑡) = 1− 𝛽𝑆𝑇

(︂
3𝐻2

𝐻̇𝑎2

)︂
, 𝜔(𝜑) = 1 + 3𝛽𝑆𝑇

(︃
𝐻

𝑎𝐻 ′
𝜑

)︃2

, (5.73)

где 𝛽𝑆𝑇 – константа неминимальной связи скалярного поля и скаляра Риччи.

Подставляя (5.72)–(5.73) в уравнения (5.6)–(5.7), получим уравнения полностью эк­

вивалентные уравнениям динамики для случая ОТО

𝑉 (𝑡) = 3𝐻2 + 𝐻̇, (5.74)

𝜑̇2 = −2𝐻̇, (5.75)

или

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 − 2𝐻 ′2
𝜑 , (5.76)

𝜑̇ = −2𝐻 ′
𝜑, (5.77)

что позволяет использовать точные решения, полученные ранее, для генерирования точ­

ных космологических решений в моделях инфляции, основанных на скалярно-тензор­

ной теории гравитации вида 𝐹 (𝜑) = 1 − 𝛽𝑆𝑇𝑓(𝜑), частным случаем которой является

𝑓(𝜑) = 𝜑2 [16; 17; 137–139].

Следовательно, различие между моделями с СТГ и ОТО отсутствует на уровне фо­

новой динамики, но такое различие можно оценить по параметрам космологических воз­

мущений.

Для анализа различия рассмотрим параметр расхождения Δ𝑆𝑇 = 𝛽𝑆𝑇/𝑎
2(𝑡), в тер­

минах которого функция неминимального взаимодействия и кинетическая функция запи­

сываются следующим образом

𝐹 (𝑡) = 1−Δ𝑆𝑇 (𝑡), (5.78)

𝜔(𝑡) = 1 + 3
Δ𝑆𝑇 (𝑡)

𝜖(𝑡)
, (5.79)

где Δ𝑆𝑇 < 1 и 𝜖(𝑡) – параметр медленного скатывания.
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Параметры космологических возмущений для функции (5.78) определим из выраже­

ний (5.43)–(5.47), в результате, получим

𝑟 = 16

(︂
1− 𝑎̈𝑎

𝑎̇2
+
𝛽𝑆𝑇 𝑎̈

𝑎𝑎̇2
+

2𝛽𝑆𝑇
𝑎2

)︂
=

16

[︂
𝜖+

𝛽𝑆𝑇
𝑎2

(3− 𝜖)

]︂
= 16[𝜖(1−Δ𝑆𝑇 ) + 3Δ𝑆𝑇 )] , (5.80)

𝒫𝑆 =
2𝑎̇2

𝜋2(𝑎2 − 𝛽𝑆𝑇 )𝑟
=

2𝐻2

𝜋2(1−Δ𝑆𝑇 )𝑟
, (5.81)

𝒫𝑇 =
2𝑎̇2

𝜋2(𝑎2 − 𝛽𝑆𝑇 )
=

2𝐻2

𝜋2(1−Δ𝑆𝑇 )
, (5.82)

𝑛𝑆 − 1 =
1

1− 𝜖

[︂
−2𝜖− 2𝛽𝑆𝑇

𝑎2 − 𝛽𝑆𝑇
− 𝑟̇

𝐻𝑟

]︂
=

1

1− 𝜖

[︂
−2𝜖− 𝑟̇

𝐻𝑟
− 2Δ𝑆𝑇

1−Δ𝑆𝑇

]︂
, (5.83)

𝑛𝑇 =
1

1− 𝜖

[︂
−2𝜖− 2𝛽𝑆𝑇

𝑎2 − 𝛽𝑆𝑇

]︂
=

1

1− 𝜖

[︂
−2𝜖− 2Δ𝑆𝑇

1−Δ𝑆𝑇

]︂
. (5.84)

Далее, из выражений (5.43)–(5.47) и (3.79)–(3.83) определим различие по параметрам

космологических возмущений между СГТ и ОТО

𝒫𝑆
𝒫(𝐸)
𝑆

=
𝒫𝑇
𝒫(𝐸)
𝑇

=
1

1−Δ𝑆𝑇

, (5.85)

𝑟

𝑟(𝐸)
= 1−Δ𝑆𝑇 + 3

Δ𝑆𝑇

𝜖
, (5.86)

𝑛𝑆 − 𝑛
(𝐸)
𝑆 = −2Δ𝑆𝑇

1− 𝜖

[︂
3𝛿 − 2𝜖− 3

Δ𝑆𝑇 (3− 𝜖) + 𝜖
+

1

1−Δ𝑆𝑇

]︂
, (5.87)

𝑛𝑇 − 𝑛
(𝐸)
𝑇 = − 2Δ𝑆𝑇

(1− 𝜖)(1−Δ𝑆𝑇 )
, (5.88)

где использовались определения (5.38) и выражение Δ̇𝑆𝑇/Δ𝑆𝑇 = −2𝐻.

В случае малых значений параметра медленного скатывания 𝜖 ≪ 1 и параметра

расхождения Δ𝑆𝑇 ≪ 1, 3Δ𝑆𝑇 ≈ Δ𝑆𝑇 на пересечении радиуса Хаббла получим

𝒫𝑆 ≈ 𝐻2

8𝜋2𝜀𝑆𝑇
, (5.89)

𝒫𝑇 ≈ 2𝐻2

𝜋2
, (5.90)

𝑛𝑆 ≈ 1− 4𝜀𝑆𝑇 + 2𝜎𝑆𝑇 , (5.91)

𝑛𝑇 ≈ −2𝜀𝑆𝑇 , (5.92)

𝑟 ≈ 16𝜀𝑆𝑇 , (5.93)

где параметры 𝜀𝑆𝑇 и 𝜎𝑆𝑇 определяются следующим образом

𝜀𝑆𝑇 ≡ 𝜖+Δ𝑆𝑇 , (5.94)
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𝜎𝑆𝑇 ≡ 𝜀− 𝜀̇

2𝐻𝜀
= 𝜖+Δ𝑆𝑇 − 𝜖̇

2𝐻(𝜖+Δ𝑆𝑇 )
+

Δ𝑆𝑇

𝜖+Δ𝑆𝑇

. (5.95)

Соотношения (5.89)–(5.93) полностью совпадают по форме с формулами для расче­

та параметров космологических возмущений в случае ОТО в приближении медленного

скатывания (3.86)–(3.90) со смещенными на Δ𝑆𝑇 параметрами медленного скатывания

(5.94)–(5.95).

Теперь оценим значение параметра расхождения Δ𝑆𝑇 на пересечении радиуса Хаб­

бла, определив его в терминах числа 𝑒-фолдов Δ𝑆𝑇 (𝑁) = 𝛽𝑆𝑇𝑎
−2
0 𝑒−2𝑁 . Таким образом,

сильная связь скалярного поля и кривизны в момент начала инфляционной стадии с уско­

ренным расширением ранней Вселенной изменяется по закону Δ𝑆𝑇 ∝ 𝑒−2𝑁 и отношение

расхождения между СГТ-инфляцией и стандартным инфляционным сценарием на основе

ОТО в начале и в конце ускоренного расширения ранней Вселенной

Δ𝑆𝑇 (𝑁 = 60)

Δ𝑆𝑇 (𝑁 = 0)
= 𝑒−120 ≈ 7.7× 10−53. (5.96)

Следовательно, для влияния на параметры космологических возмущений, опреде­

ляемых с помощью параметров медленного скатывания 𝜖 ∼ 10−2 и 𝛿 ∼ 10−2, исходное

расхождение должно быть порядка Δ𝑆𝑇 (𝑁 = 0) ∼ 1051, то есть 𝐹 (𝑁 = 0) ∼ 1051 ≫ 1.

Отметим, что оценка значения параметра неминимального взаимодействия скаляр­

ного поля и кривизны 𝜉𝑆𝑇 = 𝛽𝑆𝑇/𝑎
2
0 не является однозначной и зависит от типа бозо­

нов скалярного поля. Например, если рассматривать поле 𝜑 в качестве голдстоуновско­

го бозона, подразумевающего спонтанное нарушение глобальной симметрии, параметр

𝜉𝑆𝑇 = 0 [286; 287]. Для поля Хиггса в Стандартной Модели 𝜉𝑆𝑇 6 0, 𝜉𝑆𝑇 > 1/6 [288].

В общем случае, оценка значения параметра 𝜉𝑆𝑇 производилась в ряде работ [289–293],

результатом которых являлось 𝜉𝑆𝑇 = 1/6 в случае асимптотической конформной инвари­

антности или |𝜉𝑆𝑇 | → ∞ (также, см. [138]). Отметим, что модели космологической инфля­

ции с сильным взаимодействием скалярного поля и кривизны |𝜉𝑆𝑇 | ≫ 1 рассматривались

в работах [294–298].

Тем не менее, для случая 𝜉𝑆𝑇 ∼ 1 или в случае конформной связи скалярного

поля и кривизны 𝜉𝑆𝑇 = 1/6, параметр расхождения на пересечении радиуса Хаббла

Δ𝑆𝑇 (𝑁 = 60) ≃ 0 и параметры космологических возмущений в моделях инфляции на

основе скалярно-тензорной гравитации с высокой точностью совпадают с параметрами

космологических возмущений для стандартных моделей инфляции на основе гравитации

Эйнштейна.

С дальнейшим расширением Вселенной параметр расхождения Δ𝑆𝑇 между СГТ и

гравитацией Эйнштейна продолжает убывать. Следовательно, на современной стадии эво­

люции, гравитация в рассмотренных моделях соответствует случаю ОТО с более высокой

точностью чем на стадии завершения инфляции.
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5.7 Реконструкция теории гравитации по потенциалу скалярного

поля

Теперь рассмотрим процедуру реконструкции функций 𝐹 (𝜑) и 𝜔(𝜑), которые опре­

деляют тип скалярно-тензорной гравитации, по известному потенциалу скалярного поля

𝑉 (𝜑) на основе соотношений (5.72)–(5.73) и уравнений (5.74)–(5.77).

В качестве примера, рассмотрим модель с потенциалом Хиггса (2.322) (в выраже­

нии для которого мы заменим 𝜙 на 𝜑, следуя используемому в этой главе обозначению

скалярного поля)

𝑉 (𝜑) =
3𝐴2

64
𝜑4 +

(︂
3𝐴𝜆

4
− 𝐴2

8

)︂
𝜑2 + 3𝜆2, (5.97)

которому соответствуют решения (2.319)–(2.321), полученные из уравнений (5.72)–(5.73),

именно

𝐻 = 𝑛𝐵 exp(−𝐴𝑡) + 𝜆, (5.98)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

(︂
𝜆𝑡− 𝑛𝐵

𝐴
𝑒−𝐴𝑡

)︂
, (5.99)

𝜑 = ±
√︂

8𝑛𝐵

𝐴
exp

(︂
−𝐴

2
𝑡

)︂
, (5.100)

и, из уравнений (5.72)–(5.73), следует

𝐹 (𝜑) = 1− 𝛽𝑆𝑇
𝑎20

(︂
𝐴𝜑2

8𝑛𝐵

)︂2𝜆/𝐴

exp

(︂
1

4
𝜑2

)︂
, (5.101)

𝜔(𝜑) = 1 +
3𝛽𝑆𝑇
𝑎20𝐴

2

(︂
𝐴𝜑+

8𝜆

𝜑

)︂2(︂
𝐴𝜑2

8𝑛𝐵

)︂2𝜆/𝐴

exp

(︂
1

4
𝜑2

)︂
. (5.102)

Для 𝑡 → ∞ получим 𝜑 = 0, 𝐹 = 1, также, 𝐻̄ = 𝜆 и 𝑉 = 3𝜆2, что соответству­

ет экспоненциальному расширению Вселенной. Значение параметра 𝜔 зависит от выбора

параметров модели, именно, 𝜔 = 1 для 2𝜆 > 𝐴 и 𝜔 → ∞ в случае 2𝜆 < 𝐴. Отметим,

что на современной стадии эволюции Вселенной значение параметра 𝜔 оценивается как

|𝜔| > 50000 [299] и 𝜔 → ∞ соответствует случаю ОТО.

Таким образом, используя предложенный метод, можно восстановить тип скалярно­

тензорной теории гравитации по точным решениям, полученным ранее в рамках ОТО, на

основе параметрической связи (5.72)–(5.73). Расхождение по параметрам космологических

возмущений будет определяться значением параметра Δ𝑆𝑇 .

Также отметим, что на основе соотношений (5.72)–(5.73) можно транслировать точ­

ные решения для Вселенной Фридмана с дополнительным материальным полем или нену­

левой кривизной, полученные в главе 4 на случай космологических моделей, основанных

на скалярно-тензорной гравитации.
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5.8 Второе утверждение о эквивалентности космологических

решений

На основании результатов, полученных в разделе S 5.6, сформулируем второе утвер­

ждение о эквивалентности космологических решений:

Для моделей космологической инфляции, содержащих скалярное поле и основанных

на гравитации с неминимальным взаимодействием скалярного поля со скаляром Риччи

𝑆𝑆𝑇𝐺 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︂
1

2
𝐹 (𝜑)𝑅− 𝜔(𝜑)

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)

]︂
, (5.103)

в плоском четырехмерном пространстве Фридмана-Робертсона-Уокера, уравнения космо­

логической динамики

3𝐹𝐻2 + 3𝐻𝐹̇ − 𝜔

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑) = 0, (5.104)

3𝐹𝐻2 + 2𝐻𝐹̇ + 2𝐹𝐻̇ + 𝐹 +
𝜔

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑) = 0, (5.105)

𝜔𝜑+ 3𝜔𝐻𝜑̇+
1

2
𝜑̇2𝜔′

𝜑 + 𝑉 ′
𝜑 − 6𝐻2𝐹 ′

𝜑 − 3𝐻̇𝐹 ′
𝜑 = 0. (5.106)

приводятся к виду уравнений динамики в космологических моделях на основе ОТО

𝑉 (𝑡) = 3𝐻2 + 𝐻̇, 𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 − 2𝐻 ′2
𝜑 , (5.107)

𝜑̇2 = −2𝐻̇, 𝜑̇ = −2𝐻 ′
𝜑, (5.108)

что означает эквивалентность фоновых космологических решений, для следующих пара­

метров

𝐹 (𝑡) = 1− 𝛽𝑆𝑇
𝑎2(𝑡)

, 𝜔(𝑡) = 1− 𝛽𝑆𝑇

(︂
3𝐻2

𝐻̇𝑎2

)︂
, (5.109)

𝐹 (𝜑) = 1− 𝛽𝑆𝑇
𝑎2(𝜑)

, 𝜔(𝜑) = 1 +
3

2
𝛽𝑆𝑇

(︃
𝐻

𝑎𝐻 ′
𝜑

)︃2

, (5.110)

где 𝛽𝑆𝑇 – константа неминимальной связи скалярного поля и скаляра Риччи.

На основе «первого утверждения о эквивалентности фоновых космологических ре­

шений» S 2.7.6 это означает, что все независимые уравнения системы (5.104)–(5.106) при­

водятся к уравнению типа одномерного стационарного уравнения Шрёдингера (2.293) с

дополнительными соотношениями между параметрами моделей.

Также для значений постоянной неминимального взаимодействия 𝜉𝑆𝑇 < 1051 в на­

чале инфляции, параметры космологических возмущений рассчитываются аналогично

случаю моделей ранней Вселенной, основанных на гравитации Эйнштейна из соотно­

шений (3.79)–(3.85). Точность такого соответствия определяется значением параметра

𝜉𝑆𝑇 = 𝛽𝑆𝑇/𝑎
2
0 или параметра расхождения Δ𝑆𝑇 .
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Глава 6. Космологические модели на основе гравитации

Эйнштейна-Гаусса-Бонне и Хорндески

Другим типом модифицированных теорий гравитации с неминимальным взаимодей­

ствием скалярного поля и кривизны, включающим поправки к гравитации Эйнштейна в

ранней Вселенной является гравитация Эйнштейна-Гаусса-Бонне (ЭГБ), которая подра­

зумевает взаимодействие скалярного поля 𝜑 и скаляра Гаусса-Бонне 𝑅2
𝐺𝐵 = 𝑅𝜇𝜈𝜌𝜎𝑅

𝜇𝜈𝜌𝜎 −

4𝑅𝜇𝜈𝑅
𝜇𝜈+𝑅2. Скаляр Гаусса-Бонне появляется в низкоэнергетическом пределе (во втором

порядке) действия гетеротических струн, которые используются для построения моделей

квантовой гравитации [300; 301]. Также, скаляр Гаусса-Бонне (ГБ) присутствует во вто­

ром порядке гравитации Лавлока [136] с действием специального вида, представляющем

собой сумму лавлоковских тензоров, которая обобщает гравитацию Эйнштейна (в первом

порядке они совпадают). Также гравитация ЭГБ возникает как следствие реконструкции

гравитационных теорий из истории расширения Вселенной [302].

Хорошо известно, что вариация ГБ-скаляра дает вклад в уравнения динамики

только в пространстве с размерностью не менее пяти [303–305]. Очевидно, четырехмер­

ное пространство не удовлетворяет этому условию, однако, при учете неминимального

взаимодействия скалярного поля с ГБ-скаляром, уравнения динамики скалярного поля

в пространстве четырех измерений отличаются от уравнений стандартной космологии

[129;130;133;302;306–319].

В работах [312–314] анализ динамики ранней Вселенной в случае ЭГБ гравитации

проводился на основе приближения медленного скатывания. В работе [318] рассматрива­

лись точные решения в моделях с нулевым потенциалом скалярного поля, однако, впо­

следствии, в работе [319] было показано, что такие модели являются неустойчивыми и

неверифицируемыми. Точные решения уравнений космологической динамики для ЭГБ­

инфляции с ненулевым потенциалом рассматривались в работах [129;133;309;316;316;317].

Наблюдательные ограничения в моделях со скалярными полями, неминимально свя­

занными со скаляром Гаусса-Бонне, рассматривались в работах [133; 308; 314], также па­

раметры космологических возмущений для случая ЭГБ-инфляции были рассчитаны в

работах [133; 311; 312]. Модели темной энергии со скаляром Гаусса-Бонне, в контексте по­

вторного ускоренного расширения Вселенной, были построены в работах [129;309].

Спецификой моделей ранней Вселенной, построенных на основе гравитации Эйн­

штейна-Гаусса-Бонне, по сравнению с рассмотренными в предыдущих разделах теориями

гравитации, является (в общем случае) зависимость скоростей распространения скаляр­

ных и тензорных возмущений от космического времени.
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В настоящей главе будут рассмотрены методы построения точных решений уравне­

ний космологической динамики для моделей инфляции этого типа. Также будет произве­

дена оценка влияния неминимального взаимодействия скалярного поля и ГБ-скаляра на

характер инфляционного процесса и предложен метод построения ОТО-подобных моделей

для космологической инфляции на основе гравитации Эйнштейна-Гаусса-Бонне.

Далее, в контексте обобщения предложенных методов, рассмотрим модели космоло­

гической инфляции на основе гравитации Хорндески [29] как скалярно-тензорной теории

гравитации наиболее общего вида. В данном случае рассматривается гравитация Хорн­

дески, соответствующая обобщенной скалярно-тензорной теории гравитации, включаю­

щей неминимальное взаимодействие скалярного поля как со скаляром Гаусса-Бонне, так

и со скаляром Риччи.

На основе ранее полученных результатов, сформулированных в утверждениях о эк­

вивалентности космологических решений, рассматриваются методы построения моделей

инфляции на основе гравитации Хорндески, аналогичные построенным на основе грави­

тации Эйнштейна.

6.1 Уравнения динамики для ЭГБ-инфляции

Рассмотрим действие, определяющее уравнения динамики для рассматриваемой мо­

дели, которое включает каноническое скалярное поле, неминимально взаимодействующее

со скаляром Гаусса-Бонне посредством некоторой функции неминимальной связи 𝜉(𝜑)

𝑆𝐺𝐵 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︂
1

2
𝑅− 1

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)− 1

2
𝜉(𝜑)𝑅2

𝐺𝐵

]︂
, (6.1)

где 𝑅 – скаляр Риччи, 𝑔𝜇𝜈 – метрический тензор, 𝜑 – скалярное поле, 𝑉 (𝜑) – потенциал и

𝑅2
𝐺𝐵 = 𝑅𝜇𝜈𝜌𝜎𝑅

𝜇𝜈𝜌𝜎 − 4𝑅𝜇𝜈𝑅
𝜇𝜈 +𝑅2 – скаляр Гаусса-Бонне.

Запишем уравнения космологической динамики, соответствующие действию (6.1) в

пространственно плоской Вселенной Фридмана [129;133;309;316;317]

3𝐻2 =
1

2
𝜑̇2 + 𝑉 (𝜑) + 12𝜉𝐻3, (6.2)

− 2𝐻̇ = 𝜑̇2 − 4𝜉𝐻2 − 4𝜉𝐻(2𝐻̇ −𝐻2), (6.3)

𝜑+ 3𝐻𝜑̇+ 𝑉,𝜑 + 12𝜉,𝜑𝐻
2
(︁
𝐻̇ +𝐻2

)︁
= 0. (6.4)

Из трех уравнений динамики (6.2)–(6.4) независимыми являются только два, по этой

причине, для анализа космологических моделей на основе гравитации Эйнштейна-Гаусса­

Бонне, рассмотрим первые два из них.
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Для случая 𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 уравнения (6.2)–(6.4) переходят в (1.7)–(1.9), соответствующие

моделям инфляции на основе гравитации Эйнштейна.

Для анализа космологических моделей, основанных на ЭГБ-гравитации, рассмотрим

две задачи:

1. Построение эффективного метода точных аналитических решений уравнений кос­

мологической динамики для случая ЭГБ-инфляции.

2. Сопоставление параметров космологических моделей для случая ЭГБ-инфляции

с параметрами моделей ранней Вселенной, основанных на ОТО.

Обе этих задачи могут быть успешно решены после нахождения связи между функ­

цией, определяющей неминимальное взаимодействие поля и скаляра Гаусса-Бонне 𝜉 и па­

раметрами Хаббла для случая ЭГБ-инфляции 𝐻 и инфляции на основе ОТО 𝐻𝐸.

6.2 Связь между ОТО и ЭГБ-гравитацией

Запишем уравнения космологической динамики для ЭГБ-инфляции

3𝐻2 =
1

2
𝜑̇2 + 𝑉 (𝜑) + 12𝜉𝐻3, (6.5)

− 2𝐻̇ = 𝜑̇2 − 4𝜉𝐻2 − 4𝜉𝐻(2𝐻̇ −𝐻2). (6.6)

В случае 𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 уравнения (6.5)–(6.6) сводятся к уравнениям динамики на основе

ОТО

3𝐻2
𝐸 =

1

2
𝜑̇2
𝐸 + 𝑉𝐸(𝜑), (6.7)

𝐻̇𝐸 = −1

2
𝜑̇2
𝐸, (6.8)

где индекс 𝐸 соответствует гравитации Эйнштейна.

Рассмотрим метод построения точных решений уравнений (6.5)–(6.6) на основе функ­

циональной связи 𝐻𝐸 = 𝑓(𝐻, 𝜉) между моделями, основанными на гравитации Эйнштейна

и космологическими моделями с гравитацией ЭГБ, определенной таким образом, чтобы в

случае 𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 уравнения (6.5)–(6.6) переходили в (6.7)–(6.8) и 𝐻 = 𝐻𝐸, 𝑎 = 𝑎𝐸, 𝜑 = 𝜑𝐸,

𝑉 = 𝑉𝐸.

Связь между параметрами Хаббла для случая ЭГБ-инфляции 𝐻 и стандартной ин­

фляции 𝐻𝐸 определим следующим образом

𝐻𝐸 = 𝐻(1− 2𝜉𝐻), (6.9)

что, после подстановки (6.9) в уравнения (6.7)–(6.8) приводит к исходным (6.5)–(6.6).
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Используя данную связь, запишем уравнения (6.5)–(6.6) как

𝑉 (𝜑) = −2𝐻2 + 5𝐻𝐻𝐸 + 𝐻̇𝐸, (6.10)

1

2
𝜑̇2 = −𝐻̇𝐸 +𝐻𝐻𝐸 −𝐻2, (6.11)

𝜉 =
𝐻 −𝐻𝐸

2𝐻2
, (6.12)

где случаю 𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 соответствует 𝐻 = 𝐻𝐸, 𝑎 = 𝑎𝐸, и уравнения (6.10)–(6.11) сводятся к

(6.7)–(6.8).

Поскольку уравнения (6.10)–(6.12) содержат пять неизвестных функций, для постро­

ения точных решений необходимо задать две из них или определить дополнительные соот­

ношения между ними, руководствуясь требованием ускоренного расширения Вселенной и

рассматривая физические потенциалы, соответствующие появлению элементарных частиц

по завершении стадии космологической инфляции.

В качестве метода генерирования точных космологических решений рассмотрим

априорное определение связи между 𝐻 и 𝐻𝐸, в контексте которого рассмотрим три слу­

чая: модели, связанные со стандартной инфляцией как 𝐻𝐸 = 𝐻 + 𝛽, где 𝛽 – некоторая

произвольная постоянная, модели без связи со стандартной инфляцией 𝐻𝐸 = 0 и модели,

совпадающие со стандартной инфляцией только на стадии де Ситтера 𝐻𝐸 = 𝐻 + 𝐻̇𝐻−1.

Альтернативным методом построения точных решений является задание эволюции

функции неминимального взаимодействия скалярного поля и скаляра Гаусса-Бонне 𝜉 =

𝜉(𝑡), что сразу определяет связь между 𝐻 и 𝐻𝐸, исходя из уравнения (6.12).

6.2.1 Космологические модели с 𝐻𝐸 = 𝐻 + 𝛽

В этом случае, уравнения (6.10)–(6.12) записываются следующим образом

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 + 5𝛽𝐻 + 𝐻̇, (6.13)

1

2
𝜑̇2 = 𝛽𝐻 − 𝐻̇, (6.14)

𝛽 = −2𝜉𝐻2. (6.15)

Рассмотрим следующие параметр Хаббла и постоянную 𝛽

𝐻(𝑡) = 𝐶 exp(−𝐴𝑡), (6.16)

𝛽 =
𝐴2𝐵2

8𝐶
− 𝐴. (6.17)
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В результате, получим точные решения уравнений (6.13)–(6.15) с потенциалом

Хиггса

𝜑(𝑡) = 𝐵 exp

(︂
−𝐴

2
𝑡

)︂
, (6.18)

𝑉 (𝜑) =
𝜑2

4𝐵2

(︂
24𝐶2

𝐵2
𝜑2 + 5𝐴2𝐵2 − 48𝐴𝐶

)︂
, (6.19)

𝜉 =
𝐴(8𝐶 − 𝐴𝐵2)

16𝐶2
exp(2𝐴𝑡), (6.20)

𝜉(𝜑) =
(8𝐶 − 𝐴𝐵2)𝐵4

32𝐶2
𝜑−4. (6.21)

Для случая 8𝐶 = 𝐴𝐵2 получим решения для стандартной инфляции с гравитацией Эйн­

штейна.

При другом выборе соотношения между параметрами 𝐶 = 5
48
𝐴𝐵2 получим потенци­

ал

𝑉 (𝜑) =
25

384
𝐴2𝜑4, (6.22)

соответствующий хаотической инфляции [33], со следующей функцией

𝜉(𝜑) = −4.608

𝐴2
𝜑−4, (6.23)

также с параметром Хаббла и скалярным полем, следующими из (6.16) и (6.18).

6.2.2 Космологические модели с 𝐻𝐸 = 0

Исходя из рассматриваемого условия, мы можем записать решения уравнений

(6.10)–(6.12) для фантомных полей с отрицательной кинетической энергией в следующем

виде

𝑉 (𝜑) = −2𝐻2, (6.24)

𝜑̇2 = 2𝐻2, (6.25)

2𝜉𝐻 = 1. (6.26)

Таким образом, посредством выбора параметра Хаббла 𝐻 = 𝐻(𝜑) из уравнения (6.24)

можно сразу определить потенциал скалярного поля.

Также, учитывая, что 𝜉 = 𝜉,𝜑𝜑̇, из уравнений (6.25)–(6.26) получим

𝜉,𝜑 = ± 1

2
√
2𝐻2

. (6.27)
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Теперь, в качестве примера, рассмотрим параметр Хаббла следующего вида

𝐻(𝜑) =
𝐴√
12

cos

(︃√︂
3

2
𝜑

)︃
, 𝐴 > 0. (6.28)

Из уравнений (6.24)–(6.27) получим точные решения

𝜑(𝑡) =

√︂
2

3
arctg

(︂
𝑒𝐴𝑡 − 1

𝑒𝐴𝑡 + 1

)︂
, (6.29)

𝑉 (𝜑) = −𝐴
2

6
cos2

(︃√︂
3

2
𝜑

)︃
, (6.30)

𝜉 =

√︀
6(1 + 𝑒2𝐴𝑡)

𝐴(1 + 𝑒𝐴𝑡)
, 𝜉(𝜑) = ±2

√
3

𝐴2
tg

(︃√︂
3

2
𝜑

)︃
+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (6.31)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp
{︁ 1

2
√
6

[︁
arcsinh(𝑒𝐴𝑡)− arth

(︁ 1√
𝑒2𝐴𝑡 + 1

)︁]︁}︁
. (6.32)

Также, можно записать уравнения (6.24)–(6.26) в другой форме

𝜑(𝑡) = ±
√
2 ln(𝑎(𝑡)) + 𝑐, (6.33)

𝑉 (𝑡) = −2

(︂
𝑎̇

𝑎

)︂2

, (6.34)

𝜉(𝑡) =
1

2

∫︁
𝑎

𝑎̇
𝑑𝑡, (6.35)

где 𝑐 – константа интегрирования.

Таким образом, по заданному масштабному фактору 𝑎 = 𝑎(𝑡), из уравнений

(6.33)–(6.35) можно определить остальные параметры космологических моделей.

В качестве примера, рассмотрим масштабный фактор

𝑎(𝑡) = 𝐴 exp(𝐵𝑡𝑚), 𝑚 > 0, 𝐵 > 0. (6.36)

Из уравнений (6.33)–(6.35) запишем точные решения

𝜑(𝑡) = ±
√
2𝐵𝑡𝑚 + 𝑐1, 𝑐1 = 𝑐±

√
2 ln𝐴, (6.37)

𝑉 (𝜑) = −2𝐵2𝑚2

(︂
±𝜑− 𝑐1√

2𝐵

)︂ 2(𝑚−1)
𝑚

, (6.38)

𝜉 =
𝑡1−𝑚

2𝐵𝑚
, (6.39)

𝜉(𝜑) =
1

2(2−𝑚)𝑚𝐵

(︂
±𝜑− 𝑐1√

2𝐵

)︂ 2−𝑚
𝑚

+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (6.40)

для моделей инфляции со степенным потенциалом.

В случае специального выбора параметра 𝑚 = 1/2 и 𝑚 = 1/3 получим потенциалы

𝑉 (𝜑) ∝ −(𝜑− 𝑐1)
−2 и 𝑉 (𝜑) ∝ −(𝜑− 𝑐1)

−4.
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6.2.3 Космологические модели с 𝐻𝐸 = 𝐻 + 𝐻̇𝐻−1

В таком случае уравнения (6.10)–(6.12) записываются следующим образом

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 + 6𝐻̇ +
𝑑

𝑑𝑡

(︃
𝐻̇

𝐻

)︃
, (6.41)

1

2
𝜑̇2 = − 𝑑

𝑑𝑡

(︃
𝐻̇

𝐻

)︃
, (6.42)

𝜉 = − 𝐻̇

2𝐻3
. (6.43)

Из соотношения 𝐻𝐸 = 𝐻 + 𝐻̇𝐻−1 видно, что 𝐻𝐸 = 𝐻 только для постоянного

параметра Хаббла 𝐻 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, что соответствует стадии де Ситтера. Определяя 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 =√︀
Λ/3, где Λ – космологическая постоянная, получим 𝑉 = Λ, 𝜑 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, с

масштабным фактором 𝑎(𝑡) ∝ exp(
√︀

Λ/3 𝑡).

Теперь рассмотрим модель космологической инфляции с параметром Хаббла

𝐻(𝑡) = 𝐴𝑡𝑛, 𝑛 ̸= −1, (6.44)

или с масштабным фактором

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

(︂
𝐴

𝑛+ 1
𝑡𝑛+1

)︂
. (6.45)

Точные решения для степенной ЭГБ-инфляции с 𝑛 = −1 для случая степенной ин­

фляции рассматривались в работах [311;316] на основе других методов построения точных

решений.

Соответствующий параметр Хаббла для стандартной инфляции

𝐻𝐸(𝑡) = 𝐴𝑡𝑛 +
𝑛

𝑡
. (6.46)

Из уравнений (6.41)–(6.43) получим

𝜑(𝑡) = ±
√
2𝑛 ln 𝑡+ 𝑐2, (6.47)

𝑉 = 3𝐴2 exp
(︁
∓
√
2𝑛𝜙

)︁
+ 6𝐴𝑛 exp

(︂
∓𝑛− 1√

2𝑛
𝜙

)︂
− 𝑛 exp

(︃
±
√︂

2

𝑛
𝜙

)︃
, (6.48)

𝜉 = − 𝑛

2𝐴2
𝑡−2𝑛−1, (6.49)

𝜉(𝜙) =
1

4𝐴2
exp

(︁
±
√
2𝑛𝜙

)︁
+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (6.50)

точные космологические решения для экспоненциального потенциала, где 𝜙 = 𝜑− 𝑐2 и 𝑐2

– константа интегрирования.
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6.3 Параметр расхождения между стандартной и

ЭГБ-инфляцией

Теперь запишем систему уравнений космологической динамики для случая ЭГБ­

инфляции в терминах параметра расхождения Δ𝐺𝐵(𝑡)

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 + 5𝐻Δ𝐺𝐵 + 𝐻̇ + Δ̇𝐺𝐵, (6.51)

1

2
𝜑̇2 = 𝐻Δ𝐺𝐵 − 𝐻̇ − Δ̇𝐺𝐵, (6.52)

Δ𝐺𝐵 = −2𝜉𝐻2. (6.53)

Отметим, что Δ𝐺𝐵 определяет различие между параметрами Хаббла для случая

гравитации Эйнштейна (или минимального взаимодействия скалярного поля и кривизны)

и Эйнштейна-Гаусса-Бонне Δ𝐺𝐵 = 𝐻𝐸 −𝐻. В случае 𝜉 = 0 получим Δ𝐺𝐵 = 0, и система

(6.51)–(6.52) переходит в уравнения стандартной космологии на основе ОТО.

Теперь рассмотрим модели ЭГБ-инфляции, в которых параметр Хаббла и эволюция

скалярного поля совпадают со случаем гравитации Эйнштейна 𝐻 = 𝐻𝐸, 𝜑 = 𝜑𝐸.

Для данного случая, параметр расхождения Δ𝐺𝐵 определим из следующего уравне­

ния

𝐻Δ𝐺𝐵 − Δ̇𝐺𝐵 = 0, (6.54)

из которого получим линейную связь параметра расхождения и масштабного фактора

Δ𝐺𝐵 = 𝑎(𝑡)𝛼𝐺𝐵, где 𝛼𝐺𝐵 – постоянный параметр, определяющий взаимодействие поля и

скаляра Гаусса-Бонне.

Подставляя параметр расхождения Δ𝐺𝐵 = 𝑎(𝑡)𝛼𝐺𝐵 в уравнения (6.51)–(6.53), полу­

чим

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 + 𝐻̇ + 6𝑎̇𝛼𝐺𝐵, (6.55)

𝜑̇2 = −2𝐻̇, (6.56)

𝜉 = −
(︁𝛼𝐺𝐵

2

)︁ 𝑎3
𝑎̇2

= −
(︁𝛼𝐺𝐵

2

)︁ 𝑎

𝐻2
. (6.57)

Следовательно, потенциал, в данном случае, будет отличаться от потенциала ска­

лярного поля в моделях с гравитацией Эйнштейна на слагаемое 𝑈𝐺𝐵 = 6𝑎̇𝛼𝐺𝐵, которое

появляется за счет взаимодействия поля и скаляра Гаусса-Бонне.

Таким образом, параметр расхождения Δ𝐺𝐵 можно использовать в качестве генери­

рующей функции и использовать отличные от линейной зависимости случаи для построе­

ния точно разрешимых космологических моделей, основанных на гравитации Эйнштейна­

Гаусса-Бонне.
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6.4 Влияние неминимальной связи на космологическую

динамику

Влияние неминимальной связи на динамику можно оценить по знаку 𝜉, в случае

убывания функции 𝜉(𝑡) (𝜉 < 0) получим 𝐻 − 𝐻𝐸 < 0, что означает уменьшение тем­

па расширения Вселенной относительно стандартной космологической модели и обратное

влияние (ускорение) в случае роста функции неминимальной связи 𝜉(𝑡).

Для плоской Вселенной ФРУ можно оценить влияние неминимального взаимодей­

ствия на динамику посредством разности числа 𝑒-фолдов между стандартной и ЭГБ­

инфляцией

Δ𝑁 = 𝑁 −𝑁𝐸 =

∫︁ 𝑡𝑒

𝑡𝑖

(𝐻 −𝐻𝐸)𝑑𝑡 = 2

∫︁ 𝑡𝑒

𝑡𝑖

𝜉𝐻2𝑑𝑡 = −
∫︁ 𝑡𝑒

𝑡𝑖

Δ𝐺𝐵𝑑𝑡, (6.58)

где 𝑡𝑖 и 𝑡𝑒 - времена, соответствующие началу и завершению инфляционной стадии.

Для моделей с 𝐻𝐸 = 𝐻 + 𝛽 получим Δ𝑁 = −𝛽(𝑡𝑒 − 𝑡𝑖), то есть различие по числу

𝑒-фолдов зависит от значения и знака параметра 𝛽.

Для моделей с 𝐻𝐸 = 𝐻 + 𝐻̇𝐻−1 получим

Δ𝑁 = −
∫︁ 𝑡𝑒

𝑡𝑖

𝐻̇

𝐻
𝑑𝑡 = −

∫︁ 𝐻𝑒

𝐻𝑖

𝑑𝐻

𝐻
= ln

(︂
𝐻𝑖

𝐻𝑒

)︂
(6.59)

Для моделей с 𝐻𝐸 = 0 различие Δ𝑁 = 𝑁 =
∫︀ 𝑡𝑒
𝑡𝑖
𝐻𝑑𝑡, то есть равно числу 𝑒-фолдов в

ЭГБ-инфляции.

Таким образом, в результате найденной в явном виде функциональной связи пара­

метров Хаббла для стандартной инфляции, основанной на ОТО и инфляции с ЭГБ грави­

тацией 𝐻𝐸 = 𝑓(𝐻,𝜉), появляется возможность простой процедуры генерирования точных

решений с физическими потенциалами, также возможность качественной (по знаку 𝜉) и

количественной (по значению Δ𝑁) оценки влияния неминимального взаимодействия ска­

лярного поля и скаляра Гаусса-Бонне на космологическую динамику.

6.5 Влияние неминимальной связи на потенциал

Теперь рассмотрим влияние неиминимального взаимодействия (связи) скалярного

поля и скаляра Гаусса-Бонне на потенциал для моделей с линейной зависимостью функции

неминимального взаимодействия от масштабного фактора Δ𝐺𝐵 = 𝑎(𝑡)𝛼𝐺𝐵, полученных в

разделе S 6.3.
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В качестве примера, рассмотрим космологическую модель со следующим парамет­

ром Хаббла и соответствующим масштабным фактором

𝐻𝐸(𝑡) = 𝐻(𝑡) = −𝐴𝑡+𝐵, 𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

(︂
𝐵𝑡− 𝐴

2
𝑡2
)︂
. (6.60)

Точные решения для этой модели получим из уравнений (6.55)-(6.57)

𝜑(𝑡) =
√
2𝐴 𝑡, (6.61)

𝜉(𝜑) =
𝑎0𝛼𝐺𝐵

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
exp

(︃
𝐵2

2𝐴
−

(︁√
𝐴
2
𝜑−𝐵

)︁2

2𝐴

)︃
𝐴
(︁√︁

𝐴
2
𝜑−𝐵

)︁ +

√︃
𝜋𝑒

𝐵2

𝐴

2𝐴3
erf

⎛⎝
√︁

𝐴
2
𝜑−𝐵

√
2𝐴

⎞⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎦+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (6.62)

𝑉 (𝜑) = 3

(︃
−
√︂
𝐴

2
𝜑+𝐵

)︃2

+ 6𝑎0𝛼𝐺𝐵

(︃
−
√︂
𝐴

2
𝜑+𝐵

)︃
exp

(︂
𝐵𝜑√
2𝐴

− 1

4
𝜑2

)︂
− 𝐴, (6.63)

где «erf» означает функцию ошибок.

На Рис. 6.1 представлен потенциал для различных значений константы связи ска­

лярного поля и скаляра Гаусса-Бонне.

Рисунок 6.1 — Потенциал скалярного поля 𝑉 (𝜑) для различных значений параметра

неминимального взаимодействия 𝛼𝐺𝐵.

Случай 𝛼𝐺𝐵 = 0 соответсвует хаотической инфляции с различным возможным вы­

бором исходного вакуумного состояния [33], для 𝛼𝐺𝐵 = 1 получим сценарий «новой ин­

фляции» [33; 43] с переходом поля из определенного состояния фальшивого вакуума в

состояние истинного вакуума (значение потенциала в минимуме можно определять с по­

мощью выбора параметров модели так чтобы 𝑉 (𝜑)𝑚𝑖𝑛 = 0 для каждого случая), случай
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𝛼𝐺𝐵 > 1 соответствует сценарию «старой инфляции» [3; 33] с туннелированием скаляр­

ного поля к минимуму потенциала, причем высота потенциального барьера зависит от

значения параметра 𝛼𝐺𝐵.

В данном случае, взаимодействие скалярного поля и скаляра Гаусса-Бонне изменяет

форму потенциала и создает определенное состояние фальшивого вакуума, из которого

скалярное поле переходит в состояние истинного вакуума. Такой тип потенциалов (для

случая 𝛼𝐺𝐵 = 1) часто рассматривается в контексте теории струн и супергравитации [16],

что соответствует исходному утверждению о том, что скаляр Гаусса-Бонне возникает в

низкоэнергетическом пределе действия для струн. Следовательно, неминимальное взаи­

модействие скалярного поля и скаляра Гаусса-Бонне изменяет физическое содержание

процесса инфляции ввиду модификации потенциала. Зависимости формы потенциала от

значения параметра 𝛼𝐺𝐵 можно получить и для других моделей ранней Вселенной.

6.6 Космологические возмущения в ЭГБ-инфляции

Финальным шагом построения теорий космологической инфляции на основе грави­

тации Эйнштейна-Гаусса-Бонне является верификация моделей по параметрам космоло­

гических возмущений на основе функций [282–284] в терминах параметра расхождения

𝑤1 ≡ 1− 4𝐻𝜉 = 1 + 2
Δ𝐺𝐵

𝐻
, (6.64)

𝑤2 ≡ 2𝐻 − 12𝐻2𝜉 = 2(𝐻 + 3Δ𝐺𝐵), (6.65)

𝑤3 ≡ −9𝐻2 +
3

2
𝜑̇2 + 72𝐻3𝜉 = −9𝐻2 − 33𝐻Δ𝐺𝐵 − 3(𝐻̇ + Δ̇𝐺𝐵), (6.66)

𝑤4 ≡ 1− 4𝜉 = 1 + 2
Δ̇𝐺𝐵

𝐻2
− 4

Δ𝐺𝐵𝐻̇

𝐻3
, (6.67)

со следующими скоростями распространения скалярных и тензорных возмущений

𝑐2𝑆 ≡ 3(2𝑤2
1𝑤2𝐻 − 𝑤2

2𝑤4 + 4𝑤1𝑤̇1𝑤2 − 2𝑤2
1𝑤̇2)

𝑤1(4𝑤1𝑤3 + 9𝑤2
2)

, (6.68)

𝑐2𝑇 ≡ 𝑤4

𝑤1

, (6.69)

и спектрами мощности

𝒫𝑆 =
𝐻2

8𝜋2𝑄𝑆𝑐3𝑆
, (6.70)

𝒫𝑇 =
𝐻2

2𝜋2𝑄𝑇 𝑐3𝑇
, (6.71)

где

𝑄𝑆 ≡ 𝑤1(4𝑤1𝑤3 + 9𝑤2
2)

3𝑤2
2

, 𝑄𝑇 ≡ 𝑤1

𝑠
, (6.72)
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𝑄𝑆 =

(︀
1 + 2Δ𝐺𝐵

𝐻

)︀
3(2𝐻 + 6Δ𝐺𝐵)2

[︃
9(2𝐻 + 6Δ𝐺𝐵)

2

+ 4

(︂
1 + 2

Δ𝐺𝐵

𝐻

)︂
(−9𝐻2 − 33𝐻Δ𝐺𝐵 − 3𝐻̇ − 3Δ̇𝐺𝐵)

]︃
, (6.73)

𝑄𝑇 =
1

𝑠

(︂
1 + 2

Δ𝐺𝐵

𝐻

)︂
, (6.74)

и тензорно-скалярным отношением

𝑟 =
𝒫𝑇
𝒫𝑆

= 4× 𝑄𝑆

𝑄𝑇

(︂
𝑐𝑆
𝑐𝑇

)︂3

. (6.75)

В общем случае, 𝑐𝑆 = 𝑐𝑆(𝑡) и 𝑐𝑇 = 𝑐𝑆(𝑡) и время пересечения радиуса Хаббла опре­

деляется из условия 𝑐𝑆𝑘 = 𝑎𝐻 для скалярных возмущений и 𝑐𝑇𝑘 = 𝑎𝐻 для тензорных

возмущений. Также определение скоростей распространения скалярных и тензорных воз­

мущений дает дополнительный критерий верификации таких моделей, именно 𝑐2𝑆 > 0 и

𝑐2𝑇 > 0.

Определим выражения для скоростей распространения космологических возмуще­

ний в терминах параметра расхождения и параметра Хаббла

𝑐2𝑆 =
𝑄

(Δ𝐺𝐵)
𝑆1

𝑄
(Δ𝐺𝐵)
𝑆2

, (6.76)

где 𝑄(Δ𝐺𝐵)
𝑆1 и 𝑄(Δ𝐺𝐵)

𝑆2 определяются следующим образом

𝑄
(Δ𝐺𝐵)
𝑆1 ≡ 𝐻2𝐻̇ −𝐻3Δ𝐺𝐵 − 7𝐻2Δ2

𝐺𝐵 − 12𝐻Δ3
𝐺𝐵 +𝐻2Δ̇𝐺𝐵

+ 4Δ̇𝐺𝐵Δ𝐺𝐵𝐻 + 6Δ̇𝐺𝐵Δ
2
𝐺𝐵 + 4𝐻𝐻̇Δ𝐺𝐵 − 12Δ3

𝐺𝐵

𝐻̇

𝐻
, (6.77)

𝑄
(Δ𝐺𝐵)
𝑆2 ≡ (𝐻 + 2Δ𝐺𝐵)(𝐻𝐻̇ −𝐻2Δ𝐺𝐵 − 5𝐻Δ2

𝐺𝐵 +𝐻Δ̇𝐺𝐵

+ 2Δ̇𝐺𝐵Δ𝐺𝐵 + 2Δ𝐺𝐵𝐻̇). (6.78)

𝑐2𝑇 =
𝑄

(Δ𝐺𝐵)
𝑇1

𝑄
(Δ𝐺𝐵)
𝑇2

, (6.79)

где 𝑄(Δ𝐺𝐵)
𝑇1 и 𝑄(Δ𝐺𝐵)

𝑇2 определяются как

𝑄
(Δ𝐺𝐵)
𝑇1 ≡ 𝐻 + 2

Δ̇𝐺𝐵

𝐻
− 4Δ𝐺𝐵

𝐻̇

𝐻2
, (6.80)

𝑄
(Δ𝐺𝐵)
𝑇2 ≡ 𝐻 + 2Δ𝐺𝐵. (6.81)

Таким образом, выражения для наклонов спектров мощности скалярных и тензор­

ных возмущений записывается следующим образом

𝑛𝑆 − 1 ≡ 𝑑 ln𝒫𝑆
𝑑 ln 𝑘

=
𝑑 ln𝒫𝑆
𝑑 ln

(︁
𝑎𝐻
𝑐𝑆

)︁ , 𝑛𝑇 ≡ 𝑑 ln𝒫𝑇
𝑑 ln 𝑘

=
𝑑 ln𝒫𝑇
𝑑 ln

(︁
𝑎𝐻
𝑐𝑇

)︁ . (6.82)
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В случае степенной инфляции скорости распространения космологических возмуще­

ний 𝑐𝑆 и 𝑐𝑇 являются постоянными, параметры космологических возмущений для степен­

ного расширения в ЭГБ-инфляции рассматривались ранее в работах [311;316]. Также, для

случая медленного изменения скоростей 𝑐𝑆 ≃ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и 𝑐𝑇 ≃ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 получим

𝑛𝑆 − 1 =
𝑐𝑆𝒫̇𝑆

𝐻(1− 𝜖)𝒫𝑆
, 𝑛𝑇 =

𝑐𝑇 𝒫̇𝑇
𝐻(1− 𝜖)𝒫𝑇

. (6.83)

В качестве примера анализа космологических возмущений рассмотрим модель с мас­

штабным фактором (6.60), точные решения для которой рассматривались в разделе S 6.5.

В данном случае (равно как и в общем случае), выражения для параметров космологиче­

ских возмущений и скоростей распространения достаточно громоздкие, по этой причине,

приведем только результаты расчетов, на основе соотношений (6.64)–(6.82), после подста­

новки в них масштабного фактора (6.60) и параметра расхождения Δ𝐺𝐵 = 𝛼𝐺𝐵𝑎(𝑡).

Рисунок 6.2 — Параметры космологических возмущений и скорости распространения

скалярных и тензорных мод для модели ЭГБ-инфляции с масштабным фактором (6.60)

в случае 𝛼𝐺𝐵 = 1, 𝐴 = 10.

На Рис. 6.2 представлены скорости распространения и значения параметров космоло­

гических возмущений для времени пересечения радиуса Хаббла 𝑡 = 𝑡𝐻 (с нормировкой тен­

зора гравитационных волн 𝑠 = 4), для которого параметры соответствуют наблюдатель­

ным ограничениям (3.93)–(3.96). Отметим, что 𝑐2𝑆 > 0 и 𝑐2𝑇 > 0, что является критерием
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стабильности данной модели, также, рассматривая асимптотическое поведение скоростей

распространения возмущений, получим 𝑐𝑆(𝑡→ ∞) = 1 и 𝑐𝑇 (𝑡→ ∞) = 1.

Также для вычисления параметров космологических возмущений используются ме­

тоды, основанные на приближении медленного скатывания, в рамках которых параметры

медленного скатывания рассчитываются из потенциала 𝑉 (𝜑) и функции неминимально­

го взаимодействия 𝜉(𝜑), определенных в терминах скалярного поля [133; 148]. В данных

работах результаты соответствовали случаю 𝑠 = 1 нормировки амплитуды тензора грави­

тационных волн.

Отметим, что, исходя из эволюции параметра расхождения Δ𝐺𝐵 = 𝛼𝐺𝐵𝑎(𝑡), на пе­

ресечении радиуса Хаббла для 60-ти 𝑒-фолдов получим Δ𝐺𝐵(𝑁 = 60)/Δ𝐺𝐵(𝑁 = 0) =

exp(60) ≈ 1026. Таким образом, для случая сопоставимых эффектов ОТО и ЭГБ на пе­

ресечении радиуса Хаббла исходное расхождение в моделях данного типа должно быть

порядка Δ𝐺𝐵(𝑁 = 0) ∼ 10−26, что, однако, не является обязательным условием для вери­

фикации моделей ЭГБ-инфляции по параметрам космологических возмущений.

6.7 Соответствие космологических моделей на основе ОТО и

ЭГБ-гравитации

Теперь получим космологические решения в ЭГБ-инфляции, полностью совпадаю­

щие со случаем гравитации Эйнштейна.

Для этого рассмотрим систему уравнений космологической динамики в следующем

виде

𝑉 (𝑡) = 3𝐻2 + 5𝐻Δ𝐺𝐵 + 𝐻̇ + Δ̇𝐺𝐵, (6.84)

𝜔(𝜑)

2
𝜑̇2 = 𝐻Δ𝐺𝐵 − 𝐻̇ − Δ̇𝐺𝐵, (6.85)

Δ𝐺𝐵 = −2𝜉𝐻2, (6.86)

где 𝜔(𝜑) – функция, определяющая взаимодействие поля и кинетической энергии, введение

которой характерно для скалярно-тензорных теорий гравитации.

Для этого случая рассмотрим уравнение

5𝐻Δ𝐺𝐵 + Δ̇𝐺𝐵 = 0, (6.87)

решением которого является Δ𝐺𝐵 = 𝑎−5𝛼𝐺𝐵.

Подставляя Δ𝐺𝐵 = 𝑎−5𝛼𝐺𝐵 в уравнение (6.85), используя условие 𝜑̇ = −2𝐻̇, получим

𝜔(𝜑(𝑡)) = 1− 𝛼𝐺𝐵

(︂
6𝐻

𝐻̇𝑎5

)︂
. (6.88)
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Из уравнения (6.86) получим вид функции неминимального взаимодействия

𝜉 = −Δ𝐺𝐵

2𝐻2
= − 𝛼𝐺𝐵

2𝑎5𝐻2
. (6.89)

Таким образом, полученным функциям (6.88) и (6.89) соответствует следующая си­

стема уравнений

𝑉 (𝜑(𝑡)) = 3𝐻2 + 𝐻̇, (6.90)

𝜑̇2 = −2𝐻̇, (6.91)

полностью аналогичных уравнениям в космологических моделях, основанных на гравита­

ции Эйнштейна.

Также запишем уравнения динамики (6.90)–(6.91) и функции (6.88)–(6.89) в терми­

нах скалярного поля, используя соотношения

𝐻̇ = −2𝐻 ′2
𝜑 , 𝜉 = 𝜉′𝜑𝜑̇ = −2𝜉′𝜑𝐻

′
𝜑, 𝑎(𝜑) = 𝑎0 exp

(︃
−1

2

∫︁
𝐻

𝐻 ′
𝜑

𝑑𝜑

)︃
. (6.92)

В результате, получим

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 − 2𝐻 ′2
𝜑 , (6.93)

𝜑̇2 = −2𝐻 ′
𝜑, (6.94)

𝜉′𝜑 =
𝛼𝐺𝐵

4𝑎50𝐻
′
𝜑𝐻

2
exp

(︃
5

2

∫︁
𝐻

𝐻 ′
𝜑

𝑑𝜑

)︃
, (6.95)

𝜔(𝜑) = 1 +
3𝐻𝛼𝐺𝐵
𝐻 ′2
𝜑

exp

(︃
5

2

∫︁
𝐻

𝐻 ′
𝜑

𝑑𝜑

)︃
. (6.96)

Таким образом, можно использовать методы точных решений уравнений динамики,

рассмотренные ранее для случая моделей космологической инфляции на основе грави­

тации Эйнштейна, для генерирования точных решений в случае гравитации Эйнштейна­

Гаусса-Бонне. Отметим, что несмотря на формальное соответствие уравнений (6.90)–(6.91)

и (6.93)–(6.94) с уравнениями динамики для случая ОТО, параметры космологических

моделей, в общем случае, отличаются от параметров в стандартных моделях инфляции,

поскольку 𝜉 ̸= 0, 𝐻 ̸= 𝐻𝐸.

Теперь рассмотрим эволюцию параметра расхождения для данного класса моделей.

Поскольку параметр расхождения уменьшается по закону Δ𝐺𝐵 ∝ 𝑎−5(𝑡), отношение его

значений в начале и в конце стадии инфляции

Δ𝐺𝐵(𝑁 = 60)

Δ𝐺𝐵(𝑁 = 0)
= 𝑒−300 ≈ 5.2× 10−131. (6.97)

Таким образом, полагая, что в начале инфляции Δ𝐺𝐵(𝑁 = 0) ≪ 10131 получим

Δ𝐺𝐵(𝑁 = 60) ≃ 0 при ее завершении, то есть, при выполнении данного условия, в конце

инфляции получим 𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝐻 = 𝐻𝐸, 𝜑 = 𝜑𝐸 и 𝑉 = 𝑉𝐸 с высокой точностью.
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Далее, из выражений (6.64)–(6.75) определим функции

𝑤1 = 1, 𝑤2 = 2𝐻, 𝑤3 = −9𝐻2 − 3𝐻̇, 𝑤4 = 1, (6.98)

𝑄𝑆 = 𝜖, 𝑄𝑇 = 1/4, (6.99)

𝑐𝑆 = 1, 𝑐𝑇 = 1. (6.100)

Подставляя (6.98)–(6.100) в уравнения (6.70)–(6.75) получаем параметры космологи­

ческих возмущений (3.79)–(3.85), соответствующие случаю стандартной инфляции на ос­

нове ОТО. Таким образом, данные модели ЭГБ-инфляции соответствуют моделям инфля­

ции, основанным на гравитации Эйнштейна как по фоновым решениям, так и на уровне

космологических возмущений.

Следовательно, при существенном упрощении расчетов параметров космологических

возмущений, в данных моделях сохраняется связь с моделями гетеротических струн и

модификацией гравитации Эйнштейна в начале стадии космологической инфляции, когда

значения параметра расхождения и функции неминимального взаимодействия достаточно

велики.

Также предложенный класс моделей удовлетворяет наблюдательным ограничениям

на скорость распространения гравитационных волн в современную эпоху: 𝑐𝑇 = 1 с точ­

ностью до 10−15 [25], поскольку зависимость Δ𝐺𝐵 ∝ 𝑎−5(𝑡) подразумевает быстрое умень­

шение расхождения между гравитацией Эйнштейна и ЭГБ-гравитацией при расширении

Вселенной. Таким образом, в современную эпоху, гравитация в данных моделях соответ­

ствует ОТО с высокой точностью.

6.8 Третье утверждение о эквивалентности космологических

решений

На основании результатов, полученных в разделах S 5.1 и S 5.6, сформулируем тре­

тье утверждение о эквивалентности фоновых космологических решений:

Для моделей космологической инфляции, содержащих скалярное поле и основанных

на гравитации Эйнштейна-Гаусса-Бонне

𝑆𝐺𝐵 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︂
1

2
𝑅− 1

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)− 1

2
𝜉(𝜑)𝑅2

𝐺𝐵

]︂
, (6.101)

где 𝜉(𝜑) – функция, определяющая неминимальное взаимодействие скалярного поля и ска­

ляра Гаусса-Бонне, в плоском четырехмерном пространстве Фридмана-Робертсона-Уоке­
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ра, уравнения космологической динамики

3𝐻2 =
1

2
𝜑̇2 + 𝑉 (𝜑) + 12𝜉𝐻3, (6.102)

− 2𝐻̇ = 𝜑̇2 − 4𝜉𝐻2 − 4𝜉𝐻(2𝐻̇ −𝐻2), (6.103)

𝜑+ 3𝐻𝜑̇+ 𝑉,𝜑 + 12𝜉,𝜑𝐻
2
(︁
𝐻̇ +𝐻2

)︁
= 0, (6.104)

для функции неминимального взаимодействия, следующей из условия

𝜉 = −Δ𝐺𝐵

2𝐻2
= − 𝛼𝐺𝐵

2𝑎5𝐻2
, (6.105)

𝜉′𝜑 =
𝛼𝐺𝐵

4𝑎50𝐻
′
𝜑𝐻

2
exp

(︃
5

2

∫︁
𝐻

𝐻 ′
𝜑

𝑑𝜑

)︃
, (6.106)

и кинетической функции

𝜔(𝑡) = 1− 𝛼𝐺𝐵

(︂
6𝐻

𝐻̇𝑎5

)︂
, (6.107)

𝜔(𝜑) = 1 +
3𝐻𝛼𝐺𝐵
𝐻 ′2
𝜑

exp

(︃
5

2

∫︁
𝐻

𝐻 ′
𝜑

𝑑𝜑

)︃
, (6.108)

уравнения (6.102)–(6.104) приводятся к виду, аналогичному уравнениям динамики в кос­

мологических моделях на основе ОТО

𝑉 (𝑡) = 3𝐻2 + 𝐻̇, 𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 − 2𝐻 ′2
𝜑 , (6.109)

𝜑̇2 = −2𝐻̇, 𝜑̇ = −2𝐻 ′
𝜑, (6.110)

и параметры космологических возмущений рассчитываются аналогично случаю моделей,

основанных на ОТО из соотношений (3.79)–(3.85).

На основе «первого утверждения о эквивалентности фоновых космологических ре­

шений», сформулированного в разделе S 2.7.6, это означает, что все независимые урав­

нения системы (5.104)–(5.106) приводятся к уравнению типа одномерного стационарного

уравнения Шрёдингера (2.293) с дополнительными соотношениями между параметрами

космологических моделей.

Поскольку рассмотренный класс моделей на основе гравитации Эйнштейна-Гаусса­

Бонне совпадает с космологическими моделями, основанными на гравитации Эйнштейна,

как на уровне фоновых решений, так и по параметрам космологических возмущений, на­

зовем их ОТО-подобными космологическими моделями.

Расхождения с гравитацией Эйнштейна для Δ𝐺𝐵(𝑁 = 0) ≪ 10131 существенны толь­

ко на начальном этапе эволюции Вселенной, что, однако, сохраняет исходную связь с моде­

лями эффективной квантовой гравитации [300;301], соответствующих появлению скаляра

Гаусса-Бонне в действии и модификации ОТО в начале стадии инфляции.
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6.9 Условия интегрируемости уравнений динамики для

ЭГБ-инфляции

Теперь сформулируем условия интегрируемости уравнений космологической дина­

мики для класса ОТО-подобных космологических моделей, основанных на гравитации

Эйнштейна-Гаусса-Бонне.

Для случая гравитации Эйнштейна, условие интегрируемости формулировалось в

разделе S 2.7.5 на основе нахождения в явном виде интеграла

𝐼(𝑡) =

∫︁
𝜓

𝜓
𝑑𝑡, (6.111)

для произвольной функции 𝜓.

Для космологических решений, удовлетворяющих условию (6.111), то есть для слу­

чая известных аналитических решений уравнений (6.109)–(6.110) сформулируем критерий

интегрируемости (в смысле существования точных аналитических решений) на основе

уравнения (6.106).

Рассматривая уравнение (6.106) в терминах новой функции Ψ(𝜑), связанной с функ­

цией неминимального взаимодействия следующим образом

𝜉(𝜑) = Ψ(𝜑) exp

(︃
5

2

∫︁
𝐻

𝐻 ′
𝜑

𝑑𝜑

)︃
, (6.112)

запишем исходное уравнение (6.106) в следующем виде(︂
Ψ′
𝜑𝐻

′
𝜑 +

5

2
Ψ𝐻

)︂
𝐻2 =

𝛼𝐺𝐵
4𝑎50

. (6.113)

Для 𝛼𝐺𝐵 = 0 получим

Ψ(𝜑) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡× exp

(︃
−5

2

∫︁
𝐻

𝐻 ′
𝜑

𝑑𝜑

)︃
, (6.114)

и, следовательно, из уравнения (6.112), имеем тривиальный случай 𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Для 𝛼𝐺𝐵 ̸= 0 существование точных аналитических решений уравнения (6.113) бу­

дет условием интегрируемости ОТО-подобных моделей, основанных на гравитации Эйн­

штейна-Гаусса-Бонне.

Также отметим, что на основе уравнения (6.113) можно рассматривать обратную

задачу построения точных космологических решений на основе использования Ψ(𝜑) как

генерирующей функции, восстанавливая из заданной функции Ψ(𝜑) зависимости 𝜉(𝜑) и

𝐻(𝜑). Далее, на основе полученного параметра Хаббла 𝐻(𝜑), можно восстановить потен­

циал и эволюцию скалярного поля с помощью уравнений (6.109)–(6.110).
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6.10 Точные ОТО-подобные решения в ЭГБ-инфляции

Теперь рассмотрим примеры построения точных решений для случая моделей ран­

ней Вселенной, основанных на гравитации Эйнштейна-Гаусса-Бонне, используя «третье

утверждение о эквивалентности космологических решений», на основе полученных ранее

точных решений.

Таким образом, будем решать прямую задачу реконструкции параметров модифици­

рованной теории гравитации по известным космологическим решениям, полученным на

основе гравитации Эйнштейна.

Вначале рассмотрим точные решения для моделей со степенным потенциалом, рас­

смотренные в разделе S 2.4.2.

Для этого случая, из уравнения (6.106) получаем

𝜉(𝜑) = −𝛼𝐺𝐵𝜑
−3𝑚

20𝐴3𝑎50

[︃
3𝑚Γ

(︂
−3𝑚

2
− 5𝜑2

4𝑚

)︂
+ 2Γ

(︂
1− 3𝑚

2

)︂(︂
−5𝜑2

4𝑚

)︂3𝑚/2

− 2𝑒
5𝜑2

4𝑚

]︃
, (6.115)

где «Γ» – Гамма-функция.

В частном случае 𝑚 = 1/3 из выражения (6.115) получим

𝜉(𝜑) =

√
15𝜋𝛼𝐺𝐵
20𝐴3𝑎50

[︃
Erfi

(︃√
15

2
𝜑

)︃]︃
, (6.116)

где «Erfi» – мнимая функция ошибок, которой соответствует действительная функция

неминимального взаимодействия 𝜉(𝜑) для канонического скалярного поля 𝜑.

Данная модель является верифицируемой по параметрам космологических возмуще­

ний, что было показано в разделе S 3.5.1.

Для моделей с экспоненциальным потенциалом, рассмотренных в разделе S 2.4.3,

получим три вида решений:

1. Степенная инфляция при условии 𝜇3 = 0.

Для этого случая, из уравнения (6.106) следует

𝜉(𝜑) = − 𝛼𝐺𝐵
𝑎20𝜇

3
1(6𝜇

2
2 − 5)

exp

[︂
(6𝜇2

2 − 5)

2𝜇2

𝜑

]︂
, (6.117)

Отметим, что эта модель, в данном случае, не верифицируется по параметрам

космологических возмущений и рассматривается в качестве примера.

2. Экспоненциально-степенная инфляция с параметром 𝜇2 =
√︀
5/4.

Для этого случая получим

𝜉(𝜑) = − 𝛼𝐺𝐵
5𝑎20𝜇3

⎡⎣−exp
(︁
−2𝜇3

𝜇1
𝑒
√
5𝜑/2
)︁

𝜇1(𝜇1 + 𝜇3𝑒
√
5𝜑/2)

+
2𝑒2

𝜇2
1

Ei

(︂
1,2

𝜇3

𝜇1

𝑒
√
5𝜑/2 + 2

)︂⎤⎦ , (6.118)

где «Ei» – экспоненциальная интегральная функция.
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3. Экспоненциально-степенная инфляция с параметром 𝜇2 =
√︀

5/6.

В рассматриваемом случае, из уравнения (6.106), получаем

𝜉(𝜑) =
𝛼𝐺𝐵
5𝑎20𝜇3

⎡⎣𝜇1 exp
(︁

3𝜇3
𝜇1
𝑒
√

5
6
𝜑
)︁

𝜇1 + 3𝜇3𝑒
√

5
6
𝜑

+ Ei

(︂
1,
3𝜇3

𝜇1

𝑒
√

5
6𝜑

)︂
+

2𝑒3

𝜇2
1

Ei

(︂
1,
3𝜇3

𝜇1

𝑒
√

5
6 + 3

)︂⎤⎦ ,
Данные модели соответствуют наблюдательным данным (см. раздел S 3.5.2). Так­

же отметим, что константы интегрирования во всех рассмотренных случаях выбирались

равными нулю, поскольку 𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 не оказывает влияния на космологическую динамику.

Теперь рассмотрим случай обобщенной экспоненциально-степенной инфляции. Дан­

ный тип инфляционных моделей рассматривался в разделах S 2.8.2 и S 3.7 в контексте

метода построения новых точных решений из известных и метода верификации космоло­

гических моделей за счет выбора параметров 𝑛 и 𝜆.

Соответствующий масштабный фактор определялся следующим образом

𝑎̄(𝑡) = 𝐶𝑎𝑛(𝑡)𝑒𝜆𝑡, (6.119)

напомним, что 𝑎(𝑡) – масштабный фактор исходной модели.

Для данного случая, из уравнения (6.105), получим

𝜉(𝑡) = −𝛼𝐺𝐵
5𝑎20

∫︁
𝑎2−5𝑛 exp(−5𝜆𝑡)

𝑛𝑎̇− 𝜆𝑎
𝑑𝑡. (6.120)

Таким образом, функция неминимального взаимодействия получена в квадратурах,

и ее явный вид зависит от выбора масштабного фактора 𝑎(𝑡) и параметров 𝑛 и 𝜆.

Далее, на основе известных точных решений, подставляя обратную зависимость 𝑡 =

𝑡(𝜑) в полученное выражение 𝜉 = 𝜉(𝑡), восстанавливается функция 𝜉 = 𝜉(𝜑).

6.11 Космологические модели на основе ЭГБ-гравитации во

Вселенной Фридмана с ненулевой кривизной

Теперь рассмотрим космологические модели, основанные на гравитации Эйнштейна­

Гаусса-Бонне, в случае ненулевой кривизны пространства ФРУ. Отметим, что вариация

действия (6.1) по метрике и полю, в данном случае, приводит к уравнениям динамики, к ко­

торым неприменимо «третье утверждение о эквивалентности космологических решений»,

обобщенное на случай ненулевой кривизны пространства, следовательно, для анализа дан­

ных моделей, необходима модификация ранее рассмотренных методов построения точных

решений.
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Уравнения космологической динамики в такого типа моделях записываются следу­

ющим образом [315]

3𝐻2 =
1

2
𝜑̇2 + 𝑉 (𝜑)− 3𝑘

𝑎2
+ 12𝜉𝐻

(︂
𝐻2 +

𝑘

𝑎2

)︂
, (6.121)

𝐻̇ = −1

2
𝜑̇2 +

𝑘

𝑎2
+ 2𝜉

(︂
𝐻2 +

𝑘

𝑎2

)︂
+ 2𝜉𝐻

(︂
2𝐻̇ −𝐻2 − 3𝑘

𝑎2

)︂
, (6.122)

𝜑+ 3𝐻𝜑̇+ 𝑉,𝜑 + 12𝜉,𝜑

(︂
𝐻2 +

𝑘

𝑎2

)︂(︁
𝐻̇ +𝐻2

)︁
= 0, (6.123)

где точка обозначает производную по времени, 𝐻 ≡ 𝑎̇/𝑎 – параметр Хаббла и 𝑉,𝜑 = 𝜕𝑉/𝜕𝜑,

постоянная 𝑘 = −1,0,1 соответствует замкнутой, плоской и открытой Вселенной ФРУ.

Поскольку из трех уравнений два являются независимыми, полевое уравнение (6.123)

может быть получено из уравнений Эйнштейна-Фридмана (6.121)–(6.122), на основе кото­

рых мы будем рассматривать космологическую динамику.

В случае 𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 уравнения (6.121)–(6.122) сводятся к уравнениям стандартной

космологии

3𝐻2
𝐸 =

1

2
𝜑̇2
𝐸 + 𝑉𝐸(𝜑)−

3𝑘

𝑎2𝐸
(6.124)

𝐻̇𝐸 = −1

2
𝜑̇2
𝐸 +

𝑘

𝑎2𝐸
, (6.125)

В данном случае, преобразования (6.105)–(6.108) не приводят к уравнениям динами­

ки, аналогичным рассматриваемым в космологических моделях на основе ОТО.

Связь между параметрами Хаббла для случая ЭГБ-инфляции 𝐻 и стандартной ин­

фляции 𝐻𝐸 определим следующим образом

𝐻𝐸 = 𝐻 − 2𝜉

(︂
𝐻2 +

𝑘

𝑎2

)︂
. (6.126)

В таком случае, уравнения (6.121)–(6.122) записываются как

𝑉 (𝜑) = −2𝐻2 + 5𝐻𝐻𝐸 + 𝐻̇𝐸 +
2𝑘

𝑎2
, (6.127)

1

2
𝜑̇2 = −𝐻̇𝐸 +𝐻𝐻𝐸 −𝐻2 +

𝑘

𝑎2
, (6.128)

𝜉 =
𝐻 −𝐻𝐸

2
(︀
𝐻2 + 𝑘

𝑎2

)︀ , (6.129)

где случаю 𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 соответствует 𝐻 = 𝐻𝐸, 𝑎 = 𝑎𝐸, и уравнения (6.127)–(6.128) сводятся

к (6.124)–(6.125).

Теперь, на основе уравнений (6.127)–(6.129), рассмотрим некоторые точные космоло­

гические решения в моделях ЭГБ-инфляции во Вселенной Фридмана с ненулевой кривиз­

ной.
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Экспоненциальное расширение Вселенной

Вначале рассмотрим экспоненциальное расширение Вселенной Фридмана с ненуле­

вой кривизной

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp(𝐴𝑡), 𝐻 = 𝐴, (6.130)

𝜑(𝑡) = 𝐵𝑡, (6.131)

где 𝐴 и 𝐵 – некоторые постоянные.

Из уравнений (6.127)–(6.129) получим точные решения вида

𝐻𝐸(𝑡) = 𝐴+
𝐵2

2𝐴
− 𝑘

3𝐴𝑎20
𝑒−2𝐴𝑡, (6.132)

𝜉(𝑡) = −
(︂

1

12𝐴4
+

𝐵2

8𝐴4

)︂
ln
⃒⃒
𝐴2𝑎20 + 𝑘𝑒−2𝐴𝑡

⃒⃒
− 𝐵2

4𝐴3
𝑡+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (6.133)

𝜉(𝜑) = −
(︂

1

12𝐴4
+

𝐵2

8𝐴4

)︂
ln
⃒⃒⃒
𝐴2𝑎20 + 𝑘𝑒−

2𝐴
𝐵
𝜑
⃒⃒⃒
− 𝐵

4𝐴3
𝜑+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (6.134)

𝑉 (𝜑) = 3𝐴2 +
5

2
𝐵2 +

𝑘

𝑎20
𝑒−

2𝐴
𝐵
𝜑. (6.135)

В частном случае пространственно плоской Вселенной Фридмана (𝑘 = 0) получим

𝐻𝐸(𝑡) = 𝐴+
𝐵2

2𝐴
, (6.136)

𝜉(𝜑) = −
(︂

1

12𝐴4
+

𝐵2

8𝐴4

)︂
ln𝐴2𝑎20 −

𝐵

4𝐴3
𝜑, (6.137)

𝑉 (𝜑) = 3𝐴2 +
5

2
𝐵2. (6.138)

Далее, из условия 𝐵 = 0, имеем 𝐻 = 𝐻𝐸 = 𝐴, 𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑉 = 𝑉𝐸 = 3𝐴2 и 𝜑 =

𝜑𝐸 = 0. То есть полученные решения в частном случае приводятся к случаю гравитации

Эйнштейна.

Степенное расширение Вселенной

Теперь рассмотрим степенное расширение Вселенной с логарифмической зависимо­

стью скалярного поля от времени

𝑎(𝑡) = 𝑎0𝑡
𝑚, 𝐻 = 𝑚/𝑡, 𝜑(𝑡) = 𝐶 ln(𝐵𝑡), (6.139)

где 𝑚 > 0, 𝐵 > 0 и 𝐶 – некоторые постоянные.
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Для 𝑚 = 2, из уравнений (6.127)–(6.129), получаем

𝐻𝐸(𝑡) =
𝐶2

6𝑡
+

4

3𝑡
− 𝑘

5𝑎20𝑡
3
, (6.140)

𝜉(𝑡) =

(︂
−𝐶

2

96
+

1

24

)︂
𝐵2𝑡2 +

(︂
𝑘𝐶2

384𝑎20
+

𝑘

480𝑎20

)︂
ln
⃒⃒
4𝑎20𝑡

2 + 𝑘
⃒⃒
+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (6.141)

𝜉(𝜑) =

(︂
−𝐶

2

96
+

1

24

)︂
𝑒

2𝜑
𝐶 +

(︂
𝑘𝐶2

384𝑎20
+

𝑘

480𝑎20

)︂
ln

⃒⃒⃒⃒
4𝑎20
𝐵2

𝑒
2𝜑
𝐶 + 𝑘

⃒⃒⃒⃒
+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (6.142)

𝑉 (𝜑) =
𝐵2

10𝑎20

(︁
15𝐶2𝑎20𝑒

2𝜑
𝐶 + 40𝑎20𝑒

2𝜑
𝐶 .+ 6𝑘𝐵2

)︁
𝑒−

4𝜑
𝐶 . (6.143)

Случаю 𝑘 = 0 соответствуют решения

𝐻𝐸(𝑡) =
𝐶2

6𝑡
+

4

3𝑡
, (6.144)

𝜉(𝜑) =

(︂
−𝐶

2

96
+

1

24

)︂
𝑒

2𝜑
𝐶 , (6.145)

𝑉 (𝜑) =
𝐵2

10

(︀
15𝐶2 + 40

)︀
𝑒−

2𝜑
𝐶 . (6.146)

Рассматривая 𝐶 = ±2, получим 𝐻 = 𝐻𝐸 = 2/𝑡, 𝜑(𝑡) = 𝜑𝐸(𝑡) = ±2 ln(𝐵𝑡), 𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝑉 (𝜑) = 𝑉𝐸(𝜑) = 10𝐵2𝑒∓2𝜑, то есть соответствие решениям в рамках ОТО.

Точные решения на основе анзацев

Теперь используем метод генерирования точных решений на основе соотношений (ан­

зацев) между параметрами Хаббла для ЭГБ-инфляции 𝐻 и стандартного инфляционного

сценария на основе ОТО 𝐻𝐸.

В качестве первого анзаца рассмотрим

− 𝐻̇𝐸 +𝐻𝐻𝐸 −𝐻2 = 0. (6.147)

Для параметра Хаббла 𝐻 = 𝑚/𝑡, соответствующего степенному расширению, из

уравнения (6.147) получим

𝐻𝐸(𝑡) =
𝑚2

(1 +𝑚)𝑡
. (6.148)

Параметры Хаббла 𝐻 и 𝐻𝐸 равны только в случае 𝑚 = 0 или 𝑎 = 𝑎0, то есть в

начале инфляционной стадии.

Для 𝑚 = 2 получим

𝜑(𝑡) =

√
2𝑘

𝑎0𝑡
, (6.149)
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𝜉(𝑡) =
1

24
𝑡2 − 𝑘

96𝑎20
ln
⃒⃒
4𝑎20𝑡

2 + 𝑘
⃒⃒
. (6.150)

𝜉(𝜑) =
𝑘

12𝑎20𝜑
2
− 𝑘

96𝑎20
ln

⃒⃒⃒⃒
8𝑘

𝜑2
+ 𝑘

⃒⃒⃒⃒
. (6.151)

𝑉 (𝜑) =
𝑎20
6𝑘
𝜑2(3𝜑2 + 20). (6.152)

Отметим, что случаю открытой Вселенной (𝑘 = −1) соответствует фантомное поле с

отрицательной кинетической энергией, в остальных случаях имеем каноническое скаляр­

ноен поле.

В качестве второго аназаца рассмотрим модели ЭГБ-инфляции без связи со стан­

дартными моделями, основанными на гравитации Эйнштейна, то есть выбираем 𝐻𝐸 = 0.

В таком случае, уравнения (6.127)–(6.129) приводятся к следующему виду

𝑉 (𝜑) = −2𝐻2 +
2𝑘

𝑎2
, (6.153)

1

2
𝜑̇2 = −𝐻2 +

𝑘

𝑎2
, (6.154)

𝜉 =
𝐻

2
(︀
𝐻2 + 𝑘

𝑎2

)︀ . (6.155)

Далее, исходя из определения 𝐻 = 𝑎̇/𝑎, перепишем уравнение (6.154) в терминах

масштабного фактора 𝑎(𝑡) следующим образом

𝑎̇2 +
1

2
(𝑎𝜑̇)2 = 𝑘. (6.156)

Вначале рассмотрим случай закрытой Вселенной 𝑘 = 1 с осциллирующей динамикой

𝑎(𝑡) = 𝐴 sin(𝐵𝑡), (6.157)

и дополнительным условием 𝑘 = 𝐴2𝐵2 = 1, где 𝐴 и 𝐵 – некоторые постоянные.

Из уравнений (6.156), (6.153) и (6.155) получим

𝜑(𝑡) = ±
√
2𝐵𝑡, 𝑉 = 2𝐵2, (6.158)

𝜉(𝑡) = − 1

4𝐵2
ln |cos(2𝐵𝑡) + 3| , (6.159)

𝜉(𝜑) = − 1

4𝐵2
ln
⃒⃒⃒
cos(

√
2𝜑) + 3

⃒⃒⃒
. (6.160)

Для случая открытой Вселенной (𝑘 = −1) рассмотрим фантомное поле с соответ­

ствующим уравнением

𝑎̇2 − 1

2
(𝑎𝜑̇)2 = −1. (6.161)

В уравнении (6.161) знак кинетической энергии 𝜑̇2/2 был изменен на противопо­

ложный, исходя из того, что рассматривается фантомное поле. Далее, из уравнений

(6.153)–(6.155) и (6.161) получаем аналогичные решения (6.158)–(6.160).
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В качестве другого примера, рассмотрим модель с фантомным полем, 𝑘 = −1 и

следующим масштабным фактором

𝑎(𝑡) = 𝐴 ch(𝐵𝑡), (6.162)

С учетом дополнительного условия 𝐴2𝐵2 = 1, из уравнений (6.153)–(6.155) и (6.161)

получаем

𝜑(𝑡) = ±
√
2𝐵𝑡, 𝑉 = 2𝐵2, (6.163)

𝜉(𝑡) =
1

4𝐵2
ln |ch(2𝐵𝑡)− 3| , (6.164)

𝜉(𝜑) =
1

4𝐵2
ln
⃒⃒⃒
ch
(︁√

2𝜑
)︁
− 3
⃒⃒⃒
. (6.165)

В данном случае, полученные решения определяют плоский потенциал 𝑉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

или эффективную космологическую постоянную, индуцированную неминимальным взаи­

модействием поля и скаляра Гаусса-Бонне.

Построение ОТО-подобных решений с модифицированным

потенциалом

Теперь рассмотрим функцию неминимального взаимодействия поля и скаляра

Гаусса-Бонне, которая определяется из уравнения

𝜉 = −
(︁𝛼𝐺𝐵

2

)︁ 𝑎3

𝑎̇2 + 𝑘
. (6.166)

В таком случае, уравнения (6.121)–(6.122) преобразуются в уравнения стандартной

инфляции (6.7)–(6.8) с модификацией потенциала за счет связи поля и скаляра Гаусса­

Бонне

𝑉 (𝜑) =
𝑎̈

𝑎
+ 2

𝑎̇2

𝑎2
+

2𝑘

𝑎2
+ 6𝑎̇𝛼𝐺𝐵, (6.167)

1

2
𝜑̇2 = −𝐻̇ +

𝑘

𝑎2
. (6.168)

Модифицированный потенциал записывается следующим образом 𝑉 = 𝑉𝐸+𝑉𝐺𝐵, где

𝑉𝐺𝐵 = 6𝑎̇𝛼𝐺𝐵.

В данном случае становится возможным использование решений, полученных ранее

в рамках гравитации Эйнштейна, для генерирования точных решений в моделях космо­

логической инфляции на основе гравитации Эйнштейна-Гаусса-Бонне во Вселенной Фрид­

мана с ненулевой кривизной.
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В качестве примера, рассмотрим решения (4.39)–(4.41), полученные в разделе S 4.1.2

в частном случае ненулевой кривизны (𝑚 = 2)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp(𝐶𝑡), (6.169)

𝜑(𝑡) = ± 1

𝐶

√︁
2𝑘𝑎−2

0 exp (−𝐶𝑡) , (6.170)

𝑉 (𝜑) = 3𝐶2 + 𝐶2𝜑2. (6.171)

Определив 𝜉 = 𝜉(𝑡) из уравнения (6.166) и подставляя обратную зависимость 𝑡 = 𝑡(𝜑)

в полученное выражение, запишем

𝜉(𝜑) =
𝛼𝐺𝐵

√
𝑘

2𝐶3

[︃
−
√
2

𝜑
+

1

𝐶
arctg

(︃√
2

𝜑

)︃]︃
+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (6.172)

Аналогично можно найти функцию неминимального взаимодействия поля и скаляра

Гаусса-Бонне на основе других точных решений, полученных в рамках ОТО.

6.12 Космологические модели но основе гравитации Хорндески

Теперь обобщим все рассмотренные ранее модели на основе гравитации Хорндески,

как модифицированной теории гравитации наиболее общего вида, приводящей к уравне­

ниям космологической динамики второго порядка [29; 134]. В данном случае, рассматри­

вается гравитация Хорндески, соответствующая обобщенной скалярно-тензорной теории

гравитации, включающей неминимальное взаимодействие скалярного поля как со скаля­

ром Гаусса-Бонне, так и со скаляром Риччи. Таким образом, космологические решения,

полученные на основе данной теории гравитации являются обобщенными и редуцируются

к частным случаям для нулевых значений параметров расхождения Δ𝑆𝑇 и Δ𝐺𝐵.

Рассмотрим действие для моделей инфляции со скалярным полем, соответствующее

теории гравитации Хорндески

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔(𝐿2 + 𝐿3 + 𝐿4 + 𝐿5), (6.173)

лагранжианы определяются следующим образом

𝐿2 = 𝐾(𝜑,𝑋), (6.174)

𝐿3 = −𝐺3(𝜑,𝑋)�𝜑, (6.175)

𝐿4 = 𝐺4(𝜑,𝑋)𝑅 +𝐺4,𝑋

[︀
(�𝜑)2 − (∇𝜇∇𝜈𝜑)(∇𝜇∇𝜈𝜑)

]︀
, (6.176)

𝐿5 = 𝐺5(𝜑,𝑋)𝐺𝜇𝜈∇𝜇∇𝜈𝜑− 1

6
𝐺5,𝑋 [(�𝜑)

3−

− 3(�𝜑)(∇𝜇∇𝜈𝜑)(∇𝜇∇𝜈𝜑) + 2(∇𝜇∇𝛼𝜑)(∇𝛼∇𝛽𝜑)(∇𝛽∇𝜇𝜑)], (6.177)
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где 𝑋 = −∇𝜇𝜑∇𝜇𝜑/2, �𝜑 = ∇𝜇∇𝜇𝜑; также 𝐾, 𝐺3, 𝐺4, 𝐺5 – некоторые функции 𝜑 и 𝑋;

𝐺𝑗,𝑋(𝜑,𝑋) = 𝜕𝐺𝑗(𝜑,𝑋)/𝜕𝑋 с 𝑗 = 4,5 [29; 134;135;145;320].

Построение точных решений для реалистичных моделей на основе гравитации Хорн­

дески является достаточно сложной задачей. Отметим, что в работе [145] была построена

классификация точных решений на основе симметрии Нётер.

Для обобщения рассматриваемых ранее моделей, построенных на гравитации Эйн­

штейна и с неминимальным взаимодействием скалярного поля со скалярами Риччи и

Гаусса-Бонне, функции 𝐾, 𝐺3, 𝐺4, 𝐺5 можно определить следующим образом [134]

𝐾 (𝜑,𝑋) = 𝜔𝑋 − 𝑉 (𝜑)− 4𝜉′′′′𝜑 𝑋
2 (3− ln𝑋) , (6.178)

𝐺3 (𝜑,𝑋) = −2𝜉′′′𝜑 𝑋 (7− 3 ln𝑋) , (6.179)

𝐺4 (𝜑,𝑋) =
1

2
(1 + 𝑓(𝜑))− 2𝜉′′𝜑𝑋 (2− ln𝑋) , (6.180)

𝐺5 (𝜑,𝑋) = 2𝜉′𝜑 ln𝑋, (6.181)

с уравнениями космологической динамики на стадии инфляции, аналогичными получен­

ным из действия

𝑆 =
1

2

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔 [𝐹 (𝜑,𝑅)− 𝜔(𝜑)𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 2𝑉 (𝜑)] , (6.182)

где 𝐹 (𝜑,𝑅) = 𝑅+ 𝑓(𝜑)𝑅+ 𝜉(𝜑)𝑅2
𝐺𝐵, функция 𝑓(𝜑) определяет взаимодействие скалярного

поля со скаляром Риччи и 𝜉(𝜑) – функция взаимодействия поля со скаляром Гаусса-Бонне.

Следовательно, мы рассматриваем модели космологической инфляции на основе гра­

витации Эйнштейна с поправками, индуцированными взаимодействием скалярного поля

и кривизны.

Уравнения космологической динамики, в таком случае, записываются следующим

образом

𝐸1 ≡ 3(𝛾 + 𝑓)𝐻2 + 3𝐻𝑓 − 𝜔

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑)− 12𝐻3𝜉 = 0, (6.183)

𝐸2 ≡ (𝛾 + 𝑓)(3𝐻2 + 2𝐻̇) + 2𝐻𝑓 + 𝑓 +
𝜔

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑)−−8𝐻3𝜉 − 8𝐻𝐻̇𝜉 − 4𝐻2𝜉 = 0, (6.184)

𝐸3 ≡ 𝜔𝜑+ 3𝜔𝐻𝜑̇+
1

2
𝜑̇2𝜔′

𝜑 + 𝑉 ′
𝜑 − 6𝐻2𝑓 ′

𝜑 − 3𝐻̇𝐹 ′
𝜑 ++12𝐻4𝜉′𝜑 + 12𝐻2𝐻̇𝜉′𝜑 = 0. (6.185)

Также, для трех уравнений (6.183)–(6.185) имеем дополнительное условие

𝜑̇𝐸3 + 𝐸̇1 + 3𝐻(𝐸1 − 𝐸2) = 0, (6.186)

с учетом которого, из этих уравнений только два являются независимыми.

Теперь запишем выражения для потенциала и кинетической энергии скалярного по­

ля, используя уравнения (6.183)–(6.184). Рассматривая уравнения 𝐸1+𝐸2 = 0 и 𝐸1−𝐸2 = 0
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получим

𝑉 (𝜑) = 3(1 + 𝑓)𝐻2 + (1 + 𝑓)𝐻̇ +
5

2
𝐻𝑓 +

1

2
𝑓 − 10𝐻3𝜉 − 2𝐻2𝜉 − 4𝐻𝐻̇𝜉, (6.187)

𝜔(𝜑)𝜑̇2 = 𝐻𝑓 − 2(1 + 𝑓)𝐻̇ − 𝑓 − 4𝐻3𝜉 + 8𝐻𝐻̇𝜉 + 4𝐻2𝜉. (6.188)

Частными случаями гравитации Хорндески будут:

1. 𝑓 = 0, 𝜔 = ±1, 𝜉 = 0 – случай ОТО (минимальное взаимодействие);

2. 𝑓 = 𝑓(𝜑), 𝜉 = 0, 𝜔 = 𝜔(𝜑) – скалярно-тензорная гравитация (с неминимальным

взаимодействием поля со скаляром Риччи);

3. 𝑓 = 0, 𝜔 = ±1, 𝜉 = 𝜉(𝜑) – гравитация Эйнштейна-Гаусса-Бонне;

4. 𝑓 = 𝑓(𝜑), 𝜔 = 𝜔(𝜑), 𝜉 = 𝜉(𝜑) – обобщенная скалярно-тензорная гравитация, вклю­

чающая неминимальное взаимодействие скалярного поля как со скаляром Риччи,

так и со скаляром Гаусса-Бонне.

Теперь запишем уравнения (6.187)–(6.188) в терминах параметров расхождения

Δ𝑆𝑇 = Δ𝑆𝑇 (𝑡) и Δ𝐺𝐵 = Δ𝐺𝐵(𝑡) с учетом следующих соотношений

𝑓(𝜑) = −Δ𝑆𝑇 , (6.189)

𝜉 = −Δ𝐺𝐵

2𝐻2
. (6.190)

Подставляя соотношения (6.189)–(6.190) в уравнения (6.187)–(6.188), получим

𝑉 (𝜑) = 3(1−Δ𝑆𝑇 )𝐻
2 + (1−Δ𝑆𝑇 )𝐻̇ − 5

2
𝐻Δ̇𝑆𝑇 − 1

2
Δ̈𝑆𝑇 + Δ̇𝐺𝐵 + 5𝐻Δ𝐺𝐵, (6.191)

𝜔(𝜑)𝜑̇2 = −2(1−Δ𝑆𝑇 )𝐻̇ −𝐻Δ̇𝑆𝑇 + Δ̈𝑆𝑇 − 2Δ̇𝐺𝐵 + 2𝐻Δ𝐺𝐵. (6.192)

Таким образом, Δ𝑆𝑇 = 0, Δ𝐺𝐵 = 0 соответствует первому классу моделей, Δ𝑆𝑇 ̸=

0, Δ𝐺𝐵 = 0 – второму классу моделей, Δ𝑆𝑇 = 0, Δ𝐺𝐵 ̸= 0 – третьему классу моделей

и Δ𝑆𝑇 ̸= 0, Δ𝐺𝐵 ̸= 0 – четвертому классу моделей в рассматриваемой в данной главе

классификации.

6.12.1 Утверждение о специальном классе космологических

моделей

На основе второго S 5.8 и третьего S 6.8 «утверждений о эквивалентности космоло­

гических решений» сформулируем утверждение о специальном классе космологических

моделей:

В четырехмерном пространстве Фридмана-Робертсона-Уокера, каждому точному

космологическому решению, полученному в рамках гравитации Эйнштейна из уравнений



183

(1.7)–(1.9) для скалярного поля 𝜑 ̸= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, существует аналогичное решение для случая

обобщенной скалярно-тензорной гравитации, с уравнениями космологической динамики

(6.183)–(6.185), включающей неминимальное взаимодействие поля со скалярами Риччи и

Гаусса-Бонне с нетривиальными, в общем случае, функциями неминимального взаимодей­

ствия 𝑓 ̸= 0, 𝜉 ̸= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и кинетической функцией 𝜔 ̸= 1. Такие решения представляют

собой основу построения специального класса космологических моделей, определяемых

действием (6.182).

Для доказательства этого утверждения рассмотрим следующую кинетическую функ­

цию и параметры расхождения

𝜔(𝜑) = 1 +
3

𝜖

(︂
Δ𝑆𝑇 + 2

Δ𝐺𝐵

𝐻

)︂
, (6.193)

Δ𝑆𝑇 (𝑡) = 𝛽𝑆𝑇𝑎
−2(𝑡), (6.194)

Δ𝐺𝐵(𝑡) = 𝛼𝐺𝐵𝑎
−5(𝑡), (6.195)

где 𝜖 = −𝐻̇/𝐻2.

После подстановки (6.193)–(6.195) в уравнения (6.191)–(6.192) получим

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 + 𝐻̇, (6.196)

𝜑̇2 = −2𝐻̇, (6.197)

то есть уравнения полностью аналогичные случаю гравитации Эйнштейна, следующие из

(1.7)–(1.9).

В терминах скалярного поля уравнения (6.196)–(6.197) записываются в виде уравне­

ний Иванова-Салопека-Бонда

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 − 2𝐻 ′2
𝜑 , (6.198)

𝜑̇2 = −2𝐻 ′
𝜑, (6.199)

с соответствующими параметрами обобщенной скалярно-тензорной гравитации

𝑓(𝑡) = − 𝛽𝑆𝑇
𝑎2(𝑡)

, 𝑓(𝜑) = −𝛽𝑆𝑇
𝑎20

exp

(︃∫︁
𝐻

𝐻 ′
𝜑

𝑑𝜑

)︃
, (6.200)

𝜉 = − 𝛼𝐺𝐵
2𝑎5𝐻2

, 𝜉′𝜑 =
𝛼𝐺𝐵

4𝑎50𝐻
′
𝜑𝐻

2
exp

(︃
5

2

∫︁
𝐻

𝐻 ′
𝜑

𝑑𝜑

)︃
, (6.201)

𝜔(𝑡) = 1− 3𝐻2

𝐻̇𝑎2

(︂
𝛽𝑆𝑇 +

2𝛼𝐺𝐵
𝐻𝑎3

)︂
= 1 +

3

𝜖(𝑡)𝑎2

(︂
𝛽𝑆𝑇 +

2𝛼𝐺𝐵
𝐻𝑎3

)︂
, (6.202)

𝜔(𝜑) = 1 +
3

2

(︃
𝐻

𝐻 ′
𝜑

)︃2

exp

(︃∫︁
𝐻

𝐻 ′
𝜑

𝑑𝜑

)︃[︃
𝛽𝑆𝑇 +

2𝛼𝐺𝐵
𝐻

exp

(︃
3

2

∫︁
𝐻

𝐻 ′
𝜑

𝑑𝜑

)︃]︃
. (6.203)

Следовательно, точные космологические решения, полученные для гравитации Эйн­

штейна, могут транслироваться на случай обобщенной скалярно-тензорной гравитации и

рассматриваться как ОТО-подобные.
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6.12.2 Точные ОТО-подобные решения для гравитации

Хорндески

Точные решения для случая гравитации Хорндески с параметрами (6.178)–(6.181)

можно построить на основе ранее полученных ОТО-подобных решений в ЭГБ-инфляции

S 6.9 с аналогичными рассмотренным в разделе S 6.9 условиями интегрируемости.

Например, для случая моделей со степенным потенциалом

𝑉 (𝜑) = 3𝐴2𝜑2𝑚 − 2𝐴2𝑛2𝜆𝜑2(𝑚−1), (6.204)

из соотношений (6.200)-(6.203), получим

𝑓(𝜑) = −𝛽𝑆𝑇
𝑎20

exp

(︂
−𝜑

2

𝑚

)︂
, (6.205)

𝜉(𝜑) = −𝛼𝐺𝐵𝜑
−3𝑚

20𝐴3𝑎50

[︃
3Γ

(︂
−3𝑚

2
,− 5𝜑2

4𝑚

)︂
+ 2Γ

(︂
1− 3𝑚

2

)︂(︂
−5𝜑2

4𝑚

)︂3𝑚/2

− 2𝑒
5𝜑2

4𝑚

]︃
, (6.206)

𝜔(𝜑) = 1 +
3𝜑2 exp

(︁
5𝜑2

4𝑚

)︁
2𝐴𝑚2

[︂
𝐴𝛽𝑆𝑇 + 2𝛼𝐺𝐵 exp

(︂
3𝜑2

4𝑚

)︂
𝜑−𝑚

]︂
. (6.207)

Для реконструкции параметров теории гравитации Хорндески 𝐾, 𝐺3, 𝐺4, 𝐺5 доста­

точно рассчитать первые четыре производные функции неминимального взаимодействия

𝜉(𝜑) и подставить полученные решения в выражения (6.178)–(6.181).

На основе решения (6.206) запишем

𝜉′𝜑 =
𝛼𝐺𝐵𝜑

−3𝑚+1

4𝑎50𝐴
3𝑚

exp

(︂
5𝜑2

4𝑚

)︂
, (6.208)

𝜉′′𝜑 =
𝛼𝐺𝐵𝜑

−3𝑚+1 exp
(︁

5𝜑2

4𝑚

)︁
8𝑎50𝐴

3𝑚2

(︀
−6𝑚2 + 2𝑚+ 5𝜑

)︀
, (6.209)

𝜉′′′𝜑 =
𝛼𝐺𝐵𝜑

−3𝑚+1 exp
(︁

5𝜑2

4𝑚

)︁
16𝑎50𝐴

3𝑚3

(︀
12(1− 3𝑚)𝑚3𝜑−2 + 30𝑚(1− 2𝑚) + 25𝜑2

)︀
, (6.210)

𝜉′′′′𝜑 =
𝛼𝐺𝐵𝜑

−3𝑚+1 exp
(︁

5𝜑2

4𝑚

)︁
32𝑎50𝐴

3𝑚4
×(︂

24𝑚4(1− 9𝑚2)𝜑−3 − 360𝑚3

(︂
1− 3

2
𝑚− 1

6𝑚

)︂
𝜑−1 + 300𝑚(1− 3

2
𝑚)𝜑+ 125𝜑3

)︂
. (6.211)

Таким образом, подставляя выражения (6.204)–(6.211) в (6.178)–(6.181) получим

функции 𝐾, 𝐺3, 𝐺4, 𝐺5 в явном виде, которым, в данном случае, будут соответствовать

достаточно громоздкие выражения.

Соответствующая динамика Вселенной и эволюция скалярного поля для данной мо­

дели представлены в разделе S 2.4.2. Таким образом, рассмотренная процедура является

реконструкцией параметров МГТ по виду потенциала скалярного поля.
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Также отметим, что частному случаю𝑚 = 1/3 соответствуют следующие выражения

функции неминимального взаимодействия и ее производных

𝜉(𝜑) =

√
15𝜋𝛼𝐺𝐵
20𝐴3𝑎50

[︃
Erfi

(︃√
15

2
𝜑

)︃]︃
, (6.212)

𝜉′𝜑 =
3𝛼𝐺𝐵
4𝑎50𝐴

3
exp

(︂
15

4
𝜑2

)︂
, (6.213)

𝜉′′𝜑 =
45𝛼𝐺𝐵
8𝑎50𝐴

3
exp

(︂
15

4
𝜑2

)︂
𝜑, (6.214)

𝜉′′′𝜑 =
27𝛼𝐺𝐵
16𝑎50𝐴

3
exp

(︂
15

4
𝜑2

)︂(︂
10

3
+ 25𝜑2

)︂
, (6.215)

𝜉′′′′𝜑 =
81𝛼𝐺𝐵
32𝑎50𝐴

3
exp

(︂
15

4
𝜑2

)︂(︀
125𝜑3 + 50𝜑

)︀
. (6.216)

Для степенной инфляции с потенциалом

𝑉 (𝜑) = 𝜇2
1(3− 2𝜇2

2) exp(−2𝜇2𝜑), (6.217)

получим

𝑓(𝜑) = −𝛽𝑆𝑇
𝑎20

exp

(︂
− 𝜑

𝜇2

)︂
, (6.218)

𝜉(𝜑) = − 𝛼𝐺𝐵
𝑎20𝜇

3
1(6𝜇

2
2 − 5)

exp

[︂
(6𝜇2

2 − 5)

2𝜇2

𝜑

]︂
, 𝜇2 ̸= ±

√︂
5

6
, (6.219)

𝜔(𝜑) = 1 +
3 exp

(︁
− 5𝜑

2𝜇2

)︁
2𝜇1𝜇2

2

[︂
𝛽𝑆𝑇𝜇1 + 2𝛼𝐺𝐵 exp

(︂
−(3− 2𝜇2

2)

2𝜇2

𝜑

)︂]︂
, (6.220)

и производные функции неминимального взаимодействия записываются как

𝜕(𝑚)𝜉(𝜑)

𝜕𝜑𝑚
=

[︂
(6𝜇2

2 − 5)

2𝜇2

]︂𝑚
𝜉(𝜑), (6.221)

где 𝑚 = 1,2,3,4.

Аналогично восстанавливаются параметры гравитации Хорндески для случая экс­

поненциально-степенной инфляции и для других моделей ранней Вселенной на основе

точных решений для базовой модели, основанной на ОТО.

6.12.3 Космологические возмущения для ОТО-подобных

моделей на основе гравитации Хорндески

Теперь рассмотрим параметры космологических возмущений для случая инфляции

на основе гравитации Хорндески и соответствующей обобщенной скалярно-тензорной гра­

витации.
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Вначале определим следующие функции [283]

𝑤1 ≡ 1 + 𝑓 − 4𝐻𝜉, (6.222)

𝑤2 ≡ 2𝐻(1 + 𝑓) + 𝑓 − 12𝐻2𝜉, (6.223)

𝑤3 ≡ −9𝐻2(1 + 𝑓)− 9𝐻𝑓 +
3

2
𝜔(𝜑)𝜑̇2 + 72𝐻3𝜉, (6.224)

𝑤4 ≡ 1 + 𝑓 − 4𝜉. (6.225)

Функции (6.222)–(6.225) в терминах параметров Δ𝑆𝑇 и Δ𝐺𝐵 определяются следую­

щим образом

𝑤1 = 1−Δ𝑆𝑇 + 2
Δ𝐺𝐵

𝐻
, (6.226)

𝑤2 = 2(1−Δ𝑆𝑇 )𝐻 − Δ̇𝑆𝑇 + 6Δ𝐺𝐵, (6.227)

𝑤3 = −9(1−Δ𝑆𝑇 )𝐻
2 − 3(1−Δ𝑆𝑇 )𝐻̇ +

3

2
Δ̈𝑆𝑇 − 3Δ̇𝐺𝐵 +

(︂
15

2
Δ̇𝑆𝑇 − 33Δ𝐺𝐵

)︂
𝐻, (6.228)

𝑤4 = 1−Δ𝑆𝑇 − 2
𝐻̇

𝐻2

(︃
2
Δ𝐺𝐵

𝐻
− Δ̇𝐺𝐵

𝐻̇

)︃
. (6.229)

Остальные параметры космологических возмущений рассчитываются из выражений,

аналогичным рассмотренным в предыдущих главах, именно:

– скорости распространения возмущений

𝑐2𝑆 ≡ 3(2𝑤2
1𝑤2𝐻 − 𝑤2

2𝑤4 + 4𝑤1𝑤̇1𝑤2 − 2𝑤2
1𝑤̇2)

𝑤1(4𝑤1𝑤3 + 9𝑤2
2)

, (6.230)

𝑐2𝑇 ≡ 𝑤4

𝑤1

, (6.231)

– спектры мощности

𝒫𝑆 =
𝐻2

8𝜋2𝑄𝑆𝑐3𝑆
, (6.232)

𝒫𝑇 =
𝐻2

2𝜋2𝑄𝑇 𝑐3𝑇
, (6.233)

где

𝑄𝑆 ≡ 𝑤1(4𝑤1𝑤3 + 9𝑤2
2)

3𝑤2
2

, 𝑄𝑇 ≡ 𝑤1

𝑠
, (6.234)

𝑟 =
𝒫𝑇
𝒫𝑆

= 4× 𝑄𝑆

𝑄𝑇

(︂
𝑐𝑆
𝑐𝑇

)︂3

. (6.235)

𝑛𝑆 − 1 ≡ 𝑑 ln𝒫𝑆
𝑑 ln 𝑘

=
𝑑 ln𝒫𝑆
𝑑 ln

(︁
𝑎𝐻
𝑐𝑆

)︁ , 𝑛𝑇 ≡ 𝑑 ln𝒫𝑇
𝑑 ln 𝑘

=
𝑑 ln𝒫𝑇
𝑑 ln

(︁
𝑎𝐻
𝑐𝑇

)︁ . (6.236)

Отметим, что выбор кинетической функции 𝜔 не влияет на значение параметров

космологических возмущений ввиду того, что всегда можно переопределить скалярное

поле как 𝜙 =
∫︀ √︀

𝜔(𝜑)𝑑𝜑.
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Для случая Δ𝑆𝑇 = 𝛽𝑆𝑇
𝑎2(𝑡)

, Δ𝐺𝐵 = 𝛼𝐺𝐵𝑎
−5(𝑡), учитывая Δ𝑆𝑇 ∝ exp(−2𝑁) и Δ𝐺𝐵 ∝

exp(−5𝑁) дляΔ𝑆𝑇 (𝑁 = 0) ≪ 𝑒120 иΔ𝐺𝐵(𝑁 = 0) ≪ 𝑒300 в начале инфляции, на пересечении

радиуса Хаббла для 𝑁 = 50− 60 получим Δ𝑆𝑇 ≃ 0, Δ𝐺𝐵 ≃ 0.

Следовательно, функции (6.226)–(6.229) определяются как

𝑤1 = 1, 𝑤2 = 2𝐻, 𝑤3 = −9𝐻2 − 3𝐻̇, 𝑤4 = 1, (6.237)

Таким образом, на основе функций (6.237), из выражений (6.230)–(6.231) получим

𝑐𝑆 = 1 и 𝑐𝑇 = 1.

Также рассчитаем для Δ𝑆𝑇 ≃ 0, Δ𝐺𝐵 ≃ 0 спектры мощности

𝒫𝑆 =
1

2𝜖

(︂
𝐻

2𝜋

)︂2

, 𝒫𝑇 = 2𝑠

(︂
𝐻

2𝜋

)︂2

, (6.238)

их наклоны и тензорно-скалярное отношение

𝑛𝑆 − 1 ≡ 𝑑 ln𝒫𝑆
𝑑 ln 𝑘

=
𝒫̇𝑆

𝐻(1− 𝜖)𝒫𝑆
= 2

(︂
𝛿 − 2𝜖

1− 𝜖

)︂
, (6.239)

𝑛𝑇 ≡ 𝑑 ln𝒫𝑇
𝑑 ln 𝑘

=
𝒫̇𝑇

𝐻(1− 𝜖)𝒫𝑇
= − 2𝜖

1− 𝜖
, (6.240)

𝑟 =
𝒫𝑇
𝒫𝑆

= 4× 𝑄𝑆

𝑄𝑇

(︂
𝑐𝑆
𝑐𝑇

)︂3

= 4𝑠𝜖. (6.241)

Таким образом, параметры космологических возмущений, как и фоновые решения, в

данном случае совпадают с полученными в моделях космологической инфляции на основе

гравитации Эйнштейна.

Также отметим, что модификации гравитации Эйнштейна приводят к отклонению

спектра скалярных возмущений от гауссового [283;321;322].

Для случая 𝑐𝑆 = 1 параметр нелинейности, характеризующий отклонение спектра

скалярных возмущений от гауссового, рассчитывается следующим образом [283]

𝑓𝑁𝐿 ≈ 55

36
𝜖𝑠 +

5

12
𝜂𝑠 +

10

3
𝛿𝜉, (6.242)

где

𝜖𝑠 = 𝜖+
1

2

𝑓

𝐻𝑓
= 𝜖+

1

2

Δ̇𝑆𝑇

𝐻Δ𝑆𝑇

, 𝜂𝑠 =
𝜖̇𝑠
𝐻𝜖𝑠

, (6.243)

𝛿𝜉 =
𝐻𝜉

1 + 𝑓
= − Δ𝐺𝐵

(1−Δ𝑆𝑇 )𝐻
. (6.244)

Для Δ𝑆𝑇 ≃ 0, Δ𝐺𝐵 ≃ 0 на пересечении радиуса Хаббла получим 𝜖𝑠 = 𝜖, 𝜂𝑠 = 2(𝜖− 𝛿)

и 𝛿𝜉 = 0. Следовательно, параметр нелинейности

𝑓𝑁𝐿 ≈ 55

36
𝜖+

5

6
(𝜖− 𝛿) ≪ 1, (6.245)

и спектр скалярных возмущений с высокой точностью является гауссовым.
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6.13 Эволюция Вселенной для ОТО-подобных моделей

Теперь рассмотрим сценарий эволюции Вселенной, основанный на специальном клас­

се космологических решений для обобщенной скалярно-тензорной теории гравитации.

В начале стадии инфляции значения параметров расхождения Δ𝑆𝑇 и Δ𝐺𝐵 между

ОТО и ее модификациями и, соответственно, функций, определяющих неминимальное

взаимодействие скалярного поля и кривизны 𝑓(𝜑) и 𝜉(𝜑), может быть достаточно большим

чтобы обеспечить связь с теорией струн и суперструн в контексте возможности построения

квантовой теории гравитации [20;59;300;301].

Во время инфляции расхождения быстро убывают по законам Δ𝑆𝑇 ∝ 𝑎−2(𝑡) и

Δ𝐺𝐵 ∝ 𝑎−5(𝑡), таким образом, к концу инфляционной стадии, исходная часть лагран­

жиана, определяющая тип гравитации определяется как

𝐹 (𝜑,𝑅) ≡ 𝑅 + 𝑓(𝜑)𝑅 + 𝜉(𝜑)𝑅2
𝐺𝐵 = 𝑅 +𝒪1 (Δ𝑆𝑇 ,Δ𝐺𝐵) , (6.246)

где 𝒪1 (Δ𝑆𝑇 ,Δ𝐺𝐵) ≪ 1 – малая добавка за счет модификаций гравитации Эйнштейна, ко­

торая, при расчете параметров космологических возмущений в линейном порядке теории

возмущений, рассматривалась равной нулю.

Кинетическая функция на завершении стадии инфляции определяется следующим

образом

𝜔(𝜑) ≡ 1 +
3

𝜖

(︂
Δ𝑆𝑇 + 2

Δ𝐺𝐵

𝐻

)︂
= 1 +

3

𝜖
𝒪2 (Δ𝑆𝑇 ,Δ𝐺𝐵) , 𝒪2 (Δ𝑆𝑇 ,Δ𝐺𝐵) ≪ 1. (6.247)

Далее, после завершения стадии инфляции, динамика Вселенной на стадиях преоб­

ладания излучения и вещества определяется фридмановскими решениями 𝑎(𝑡) ∝ 𝑡1/2 и

𝑎(𝑡) ∝ 𝑡2/3, и расхождение с гравитацией Эйнштейна продолжает убывать с расширением

Вселенной. Анализ космологической динамики на стадиях эволюции Вселенной, содержа­

щей скалярное поле и дополнительные материальные поля, ввиду малых расхождений с

ОТО, проводится на основе методов, рассмотренных в главе 4.

В случае, если стадия повторного ускоренного расширения Вселенной в настоящую

эпоху описывается с помощью ΛCDM-модели с экспоненциальным расширением (𝐻̇ =

0), то 𝜖 = 0 и 𝜔 → ∞, что соответствует гравитации Эйнштейна. Если темная энергия

определяется легким полем квинтэссенции с другой динамикой 𝐻̇ ̸= 0 (𝐻̇ ≈ 0), то 𝜖 ̸= 0

и наблюдательное ограничение |𝜔| > 50000 [299] определяет малые отклонения от ОТО.

Вторым критерием, ограничивающим отклонения от гравитации Эйнштейна, является

погрешность 10−15 в определении скорости распространения гравитационных волн [25].
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Заключение

В настоящем исследовании рассматривалась проблематика построения и верифика­

ции моделей ранней Вселенной на основе инфляционной парадигмы. В качестве базовой

модели рассматривалась инфляция, обусловленная эволюцией некоторого скалярного по­

ля на основе гравитации Эйнштейна в четырехмерном пространстве Фридмана-Роберт­

сона-Уокера, что соответствует как первым моделям ранней Вселенной, построенным в

контексте теории космологической инфляции, так и современным актуальным моделям.

В первой главе было показано, что задачи построения непротиворечивых теорети­

ческих моделей Вселенной требуют определенной модификации базовой модели для объ­

яснения наблюдаемого повторного ускоренного расширения и возможности построения

квантовой теории гравитации (на данный момент, окончательного вида такой теории нет),

для которой ОТО с некоторыми поправками является низкоэнергетическим пределом. В

качестве такой модификации в исследовании рассматривались модели космологической

инфляции на основе обобщенных скалярно-тензорных теорий гравитации, подразумеваю­

щих неминимальное взаимодействие скалярного поля и кривизны пространства.

Во второй главе рассматривались различные методы анализа базовой модели. В ка­

честве новых методов были предложены:

1. метод кинетического приближения, которое подразумевает ускоренное расшире­

ние ранней Вселенной, как и в случае приближения медленного скатывания, но с

сохранением ненулевой кинетической энергии скалярного поля;

2. метод генерирования новых точных решений из исходных на основе функциональ­

ной связи нового и исходного параметров Хаббла 𝐻̄ = 𝑓(𝑡)𝐻;

3. метод приведения всех независимых уравнений космологической динамики к урав­

нению типа одномерного стационарного уравнения Шрёдингера при записи урав­

нений как в терминах скалярного поля, так и в терминах космического времени.

На основе последнего метода было сформулировано «первое утверждение о эквивалентно­

сти космологических решений».

Также были проанализированы расхождения Δ
(𝐻)
𝑁 и Δ

(𝑉 )
𝑁 между точными и прибли­

женными решениями по числу 𝑒-фолдов, практическое применение которых позволило

сформулировать метод построения точных решений из приближенных, метод нахожде­

ния начального значения скалярного поля и метод построения точных космологических

решений по априорно заданному расхождению, то есть с использованием его в качестве

генерирующей функции.
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В третьей главе рассматривалась проблематика анализа эволюции космологических

возмущений в контексте верификации моделей ранней Вселенной. Предложенный анализ

соответствует стандартному изложению теории космологических возмущений, представ­

ленному во многих источниках. Тем не менее, было отмечено влияние различной нормиров­

ки тензора реликтовых гравитационных волн на значения параметров космологических

возмущений, которую можно встретить в различных работах, посвященных построению

моделей ранней Вселенной. Такое влияние было параметризовано посредством постоянной

𝑠 = 1,4 в формулах для расчета спектральных параметров космологических возмущений.

Все вычисления в данном исследовании проводились для значения 𝑠 = 4, что соответству­

ет результату, представленному в большинстве источников по теории космологических

возмущений.

В качестве метода верификации моделей, не соответствующих наблюдательным огра­

ничениям, были предложены преобразования исходных моделей к случаю обобщенного

экспоненциально-степенного расширения, то есть моделям с масштабным фактором вида

𝑎̄(𝑡) = 𝐶𝑎𝑛(𝑡)𝑒𝜆𝑡, в которых верификация достигается за счет выбора свободных парамет­

ров 𝑛 и 𝜆. Данный подход был проиллюстрирован на примере перехода от инфляции со

степенной динамикой к экспоненциально-степенной инфляции.

В контексте «первого утверждения о эквивалентности космологических решений»,

задача анализа фоновой (в отсутствие квантовых возмущений поля) динамики, также рас­

чета параметров космологических возмущений, связанных с квантовыми возмущениями

поля, сводится к поиску решений уравнения типа одномерного стационарного уравнения

Шрёдингера. Таким образом, двум различным уровням анализа космологических моделей

соответствует одинаковая, с математической точки зрения, задача.

Отметим результаты, представленные в работе [323], в которой параметры космоло­

гических возмущений вычислялись в ВКБ-приближении без условий 𝜖 ≪ 1 и 𝛿 ≪ 1. В

данном случае, выражения спектральных параметров космологических возмущений отли­

чались от результатов, полученных в приближении медленного скатывания, на множитель

Δ𝑊𝐾𝐵 = 18𝑒−3 ≈ 0.9, и такой метод расчета можно рассматривать как возможную аль­

тернативу представленному в настоящем исследовании.

Перспектива использования подхода, основанного на применении уравнения Шрё­

дингера к анализу космологических моделей, состоит в развитии существующих и постро­

ении новых эффективных методов точных и приближенных решений уравнения данного

типа или разработке эффективных алгоритмов его численных решений, что позволит ком­

плексно решать задачи построения актуальных моделей ранней Вселенной как на уровне

фоновой динамики, так и при расчете космологических возмущений.
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В контексте верификации теоретических моделей космологической инфляции важ­

ное значение имеет прямое наблюдение реликтовых гравитационных волн, существенно

дополняющее косвенные оценки его характеристик, основанные на измерениях анизотро­

пии реликтового излучения. Применение к анализу моделей ранней Вселенной только

приближения медленного скатывания подразумевает низкочастотный спектр реликтовых

гравитационных волн в диапазоне 10−18 − 10−16 Гц. Тем не менее, стадия преобладания

кинетической энергии скалярного поля во время эволюции ранней Вселенной дает теорети­

ческое обоснование существованию высокочастотных реликтовых гравитационных волн в

моделях с одним скалярным полем в диапазоне 102−104 Гц, которые можно использовать

как доступное средство верификации моделей ранней Вселенной при наличии физиче­

ских эффектов, увеличивающих чувствительность детектора до необходимого уровня. В

качестве такого эффекта предложен низкочастотный оптический резонанс в интерферо­

метрах Фабри-Перро, рассмотренный ранее в работах [230–232], теоретические оценки

чувствительности детекторов на основе которого соответствуют принципиальной возмож­

ности прямого наблюдения гравитационных волн высоких частот. Данный подход можно

рассматривать в качестве альтернативы другим существующим и перспективным проек­

там по непосредственному детектированию гравитационных волн [21–23; 227–229]. В на­

стоящий момент, в МГТУ им. Н.Э. Баумана осуществляются практические шаги по реа­

лизации эксперимента данного типа [324], а также использования других возможностей

детектирования высокочастотного гравитационно-волнового излучения [325].

В четвертой главе точные решения для базовой модели обобщались на случай до­

полнительного материального поля, что позволяет рассматривать динамику Вселенной

на любой из стадий ее эволюции, случай ненулевой кривизны пространства ФРУ, замены

канонического поля на поле 𝑘-эссенции и двухкомпонентные киральные космологические

модели, в рамках которых были выделены классы точных решений, соответствующие слу­

чаю базовой модели с одним каноническим скалярным полем как по фоновой динамике,

так и на уровне космологических возмущений.

В пятой главе рассматривались космологические модели на основе скалярно-тензор­

ной теории гравитации, ассоциированной с неминимальным взаимодействием скалярного

поля и скаляра Риччи. В контексте данного подхода, был предложен принцип построения

моделей, подразумевающих неминимальное взаимодействие поля и кривизны простран­

ства как источник его эволюции, отклонения закона расширения ранней Вселенной от

экспоненциального (которому соответствовала гравитация Эйнштейна) и отклонения по­

тенциала 𝑉 (𝜑) от плоского. Для связи параметра Хаббла и функции неминимального взаи­

модействия вида 𝐻(𝑡) = 𝜆
√︀
𝐹 (𝑡) значение тензорно-скалярного отношения на пересечении

радиуса Хаббла оценивалось как 𝑟 ∼ 10−3, что хорошо соответствует современным наблю­



192

дательным ограничениям. Предложенный подход позволяет генерировать точные космо­

логические решения для случая известных типов скалярно-тензорных теорий гравитации,

что было показано на примере моделей со степенным параметром Хаббла 𝐻(𝑡) = 𝐵𝑡𝑛. По­

вторное ускоренное экспоненциальное расширение Вселенной в таких моделях объясняет­

ся отсутствием взаимодействия поля и кривизны, для которого гравитация соответствует

случаю ОТО и постоянное скалярное поле моделирует темную энергию. Перспективой

развития данного метода является построение актуальных космологических моделей на

основе другого типа динамики ранней Вселенной.

Далее, в контексте обнаруженной параметрической связи между базовыми моделя­

ми, основанными на ОТО, и моделями инфляции на основе скалярно-тензорной гравита­

ции (СТГ) с неминимальным взаимодействием поля и скаляра Риччи, были построены

аналогичные для обоих случаев космологические решения. Специфика данного подхода

заключалась в том, что обычный метод конформных преобразований метрики от представ­

ления Йордана (соответствующего СТГ) к представлению Эйнштейна не использовался,

а связь между этими моделями определялась непосредственно из уравнений динамики

в пространстве Фридмана-Робертсона-Уокера. На основе полученных результатов было

сформулировано «второе утверждение о эквивалентности космологических решений».

В шестой главе рассматривались космологические модели, основанные на другом

типе скалярно-тензорной гравитации – гравитации Эйнштейна-Гаусса-Бонне (ЭГБ), под­

разумевающей неминимальное взаимодействие скалярного поля и скаляра Гаусса-Бонне,

для которых также рассматривались параметрические и функциональные связи с моде­

лями, основанными на гравитации Эйнштейна, найденные непосредственно из уравнений

динамики. В результате были сформулированы новые методы точных решений уравнений

космологической динамики для рассматриваемой теории гравитации, метод оценки влия­

ния неминимальной связи на характер расширения ранней Вселенной и потенциал скаляр­

ного поля. На основе обнаруженных связей был предложен метод построения ОТО-подоб­

ных космологических моделей для случая ЭГБ-инфляции, что было сформулировано в

«третьем утверждении о эквивалентности космологических решений».

Комбинирование второго и третьего «утверждений» приводит к методу построения

ОТО-подобных космологических решений для случая обобщенной скалярно-тензорной

гравитации, которая находится в соответствии с гравитацией Хорндески. Было показа­

но, что полученные решения соответствуют случаю гравитации Эйнштейна как по фоно­

вым решениям, так и по параметрам космологических возмущений с высокой точностью,

которая увеличивается в процессе расширения Вселенной. На основе данных результатов

было сформулировано «утверждение о специальном классе космологических моделей», ис­
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пользуя которое, были найдены точные космологические решения для случая гравитации

Хорндески, соответствующие верифицируемым по наблюдательным данным моделям.

Комбинация первого «утвеждения» и «утверждения о специальном классе космо­

логических моделей» редуцирует задачу нахождения точных космологических решений

как в случае ОТО, так и для рассмотренных модифицированных теории гравитации к

поиску точных решений уравнения Шрёдингера, что приводит к унификации анализа мо­

делей ранней Вселенной на основе уравнения данного типа. Перспективой развития пред­

ложенного подхода является его расширение на другие типы модификаций гравитации

Эйнштейна.

Таким образом, представленные в настоящем исследовании результаты определяют

последовательный подход к решению задач построения и верификации моделей ранней

Вселенной на основе гравитации Эйнштейна и ее модификаций.

В заключение автор выражает благодарность профессору Гладышеву В.О. за кон­

сультации в течение работы по тематике настоящего исследования. Также автор благода­

рит профессора Червона С.В. и профессора Морозова А.Н. за обсуждение рассматривае­

мых методов и полученных результатов.
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Список сокращений и условных обозначений

ФРУ – Фридмана-Робертсона-Уокера

ССП – самодействующее скалярное поле

СТГ – скалярно-тензорная гравитация

ГБ – Гаусса-Бонне

ЭГБ – Эйнштейна-Гаусса-Бонне

МТГ – модифицированные теории гравитации

ККМ – киральные космологические модели

УШ – уравнение Шредингера

ВКБ – Вентцеля-Крамерса-Бриллюэна

Индекс «J» – представление Йордана

Индекс «E» – представление Эйнштейна

Индекс «ST» – скалярно-тензорная гравитация

Индекс «GB» – гравитация Эйнштейна-Гаусса-Бонне

Обозначения всех функций соответствуют принятым в русскоязычной литературе.
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Новые термины, использованные в исследовании

Кинетическое приближение – постулирование квазилинейной связи между кине­

тической энергией скалярного поля и параметром состояния

Параметры расхождения – параметры, определяющие различия между точными

и приближенными космологическими решениями и различия между моделями инфляции

на основе гравитации Эйнштейна и ее модификаций.

Параметр Δ
(𝐻)
𝑁 – определяет различие по числу 𝑒-фолдов между точными реше­

ниями и полученными из приближения медленного скатывания для случая одинаковой

динамики и различных потенциалов.

Параметр Δ
(𝑉 )
𝑁 – определяет различие по числу 𝑒-фолдов между точными реше­

ниями и полученными из приближения медленного скатывания для случая одинаковых

потенциалов и различной динамики.

Параметр Δ𝜁 – определяет различие в спектральных характеристиках космологи­

ческих возмущений при учете фактора (1− 𝜖).

N-анализ – метод генерирования точных решений, основанный на представлении

всех параметров космологических моделей в терминах числа 𝑒-фолдов.

СТГ-инфляция – модели космологической инфляции на основе скалярно-тензор­

ных теорий гравитации с неминимальным взаимодействием скалярного поля и скаляра

Риччи.

ЭГБ-инфляция – модели космологической инфляции на основе скалярно-тензор­

ных теорий гравитации с неминимальным взаимодействием скалярного поля и скаляра

Гаусса-Бонне.

Параметр Δ𝑆𝑇 – определяет отклонение от ОТО в случае неминимального взаимо­

действия скалярного поля и скаляра Риччи.

Параметр Δ𝐺𝐵 – определяет отклонение от ОТО в случае неминимального взаимо­

действия. скалярного поля и скаляра Гаусса-Бонне.

Параметр Δ
(𝐺𝐵)
𝑁 – определяет различие по числу 𝑒-фолдов между моделями на

основе ОТО и гравитации Эйнштейна-Гаусса-Бонне.

ОТО-подобные модели – космологические модели, основанные на модифициро­

ванных теориях гравитации, совпадающие со случаем гравитации Эйнштейна как по фо­

новым решениям, так и по параметрам космологических возмущений.
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